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Einleitung

Man kann Ergebnisse der komplexen Analysis dazu benutzen, um Ergebnisse iiber
reelle Rdume zu gewinnen.

Zuerst untersuchte Cartan in [Ca57] reell-analytische Mengen A C RY. Das
heifit, dafl A lokal das Nullstellengebilde von endlich vielen reell-analytischen Funk-
tionen ist. Er zeigte, dafl man einer reell-analytischen Menge A genau dann eine
Komplexifizierung zuordnen kann, wenn die Garbe ¢4 der Keime der auf A ver-
schwindenden reell-analytischen Funktionen kohérent ist. Solche Menge nennt er
kohérente analytische Mengen. Er gab auch Beispiele an, dal nicht jede analy-
tische Menge kohérent ist. Dann iibertrug er Theorem A und Theorem B von
Steinschen Raumen auf kohirente analytische Mengen A C RY.

Anschlielend wurden reell-analytische Mannigfaltigkeiten untersucht: So zeig-
te kurze Zeit spédter H. Grauert in [Gr58], daf sich jede n-dimensionale analytische
Mannigfaltigkeit mit abzihlbarer Topologie reell-analytisch in einen R einbetten
1a8t. Hierzu wird eine Steinsche Komplexifizierung mit Hilfe der Losung des Le-
viproblems konstruiert und ein Einbettungssatz fiir Steinsche Rdume ausgenutzt.
Die Existenz einer im allgemeinen nicht Steinschen Komplexifizierung wurde zu-
erst in [WhBr59] gezeigt. Dies wurde in [Gr58] ausgenutzt.

Spéter wurden die Begriffe reeller Raum und reelle Varietét eingefiihrt. Beides
sind lokal R-geringte Rdume, die sich im Modellraum (A, O4) unterscheiden: Im
folgenden bezeichnet Ogny die Garbe der Keime von reell-analytischen Funktionen
auf dem N-dimensionalen reellen Zahlenraum RY. Fiir einen Modellraum eines
reellen Raumes ist A die Nullstellenmenge N(fi,..., f;) von endlich vielen reell-
analytischen Funktionen f\ € Op(B) fiir A = 1,...,[ in einem Bereich B C RY,
und die Strukturgarbe O4 ist gleich (Op/(f1,.-., fi))|a. Bei einem Modellraum
fiir eine reelle Varietét ist die Strukturgarbe O4 gleich (Op/ta)|a, wobei 14 die
Garbe der Keime der auf A verschwindenen reell-analytischen Funktionen bezeich-
net. Man erkennt, dafl die reellen Rdume analog zu komplexen Rdumen und die
reellen Varietdten analog zu reduzierten komplexen Rdumen definiert sind. Der
Hauptunterschied zwischen der reellen und komplexen Theorie liegt nun darin
begriindet, dafl man im Komplexen einen Reduktionsfunktor hat und im Reel-
len nicht: Man kann jedem komplexen Raum einen komplexen Raum zuordnen,
der reduziert ist, das heifit dessen Strukturgarbe eine Untergarbe der Garbe von
Keimen von stetigen C-wertigen Funktionen ist. Dies besagt der tiefe Satz iiber
die Kohérenz der Idealgarbe von H. Cartan (siehe [CAS, Chapter 4]). Ein reeller
Raum beziehungsweise eine reelle Varietéit heifit reduziert, falls die Strukturgarbe
eine Untergarbe der Garbe von Keimen von stetigen R-wertigen Funktionen ist.
Reelle Rdume sind im allgemeinen nicht reduziert, reelle Varietédten sind stets re-
duziert. Wie im komplexen Fall kann man jedem reellen Raum als Reduktion eine
reelle Varietdt zuordnen. Diese ist jedoch kein reeller Raum mehr. Dies bedeutet,
daBl die Strukturgarbe einer reeller Varietéit im allgemeinen nicht kohérent ist.

Man zeigt dann, daf} jeder reelle Raum einen im allgemeinen nicht reduzierten
komplexen Raum als Komplexifizierung besitzt und eine reelle Varietdt genau
dann eine Komplexifizierung besitzt, wenn die Strukturgarbe kohérent ist. Dies



ist dann ein reduzierter komplexer Raum.

Hat man nun als Ziel, Ergebnisse der komplexen Analysis iiber reduzierte
komplexe Rdume auf den reellen Fall zu iibertragen, so bilden die reellen Rdume
keine geeignete Kategorie. Betrachtet man kohérente reelle Varietéten, so hat man
stets eine reduzierte Komplexifizierung, aber die Klasse dieser Objekte ist nicht
die allgemeinste, die eine Komplexifizierung zulaft.

In dieser Arbeit wird der Begriff des (reell)-analytischen Raumes eingefiihrt
und untersucht. Ein n-dimensionaler analytischer Raum ist ein lokal R-geringter
Raum, der lokal isomorph ist zu einem n-dimensionalen analytischen Modellraum
(A,O04). Hierbei verlangt man fiir A nur, dafl A abgeschlossen in einem Bereich
B C RV ist. Da die Ridume eine reduzierte Komplexifizierung zulassen sollen,
mufl man als Strukturgarbe O4 = (Op/ta)|a setzen. Es wird ein Kriterium an-
gegeben, unter welchen Voraussetzungen genau A eine Komplexifizierung besitzt.
Hat man eine Menge A C B, die eine Komplexifizieung zuléfit, so stellt sich her-
aus, daf} sie in einer Menge A’ C B enthalten ist, die lokal als Nullstellenmenge
von endlich vielen analytischen Funktionen darstellbar ist. A selbst ist dies nicht,
sondern erst nach Vereinigung mit einer ,Stachelmenge“ A’ \ A. Um zu einer
verniinftigen Theorie zu gelangen, wird man fordern, dafl dieser Stachel klein ist
im Verhéltnis zu A. Dies geschieht mittels der Dimensionstheorie fiir separable
metrische Rdume. So erhélt man die allgemeinsten reellen Objekte, die eine Kom-
plexifizierung zulassen und bei denen man Ergebnisse von der Komplexifizierung
auf die Objekte iibertragen kann. Alle obigen anderen Begriffe von reellen Objek-
ten, die eine reduzierte Komplexifizierung zulassen, sind Spezialfille dieses Begriffs
des analytischen Raumes. Eine exakte Einfithrung dieses Begriff des analytischen
Raumes findet man im ersten Abschnitt.

Im zweiten Abschnitt dieser Arbeit wird gezeigt, dal jeder n-dimensionale
analytische Raum einen rein n-dimensionalen reduzierten Raum als Komplexifi-
zierung besitzt und dieser als Keim entlang des analytischen Raumes eindeutig
bestimmt ist. Ferner kann man analytische Abbildungen und kohérente Moduln
komplexifizieren.

Im dritten Abschnitt wird dann eine Umgebungsbasis aus offenen Steinschen
Mengen eines analytischen Raumes in seiner Komplexifizierung konstruiert. Damit
kann man Ergebnisse der Theorie der Steinschen Riéume auf analytische Rdume
iibertragen. Dies wird beispielhaft durchgefiihrt anhand von Theorem A, Theo-
rem B und der Einbettungsfrage. Die Ubertragung anderer Ergebnisse, wie zum
Beispiel das Grauert-Oka Prinzip, sind ebenfalls méglich.

Im vierten Abschnitt wird der Begriff der Normalisierung eines analytischen
Raumes eingefithrt und Existenz und Eindeutigkeit der Normalisierung gezeigt.

Abschlieflend wird im fiinften Abschnitt das Bild unter einer eigentlichen ana-
lytischen Abbildung f : X7 — Xo untersucht. Im komplexen Fall besagt ein
Ergebnis von Remmert, dafl die Bildmenge eine komplex-analytische Menge ist.
Im Reellen ist dies falsch. Man mufl den Begriff des semianalytischen Raum-
es einfiihren. Dies geschieht anders als bei Lojasiewicz in [Lo65]. Durch die
komplex-analytischen Untersuchungen wird die hier gegebene Definition nahege-
legt. Dann ist aber immer noch nicht das Bild f(X}) eines analytischen Raumes



unter einer eigentlichen Abbildung semianalytisch. Man mufl Bedingungen an eine
Komplexifizierung f : X; — X5 der Abbildung stellen: Gibt es eine endliche Kom-
plexifizierung der Abbildung, so ist die Bildmenge f(X;) semianalytisch. f(X7)
ist auch semianalytisch, falls die Abbildung f fast iiberall den Rang r hat und
eine eigentliche Komplexifizierung f : X1 — X besitzt, wobei X; glatt ist.

Nun sollen noch einige Konventionen, die in der gesamten Arbeit gelten, ange-
geben werden. Mit N werden die natiirlichen Zahlen {1,2, ...} bezeichnet, mit Ny
die nicht-negativen ganzen Zahlen. Die reellen und komplexen Zahlen werden wie
iiblich mit R und C bezeichnet. Alle vorkommenden topologischen Rdume haben
eine abzahlbare Basis der Topologie und sind Hausdorffsch. Ist X ein topologi-
scher Raum und Y C X, so wird der Abschlufl von Y in X mit Y oder auch nur
mit Y bezeichnet. Ferner sind alle komplexen Riume, die in dieser Arbeit vor-
kommen, reduziert. Ist f : X — C eine komplexwertige Funktion, so wird mit f
diejenige komplexwertige Funktion bezeichnet, die man aus f durch Komposition
mit der Konjugation auf C erhélt. Sind fi, ..., f; endlich viele R- oder C-wertige
Funktionen auf einer Menge X, so wird die gemeinsame Nullstellenmenge von
fis--o, fiin X mit N(fy,..., f;) bezeichnet.

An dieser Stelle mochte ich mich bei Prof. Grauert herzlich bedanken fiir die
sehr interesssante Aufgabenstellung und die anregenden Gespriche wihrend der
Betreuung dieser Arbeit.



1 Analytische Ridume

Zusammenfassung

In diesem Abschnitt wird der Begriff des analytischen Raumes eingefiihrt. Dazu
mufl man im wesentlichen nur analytische Modellriume definieren. Zentral ist in
diesem Abschnitt der Begriff der Komplexifizierung. Dieser wird zun#chst fiir be-
liebige Mengenkeime eingefiihrt und untersucht. Damit kann man dann Komplexi-
fizierungen von Mengen A definieren, die abgeschlossen in einem Bereich B C RV
sind. Dies sind komplex-analytische Mengen A in Bereichen B C CV , die unter
anderem A umfassen. Verlangt man nun, dafi A im wesentlichen gleich dem re-
ellen Teil der Komplexifizierung ist, so gelangt man zum Begriff des analytischen
Modellraums.
Zum Abschlufl werden Beispiele fiir analytische Rdume angegeben.

Komplexifizierung reeller Mengenkeime

Zunichst fixiert man die folgenden

1.1. Bezeichnungen. Sei stets N € N. Fortan wird der RY stets als derjenige
topologische Unterraum vom CV aufgefafit, der aus den komplexen N-Tupeln be-
steht, die verschwindenden Imaginérteil haben. Mit weny wird die antiholomorphe
Involution auf dem CV bezeichnet, die man durch komponentenweises Konjugie-
ren erhilt. Ferner sei # € RY. Wie iiblich wird der Ring der reell-analytischen
bzw. holomorphen Funktionskeime bei x mit Ogv , bzw. Ocn , bezeichnet. Man
hat dann die kanonischen Abbildungen

O]RN@. EE— ORNJ QRC —— O(CNJ.

Fiir f, € Ogrn , wird das Bild von f; in Ocw , mit fx bezeichnet. Ist a ein
Ideal in Oy ,, so ist a @R C ein Ideal in Ogwy , ®r C und das Bild in O¢y , wird
mit a bezeichnet. a ist ein Ideal in O¢wy ,. Ist ferner a erzeugt von fi14,..., fis,
S0 ist @ erzeugt von fm, ce flw

Weiterhin werden neben reell-analytischen Mengenkeimen A, C (RN )z und
komplex-analytischen Mengenkeimen A, C (CV), auch allgemeine Mengenkeime
in (CV), betrachtet. Ein allgemeiner Mengenkeim A, C (CV), heifit dann reeller
Mengenkeim, falls A, C (RY), gilt. Jeder reell-analytische Mengenkeim ist ein
reeller Mengenkeim.

Jedem reellen Mengenkeim A, ordnet man das Ideal 14, C Ogn , der auf A,
verschwindenden reell-analytischen Funktionskeime zu. Ferner bezeichne Oy, =
ORrw /4, die R-Stellenalgebra des reellen Keimes A;. Analog ordnet man ei-
nem komplex-analytischen Mengenkeim A, das reduzierte Ideal ¢ 4, und die C-
Stellenalgebra O zu. Diese Zuordnung induziert eine Bijektion zwischen den
komplex-analytischen Mengenkeimen bei x und den reduzierten Idealen in O¢w ,.

Der Verband der komplex-analytischen Mengenkeime ist Artinsch. Daher ist
die folgende Definition sinnvoll.



1.2. Definition. Sei A, ein reeller Mengenkeim bei z € RY. Dann heifit der
kleinste komplex-analytische Mengenkeim, der A, umfaft, die Komplezifizierung
von A, und wird mit A, bezeichnet.

Nun zeigt man das elementare

1.3. Lemma. Sei A, ein reeller Mengekeim und f, € Ocn - Dann sind dquiva-
lent:

(1) fela,
(2) fo€ia,.
Beweis. Man betrachte die Zerlegung f, = f. +i- f/ mit f., f" € Orv
(1) ~ (2): Aus fx|A = 0 folgt fy|a, = f”|A =0, also f7, fV € 14,. Damit

ergibt sich f’, f” € i1, und schlieBlich f, € i1,

(2) ~ (1): Aus f, € ia, ergibt sich f., f” € 14,. Damit folgt f.|a, = f/|a, =
0, also f1|a, = f"|a, = 0 und damit f,|a,. O

Hieraus folgt sofort:
1.4. Korollar. Fiir jeden reellen Mengekeim A, ist das Ideal i 5, reduziert.

Beweis. Sei f, € Ocw , und | € N mit fL € vx,. Dann folgt f.|4, = 0 und damit
fzla, =0, also schlieBlich f, € i1, O

Damit beweist man die

1.5. Proposition. Sei A, ein reeller Mengekeim bei x € RN und flm dessen
Komplexifizierung. Dann gelten:

(1) ¢z, = ta,, insbesondere gilt O, @R C = O als C-Stellenalgebren.

(2) A, ﬂ~(]RN)x ist der kleinste reell-analytische Mengenkeim, der A, umfaft,
und A; ist dessen Komplexifizierung.

(3) Man kann A, so durch eine in einer im CN offenen Umgebung U von x
analytischen Menge A reprisentieren, daf U und A invariant sind unter
Konjugation.

Beweis. Zu (1): Man zeigt, dal der durch das nach 1.4 reduzierte Ideal ¢4, ge-
gebene komplex-analytische Mengenkeim A, die Komplexifizierung von A, ist.
Man wihle f14,..., fie € Opv, mit ta, = (fiz,..-, fie). Dann gilt [:4; =
(fizs--+» fiz). Aus 1.3 folgt dann fiir X\ = 1,...,1 die Gleichung fy.|a, =
und damit A, C A,. Sei ferner A ein komplex analytlscher Mengenkeim bel x
mit A, C fl; Aus 1.3 folgt dann Lir C LA, also A C A;:. Damit ist A die
Komplexifizierung von A,.

Zu (2): Nach Definition gilt A, € A, N (RY),. Daher folgt LA, AN, C A
Mit 1.3 und (1) ergibt sich auch t4, C LA, (RN, - Damit gilt 15 o pyy = ta,. Der
durch ¢ AN(RN), gegebene Mengenkeim bei x ist ein reell-analytischer Mengenkeim,
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der A, umfaBt und dessen Komplexifizierung nach (1) A, ist. Sei ferner A’ ein
reell-analytischer Mengenkeim, der A, umfafit. Dann gilt ¢ A, S, =t ARV, -
Damit folgt A, N (RN), C A’.

Zu (3): Man wibhle fl x,...,flm wie bei (1) und einen Polyzylinder U, so
dafl die durch fo gegebenen Potenzreihen mit reellen Koeffizienten in U kon-

vergieren und holomorphe Funktionen f>\ darstellen fiir A = 1,...,l. Dann ist
A= N( fi,..., fi) eine unter Konjugation invariante komplex—analytlsche Menge,
die A, induziert. O

Komplexifizierung reeller Mengen

1.6. Definition. Sei B C RY ein Bereich und A C B abgeschlossen. Dann heifit
eine in einem Bereich B € CV komplex-analytische Menge A eine Komplezifi-
zierung von A, falls fiir alle x € A der Keim A, die Komplexifizierung von A,
ist.

Trivial ist die folgende

1.7. Bemerkung. Sei B C RY ein Bereich, A C B abgeschlossen, B C CV e
Bereich und A C B eine komplex-analytische Menge, die eine Komplemﬁzwrung
von A ist. Ferner sei B’ C Bmit BN B # 0. Fir A = AnB, B =BnNB
und A’ = AN B’ ist dann A’ C B’ im Bereich B’ abgeschlossen und A’ C B’ eine
komplex-analytische Menge, die eine Komplexifizierung von A’ ist.

Weiterhin hat man das elementare

1.8. Lemma. Sei A C B eine in einem Bereich B C RN abgeschlossene Menge
und A C B eine komplex-analytische Menge in einem Bereich B C CV, die eine
Komplezifizierung von A ist. Dann gilt nach eventueller Verkleinerung von B, B

und A:
(1) B=BNRYN.
(2) B und A sind invariant unter wen .

Beweis. Nach 1.5 gibt es zu jedem x € A eine wen-invariante offene Umgebung U,

von z in B, so daB AN U, auch wew-invariant ist. Setze nun B’ = (|J B,)NTg,
€A

wobei Tp = {z € CN : rez € B} bezeichnet. Dann ist B’ invariant unter wew
und A C B’ abgeschlossen mit B’ = B’ N RY. Ferner ist A’ = AN B’ auch wen-
invariant. Nach 1.7 ist dann A’ C B’ eine Komplexifizierung von A C B’. O

Die Komplexifizierung ist als Keim entlang A eindeutig bestimmt. Dies besagt
die folgende

1.9. Proposition (Eindeutigkeit der Komplexifizierung). Sei A C B eine
in einem Bereich B C RN abgeschlossene Menge. Sind dann A" C B' und A" C B"
zwei Komplexifizierungen von A, so gibt es einen Bereich B C B'NB” mit AC B
und

ANnB=A"nB.



Beweis. Fiir x € A gilt /ngc~: A" Also gibt es eine offene Umgebung B, C B'nB"
von z mit A'N B, = A”NB,. Dann besitzt B = |J B, C B'NB" die gewiinschte
€A
Eigenschaft. U
Im folgenden benotigt man die garbentheoretische

1.10. Proposition. Sei (X,Ox) ein R-geringter Raum und F ein Ox-Modul.
Dann sind dquivalent:

(1) F ist ein kohdrenter Ox-Modul.
(2) F ®rC ist ein kohdrenter Ox @R C-Modul.

Beweis. (1) ~ (2): Die Endlichkeit von F ®g C folgt aus der Endlichkeit von F
durch Tensorieren mit C.

Die Relationenendlichkeit von F ®g C sieht man so: Sei eine exakte Sequenz
von (Ox ®r C)|y-Moduln

(Ox ®@rC)ff, —— Fly @rC —— 0

iiber einer offenen Menge U in X gegeben. Dann hat man ein kommutatives
Diagramm von Opy-Moduln

0 —— kermr —— (Ox ®rC)|}, —— Fly®rC —— 0

~| =| =|

0 —— kern®’ —— OQUP L’]:|U€B7:|U—>O7

wobei die vertikalen Isomorphismen von Op-Moduln durch den Isomorphismus
C = R & R induziert werden. Da F @ F relationenendlich ist, gibt es zu allen
x € U eine offene Umgebung V von x in U und eine exakte Sequenz von Oy -
Moduln:

O} —— kernly —— 0.
Diese induziert eine exakte Sequenz von (Ox ®gr C)|y-Moduln:
(Ox ®rC)|{, —— kern|y —— 0.

Damit ist F ®gr C auch relationenendlich, also kohérent.

(2) ~ (3): Zuerst zeigt man, dafl F endlich erzeugt ist. Sei dazu z € X. Dann
gibt es eine offene Umgebung U von x und eine exakte Sequenz

(Ox ®RC)‘% — (FORC)ly —— 0

von (Ox ®R C)|y-Moduln. Hieraus erhilt man eine exakte Sequenz von Ox |-
Moduln:

Ox|# —— FlveFly — 0.
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Mit dem Epimorphismus Fl|y @ F|y — Fy erhilt man eine exakte Sequenz von
OX \U—Moduln:

(’)X|%]p —— Fly —— 0.

Also ist F endlich erzeugt.
Die Relationenendlichkeit von F sieht man so: Sei eine exakte Sequenz von
Ox|y-Moduln

0 —— kerm —— Ox[/;, —— Fly —— 0

gegeben. Weil C eine flache R-Algebra ist, erhdlt man daraus die exakte Sequenz
von (Ox ®r C)|y-Moduln:

0 —— kermr@pC —— OX|pU QRC —— Fly @rC —— 0.

Weil F ®@r C relationenendlich ist, gibt es zu z € U eine offene Umgebung V in U
von z und eine exakte Sequenz von Ox|y-Moduln:

(Ox @rC)|}, —— kermr@QRC —— 0.
Wie oben erhélt man hieraus eine exakte Sequenz von Ox|y-Moduln:

(’)X]%/p —— kerm —— 0.
Also ist F relationenendlich. O

Das Problem der Existenz einer Komplexifizierung wird behandelt durch den
folgenden

1.11. Satz. Sei A C B eine in einem Bereich B C RN abgeschlossene Menge.
Dann sind dquivalent:

(1) Es gibt eine Komplezifizierung A C B von A.

(2) Zu jedem x € A gibt es eine in cN offene Umgebung U und eine in U
komplez-analytische Menge A C U, so daff Ay die Komplezifizierung von A,
fir alley € UN A ist.

(3) Die Idealgarbe 14| ist ein kohdrenter Op|a-Modul.

(4) Es gibt einen Bereich B CCN mit AC B und eine kohdrente O -Idealgarbe
L4, so daf$ der kanonische Isomorphismus Op|s@RC = Opla einen Isomor-
phismus 144 @r C = 04| 4 induziert.

Beweis. (1) ~ (2): Die Implikation ist klar: Fiir alle z € A wihle man B als
offene Umgebung und A als komplex-analytische Menge in B.

(2) ~ (3): Es reicht zu zeigen, dafl es zu jedem =z € A eine in B offene
Umgebung U von z gibt, so dafl t4|any ein kohédrenter Op|any-Modul ist. Sei



dazu z € A. Dann wiihle man A C U wie in (2) und setze U = U N B. Nun ist Lz
ein kohirenter Oy-Modul und es gilt nach 1.5

talanu @R C = 1 3] any-

Damit ist ¢ z|any ein kohédrenter Op|any = (Oplanu ®r C)-Modul. Mit 1.10 ist
dann t4|any ein kohdrenter Op|sny-Modul.

(3) ™~ (4): Weil t4]4 eine kohdrente Op|a-Idealgarbe ist, ist 144 ®r C eine
kohédrente (Op|a ®r C)-Idealgarbe. Wegen Opla ®r C = Ocn|a ist taja ®r C
eine kohiirente O |a-Idealgarbe. Nach 1.10 gibt es einen Bereich B C CV mit
A C B und eine kohiirente O s-Idealgarbe i3 mit 14|4 ®R C = i3] 4.

(4) ~ (1): Diese Implikation ist auch klar: Man wihle als komplex-analytische
Menge die durch die kohérente Idealgarbe t induzierte. O

Fortan gilt stets die

1.12. Bemerkung. Sei A C B eine in einem Bereich B C RY abgeschlossene
Menge. Dann bezeichnet O4 stets die Garbe (Op/ta)|a von R-Stellenalgebren.
Im folgenden wird A stets in dieser Weise als lokal R-geringter Raum aufgefaflt.

Hiermit ergeben sich nun die beiden folgenden Bemerkungen:

1.13. Bemerkung. Sei A C B eine in einem Bereich B C RN abgeschlossene
Menge. Dann ist (A, O4) geometrisch reduziert, das heifit, der kanonische Homo-
morphismus Q4 — C4 ist ein Monomorphismus, wobei C4 die Garbe der Keime
von R-wertigen stetigen Funktionen auf A bezeichnet.

1.14. Bemerkung. Sei A C B eine in einem Bereich B C RY abgeschlossene
Menge, die eine Komplexifizierung besitzt. Dann ist O 4 eine kohérente Ringgarbe.

Regulidre Punkte und Dimension

1.15. Bezeichnungen. Sei k ein vollstindig bewerteter Korper (im folgenden ist
k immer R oder C). Ist dann (X, Ox) ein lokal k-geringter Raum und n € Ny, so
gilt im folgenden stets:

Reg, X = {z € X : Ox, ist eine regulire n-dimensionale k-Stellenalgebra}.
Ferner setze man

Reg X = U Reg, X und SingX = X \ Reg X.
neNy

Fiir eine in einem Bereich B C R analytische Menge A C B gilt x € Reg, 4
genau dann, wenn A bei x eine n-dimensionale reell-analytische Mannigfaltig-
keit ist. Sei fi,...,fi € Opn(B). Dann bezeichnet Reg,(f1,..., fi) die Menge
Regn(N(f17 s 7fl)7 ORN(B)/(f17 ) fl))

Weiterhin wird im folgenden stets der topologische Dimensionsbegriff fiir se-
parable metrische Réume nach [DimThy] benutzt. Damit ist dann insbesondere

10



auch die topologische Dimension eines reellen Mengenkeims und eines komplex-
analytischen Mengenkeims definiert. Fiir einen reell-analytischen Mengenkeim A,
bei z € RY gilt dann nach [Fe66, Satz 2] dim A, = dimO4,, wobei dim A4, die
topologische Dimension von A, und dim O4, die Krulldimension der R-Stellenal-
gebra O 4, bezeichnet. Fiir komplex-analytische Mengenkeime A, bei z € CN gilt
entsprechend dim A, = 2 - dim O i

1.16. Proposition. Ist A C B eine in einem Bereich B C RN komplezifizierbare
Menge und A C B eine Komplezifizierung. Dann sind fir x € A dquivalent:

(1) x € Reg, A.

(2) = € Reg,, A.

Beweis. Es gilt + € Reg,, A genau dann, wenn A, N RY der Keim einer n-
dimensionalen reellen Mannigfaltigkeit ist. Mit [ReAnSp, Proposition II1.2.4] ist
dies #quivalent dazu, daB A, der Keim einer komplexen n-dimensionalen Mannig-
faltigkeit ist. Dies bedeutet aber = € Reg,, A. O

Damit ergibt sich nun:

1.17. Proposition. Sei A C B eine komplezifizierbare Menge in einem Bereich
B CRY. Dann ist die Menge Reg A offen und dicht in A.

Beweis. Sei A C B eine Komplexifizierung von A. Dann gilt mit 1.16 die Glei-
chung Reg A = A\ Sing A. Also ist Reg A offen in A. Angenommen, Reg A ist
nicht dicht in A. Dann gibt es eine in B offene Menge U mit ) # ANU C A\Reg A.
Mit obiger Proposition folgt dann ANU C Sing ANU, also A, C (Sing A), B A,
im Widerspruch zur Minimalitdt von A. U

Analytische Modellraume

Die fiir diesen Paragraphen zentrale Definiton lautet:

1.18. Definition. Sei A C B eine in einem Bereich B C RY abgeschlossene
Menge und n € Ny. Dann heifit A eine n-dimensionale analytische Menge, falls
gilt:

(1) A ist rein n-dimensional.
(2) Es gibt eine Komplexifizierung A C B von A mit dim((fl NB)\ A) <n.

Der lokal R-geringte Raum (A, O4) heit n-dimensionaler analytischer Modell-
raum.

Damit folgt sofort die

1.19. Proposition. Sei A C B eine n-dimensionale analytische Menge und A C
B eine Komplezifizierung von A. Dann gilt:

(1) Fiir alle z € Reg A gilt A, = (AN B),.

11



(2) Es gilt Reg A = Reg,, A.
Beweis. Zu (1): Sei z € Reg A und d = dim, A. Angenommen, es gilt
A, G (AN B),. (%)

Nach 1.15 und 1.16 gibt es eine in B offene Umgebung U von z, so dal U N A
rein d-dimensional ist. Nun ist ANU C AN U eine abgeschlossene Teilmenge.
Nach () ist die Inklusion echt und damit ANU\ ANU = ((A N B) \A)NU
rein d-dimensional. Also folgt dlm((A NB)\A) >d. Aus ANU C ANU folgt
mit der Monotonie der Dimension n < d. Also folgt dlm((A NB)\ A) > nim
Widerspruch zur Definition.

Zu (2): Sei x € Reg,, A. Dann gilt = € Reg,, A. Nach 1.16 gibt es eine in B
offene Umgebung U von X, so daB ANU rein n’-dimensional ist. Mit (1) folgt die
Gleichung dim, A = n/ und damit ergibt sich n = n/'. O]

Damit kann man nun die folgende Proposition zeigen:

1.20. Proposition. Sei A C B eine n-dimensionale analytische Menge. Dann
gibt es eine rein n-dimensionale Komplexifizierung von A.

Beweis. Sei A C B eine Komplexifizierung von A und A = U A; die Zerlegung
el
von A in irreduzible Komponenten. Man setze dann [ = {i € I : A;NReg A # (0},
I =1\ und A = |J A;. Dann ist A C B komplex-analytisch, und es gilt
i€l
Reg A C A’. Da Reg A C A dicht ist, folgt A C A’, und wegen A C A’ C A ist

A’ eine Komplexifizierung von A. Nun ist A’ = U A; die Zerlegung von A’ in
i€ly

irreduzible Komponenten. Fiir i € Iy ist Reg AN A4; # (), also wegen 1.19 und 1.16
Reg, AN A; # () und damit ist A; rein n-dimensional. Schlielich ist dann auch
A’ rein n-dimensional. O

Eine lokale Beschreibung n-dimensionaler analytischer Mengen liefert die

1.21. Proposition. Sei A C B eine n-dimensionale analytische Menge in einem
Bereich B C RN, A C B eine Komplezifizierung von A und xz € A. Dann gibt
es eine in B oﬁene Umgebung U von x und holomorphe Funktionen fl, .. fl
Og(ﬁ), so daf mit U =UNDB, f\= f)\\U fir A=1,...,1 gilt:

(1) fre0p(U) firx=1,...,L.
2) (fire-s fi) = il
)

(3) (fi,---» fi)lanu = talanu-

(4) ANU =Reg,(Fr,-- > fi)

12



Beweis. Sei x € A. Dann gibt es fia,..., fiz € Op gz mit (fiz,..., fiz) = tax. Da
tala kohérent ist, gibt es eine in B offene Umgebung U von z und fi,...,f; €
Op(U) mit (f1,..., fi)lanu = talanu. Ferner gibt es eine wew-invariante offene
Menge U in B und holomorphe Funktionen fi,...,f; € OB(U) mit UNB =U
und f)\|U = f)\ fir A = 1,... ,l. Nach 1.5 gilt (fl,-.. ,fl)|AmU = LA|AQU. Da L
hohérent ist, darf man nach eventueller Verkleinerung von Urund U annehmen,rdaﬁ
(fi,.. s f1) = t il gilt. Ferner hat man: Regn(fl,...,fl)J = Reg, (A) no’ =

Reg(A)NU =Reg(A)NU NU =Reg(A) NU=ANU 0

Die Dichtheit der glatten Punkte reicht nicht aus, um die Kohérenz der Ide-
algarbe zu erzwingen (man vergleiche [Gr93]).

1.22. Beispiel. Man betrachte die Menge
A=N(z3- (214 z2) - (23 + 22) — 2}) CR3.

Dann gilt Reg A C {(0,0,23) € R3}, und A ist rein 2-dimensional. Insbesondere
gilt Reg A% = A. Aber A ist kein 2-dimensionaler analytischer Modellraum, denn

A =N(z3- (21 + 22) - (z%+z§) —zil) cc?

induziert die Komplexifizierung von A g ), aber nicht die Komplexifizierung von
A(0,0,24) fiir 23 # 0. Siehe dazu [ReAnSp, Bemerkung I11.2.12].

Den Zusammenhang mit den klassischen Begriffen (siehe [Lo65]) liefert der
folgende

1.23. Satz. Sei A C B eine n-dimensionale analytische Menge. Dann ist A eine
abgeschlossene semi-analytische Menge in B im Sinne von Lojasiewicz.

Beweis. Weil A C B abgeschlossen ist, reicht es zu zeigen, daf} es fiir alle x € A
eine in B offene Umgebung U von z gibt, so dal AN U C U semi-analytisch
ist. Sei dazu x € A. Dann wihle man eine in B offene Umgebung U von z und
fi,..., fi € Op(U) wie in 1.21. Dann ist

Sing ANU = {x € N(f1,..., fi) : rg(Jac(f1,..., fi)(z)) < N —n}

die Nullstellenmenge von fi,..., f; und den (N — n)-Minoren der Jacobimatrix
von (fi,...,fi), also semi-analytisch in U. Damit ist auch Reg,(f1,...,f1) =

N(f1,..., fi) —Sing ANU semi-analytisch in U. Da U C B offen ist, gilt Reg a°n
U=RegAnN U” NU. Somit ist auch

Reg, (fi... . i) =RegANU" =RegANU°NU =RegA°NU=ANU

semi-analytisch in U. Damit ist A C B semi-analytisch in U. O
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Analytische Raume
Damit kann man schliefllich definieren:

1.24. Definition. Ein lokal R-geringter Raum (X,Ox) heifit n-dimensionaler
analytischer Raum, falls gilt:

(1) X ist ein Hausdorffraum mit abzéhlbarer Basis der Topologie.

(2) Zu jedem z € X gibt es eine offene Umgebung U von z, einen n-dimensio-
nalen analytischen Modellraum (A, O4) und einen Isomorphismus

(U,0x|v) = (A,04)
von lokal R-geringten Rédumen.

Ein Morphismus von lokal-geringten Rdumen zwischen zwei analytischen Rdumen
heifit analytische Abbildung.

1.25. Bemerkung. Die analytischen Rdume mit den analytischen Abbildungen
als Morphismen bilden eine Kategorie, die Kategorie der analytischen Raume. Die
Kategorie der analytischen Réume ist eine volle Unterkategorie der Kategorie der
lokal-geringten Réaume.

1.26. Bemerkung. Wegen 1.13 ist ein analytischer Raum stets reduziert. Da-
her ist eine analytische Abbildung durch die stetige Abbildung bestimmt. Der
Garbenmorphismus ist das Zuriickliften von analytischen Funktionen.

Die elementaren Eigenschaften von analytischen Rdumen beschreibt die
1.27. Proposition. Fiir einen n-dimensionalen analytischen Raum (X, Ox) gilt:

(1) Die Menge Reg X ist offen und dicht in X. FEin Punkt x € X ist genau
dann reguldr, wenn es eine offene Umgebung U von x gibt, die bianalytisch
abbildbar ist auf einen Bereich B C R"™.

(2) Die Menge Sing X ist abgeschlossen und nirgends dicht in X sowie héchs-
tens (n — 1)-dimensional. Ferner wird Sing X in X lokal durch endlich viele
Gleichungen gegeben.

(3) Die Strukturgarbe Ox ist kohdrent.
Beweis. Man darf annehmen, dafl (X, Ox) ein analytischer Modellraum (A, O 4)
ist.
Zu (1): Dies ist 1.17 mit 1.15.
Zu (2): Aus (1) folgt, dafl Sing A abgeschlossen und nirgends dicht ist. Fiir

€ Awihleman U C CN, fi,...,fiund fi,..., f; wie in 1.21. Dann gilt:
Sing ANU = {x € N(f1,..., fi) : rg(Jac(f1,..., fi)(z)) < N —n}.

Also ist Sing A lokal durch endlich viele Gleighungen gegeben. Nach 1.20 gibt es
eine rein n-dimensionale Komplexifizierung A € CV von A. Mit dim Sing A < n
folgt dann dim Sing A < n.

Zu (3): Dies ist 1.14. O
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Zum Abschlufl dieses Paragraphen sollen noch einige Beispiele analytischer
Raume gegeben werden.

1.28. Beispiel. Jede n-dimensionale reell-analytische Mannigfaltigkeit ist ein n-
dimensionaler analytischer Raum.

1.29. Beispiel. Jede im Sinne von [Ca57] rein n-dimensionale kohérente analyti-
sche Menge A C B in einem Bereich B C RY ist ein n-dimensionaler analytischer
Modellraum. Allgemeiner ist jede rein n-dimensionale kohérente analytische Va-
rietdt im Sinne von [ReAnSp] ein n-dimensionaler Raum.

1.30. Beispiel. Sei X ein rein n-dimensionaler reduzierter komplexer Raum.
Dann kann man X genau dann in natiirlicher Weise als (2-n)-dimensionalen analy-
tischen Raum auffassen, wenn fiir jeden Punkt = € X jeder Primkeim von X, in ei-
ner Umgebung von x irreduzibel bleibt. Siehe dazu [ReAnSp, Proposition I11.2.15].
Insbesondere kann man damit jeden rein n-dimensionalen lokal-irreduziblen kom-
plexen Raum als (2 - n)-dimensionalen analytischen Raum auffassen.

Bei den obigen analytischen Rdumen sind die den Modellrdumen zugrunde
liegenden Mengen stets analytische Mengen in Bereichen des RY. Ein Beispiel bei
dem das nicht der Fall ist, ist das abschlieende

1.31. Beispiel. Man betrachte N(2? — 23 - z3) C R3. Dies ist der reelle Teil
von Whitneys umbrella. iy (.2 ist nicht kohdrent bei (0,0,0). Aber A =
N(z3 — 23 - x3) N {(z1, 2, 23) € R3 : z3 > 0} ist ein 2-dimensionaler analytischer
Modellraum mit Komplexifizierung A = N(27 — 22 - z3) C C®. Es gilt ANR3\ A =
{(0,0,23) € R3 : 13 < 0}. Dieser ,Stachel“ ist 1-dimensional.

71‘%'1‘3)
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2 Komplexifizierung

Zusammenfassung

In diesem Abschnitt werden zuerst Komplexifizierungen von analytischen Rdumen
und analytischen Abbildungen definiert. Dann wird die Existenz der Komplexi-
fizierung von analytischen Abbildung gezeigt. Die Eindeutigkeit der Komplexifi-
zierung einer analytischen Abbildung erhilt man als Keim entlang des Definitons-
raumes. Hieraus folgt dann auch die Eindeutigkeit der Komplexifizierung eines
analytischen Raumes als Keim entlang des analytischen Raumes.

Um die Existenz der Komplexifizierung eines analytischen Raumes zu zeigen,
benutzt man den Beweis von [WhBr59, Theorem 1] fiir Mannigfaltigkeiten. Er
iibertriagt sich auf den allgemeinen Fall.

Zum Abschlufl wird noch die Komplexifizierung von kohirenten Moduln ein-
gefiithrt und deren Existenz gezeigt.

Der Begriff der Komplexifizierung

Zunéichst braucht man die

2.1. Definition. Sei )NZ ein reduzierter komplexer Raum. Dann heifit eine stetige
Abbildung wg : X — X eine Konjugation, falls gilt

(1) wg ist eine Involution, das heift, es gilt wiz =idg.

(2) Fiir alle offenen Mengen U in X gilt fowf( € Of((wf((ﬁ)) fiir alle f €
Oz (U).

Sind X; und X, komplexe Riume mit Konjugationen w % und w %, SO heif3t eine

holomorphe Abbildung F : X; — X, eine Abbildung von komplezen Riumen mit
Konjugation, falls das Diagramm topologischer Rdume

kommutiert.

2.2. Bemerkung. Die komplexen Rdume mit Konjugation bilden zusammmen
mit den Abbildungen von komplexen Raumen mit Konjugation eine Kategorie,
die Kategorie der komplexen Rdume mit Konjugation.

Man fixiert nun noch die

2.3. Bezeichnungen. Im folgenden bezeichnet wen stets die Konjugation auf
dem CV, die man durch komponentenweises konjugieren erhilt. Ist X ein kom-
plexer Raum mit Konjugation w¢ und AC X einw -invarianter komplexer Un-
terraum, so bezeichnet w ; die durch Einschrinkung gegebene Konjugation auf A.
Ferner bezeichnet Fixwyg die Fixpunktmenge von w.
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Damit kann man die fiir diesen Paragraphen zentrale Definition geben:

2.4. Definition. Sei X ein n-dimensionaler analytischer Raum. Ein komplexer
Raum X mit Konjugation wy heifit eine Komplexifizierung von X, falls gilt:

(1) X C Fixwy ist abgeschlossen und dim(Fixwg¢ \ X) < n.

(2) Fiir alle z € X gibt es eine offene w g-invariante Umgebung U von z, eine in
einem wen -invarianten Bereich BccN wen-invariante komplex-analytische
Menge A C B und einen Isomorphismus ¢ : U — A von komplexen Réumen
mit Konjugation, so daB A = (U N X) C B = Fix B ein n-dimensionaler
analytischer Modellraum und A die Komplexifizierung von A ist.

Die Vertraglichkeit mit dem schon eingefiihrten Begriff der Komplexifizierung
einer reellen Menge liefert das folgende

2.5. Beispiel. Sei A C B eine n-dimensionale analytische Menge in einem Be-
reich B C RV. Dann ist eine komplex-analytische Menge A C B in einem Bereich
B C CV, die eine Komplexifizierung im Sinne von 1.6 ist, auch eine Komplexifi-
zierung im Sinne von 2.4.

Ferner definiert man noch

2.6. Definition. Sei F' : X; — X eine Abbildung analytischer Rdume. Dann
heifit eine Abbildung F': X; — X5 von komplexen Rédumen mit Konjugation eine
Komplexifizierung von F, falls gilt:

(1) X, ist fiir v = 1,2 eine Komplexifizierung von X,,.

(2) F|x, = F.

Komplexifizierung von analytischen Abbildungen

Die Frage der Existenz und Eindeutigkeit der Komplexifizierung von analytischen
Abbildungen behandelt der

2.7. Satz. Sei F : X1 — Xo eine Abbildung analytischer Riume und sei X, fir
v = 1,2 eine Komplexifizierung von X,. Dann gilt:

(1) Seien U, und U} zwei offene wg, -invariante Umgebungen von Xy in X1 und

Ul — Xy sowie F" : U — Xy zwei Komplezifizierungen von F, so gibt
es eine offene W, wvariante Umgebung U1 von X1 in X1 mat U1 C U1 ﬁU
und

/ nl
Fllg = Fg,

(2) Es gibt eine offene wg, -invariante Umgebung U1 von X1 in X1 und eine
Komplezifizierung F:U; — X, von F.

17



(3) Ist F bianalytisch, so gibt es firv = 1,2 offene wy, -tnvariante Umgebungen
f],, von X, in X,, und eine biholomorphe Abbildung F: f]l — (}2, die eine
Komplexifizierung von F' ist.

Beweis. Sei X, eine Komplexifizierung von X, firv=1,2.
Zu (1): Ohne Einschrinkung darf man U] = U{ annehmen. Sei z; € X; und

x9 = F(z1). Dann wéhle man eine offene Umgebung (~]2(I1) von xs, einen Bereich
Béxl) - CMs™ und eine abgeschlossene Einbettung ngl) : Uéxl) — Bgzl). Ferner
withle man eine offene Umgebung Ul(xl) von xj mit ﬁl(m) cUjn F’_l(ffz(ml)) N
" *1((72(“)), einen Bereich B%wl) c N " und eine abgeschlossene Einbettung
Z(lm) : Ul(gcl) — Bgml), so dafl Agm) = ngl)(f]l(xl)) eine Komplexifizierung von
A(lxl) = ngl)(Ul(xl) N X1) ist. Nach eventuellem Verkleinern von [71(951) und B
darf man annehmen, dafl es holomorphe Abbildungen

F/(xl)’ﬁw//(xl) :Bgﬂfl) N Bﬁéml)
gibt mit

Fl(xl)’A(M) — Zg“) oF o (ngl))fl und F”(Il)u(zl) = ngl) o F"o (ngl))il'
1 1

Nun ist fl’gm) = {z € Bgzl) : F'@)(z) = F"(®)(2)} eine komplex-analytische
Menge in B%xl), die Agxl) umfafit. Daher kann man nach eventuellem Verkeinern

von Ul(m) und ngl) erreichen, daf} flgxl) c A gxl) gilt. SchlieBlich ist

o= | o
r1€X1

eine offene Umgebung von X; mit F’lgl = F”[Ul. Die Menge U N le(ﬁl) ist
dann auch noch wy -invariant.

Zu (2): Sei 1 € X7 und z9 = F(x1). Nach Definition der Komplexifizierung
wihle man eine offene Umgebung (72(3“) von T, einen Bereich Béxl) C M yund
eine abgeschlossene Einbettung ngl) : Uéml) — Béml), so daB flgxl) = ngl)(ﬁézl))

eine Komplexifizierung von Agxl) = ng)(UQ(m) N X3) ist. Dann wéhle man eine

offene Umgebung [~]1($1) von x7 mit Ul(xl) NX; C F‘l(ﬁém) N X3), einen Bereich
- 1) ~ ~

B%xl) c ™™ und eine abgeschlossene Einbettung ng) : Ul(xl) — B%zl), so daB
flgxl) = ngl)(Ul(xl)) eine Komplexiﬁzieruflg von Agxl) = ngl)(ﬁl(xl) NX1) ist. Nach
eventuellem Verkleinern von Ul(xl) und BEJCI) darf man annehmen, dafl es eine mit
den Konjugationen vertriagliche holomorphe Abbildung

Ey B - By
gibt mit

! ‘A<Il> _ Lgxl) oFo (Lgxl))_l.
1

1
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(z (1)

Analog zu (1), darf man nach weiterem Verkleinern von ﬁl Y und B,
daf8

annehmen,

F/ (A($1)> C A(ﬂﬂl)
gilt. Man setze nun F,, = (ngl)) oFl o Lgxl) Dann ist F}, : U(xl) — X, eine

holomorphe Abbildung mit F, |l71(11)ﬂX = F|Ul(z1)mX1‘

Damit gibt es eine Familie (Ul(b))be 1 von offenen wy -invarianten Teilmengen

von X; mit holomorphen Abbildungen F, : ﬁlm — X, die mit den Konjuga-
tionen vertréiglich sind und fiir die F)| = F| 5 Wax: gilt. Ferner darf man
1
annehmen, dafl es zu jedem Punkt z; € X; eine offene Umgebung 01(x1) gibt, die
nur endlich viele Ul(L) trifft. Nach eventuellem Verkleinern darf man wegen (1)
annehmen, daf§ auf diesen sich die Abbildungen F, verkleben. Damit erhilt man

Ul(xl). Ersetzt man U; durch

01(L)0X1

eine Komplexifizierung F von F auf U; = lee X3

Uy n w;(l(Ul), so ist U; auch w g, -invariant.
Zu (3): Es bezeichne G die reell-analytische Abbildung F‘} Xy — Xj.
Nach (2) gibt es eine in X; offene w g, -invarinate Umgebung U/ von X; und

eine Abbildung F : ﬁ — X, von komplexen Réumen mit Konjugation, so daf
F| x, =F gﬂt Analog gibt es die Komplexifizierung G :UJ — X; von G. Nun
ist U N E~Y(U}) eine in X; offene Umgebung von, X 1 und die Einschrinkung der
holomorphen Abbildung G o F‘U”OF vy :U'NF~Y(UY) — X, auf X, ist gleich

idy,. Also gibt es nach (1) eine in X; offene wy %,-invariante offene Umgebung U,
von X; mit U] C U N F~Y(UY), so daB gilt:

Entsprechend gibt es eine in X5 offene w %, invariante Umgebung Ué von Xy mit
Uy Cc U nG~H(UY) und
Fo é|ﬁ/ = idU/ ()

Man setze Uy = U{ N F~(U}) und Uy = U, N G~1(U}). Dann sind U, fiir v = 1,2
offene wg Umgebungen von X, in X,. Ferner gilt F(U;) C Uy und G(Us) C U;.

Bezeichnet man die Einschrédnkungen von F und G auf U, beziehungsweise Uy
wieder mit ' und G, so hat man holomorphe Abbildungen

F:U,—»U; und G:Uy — U
mit
Flx,=F wnd G|x,=0G.
Aus (%) und (*x) folgt dann
GoF=idg und FoG=idg,.

Also ist F : U; — U, biholomorph mit F |x, - O
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Komplexifizierung von analytischen Riumen

Zunichst zeigt man die Eindeutigkeit der Komplexifizierung als Raumkeim entlang
X.

2.8. Satz. Sei X ein analytischer Raum und X, und Xo zwei Komplezifizierun-
gen von X. Dann gibt es fir v = 1,2 offene wy, -tnvariante Umgebungen U,
von X in XV und einen Isomorphismus (71 = (72 von komplexen Rdumen mit
Konjugation.

Beweis. Man betrachte die analytische Abbildung idx. Mit 2.7 folgt die Behaup-
tung. ]

Ferner hat man den wichtigen

2.9. Satz. Jeder n-dimensionale analytische Raum X besitzt eine Komplezifizie-
rung X .

Beweis. X ist lokal-kompakt und hat eine abzéhlbare Basis der Topologie. Daher
ist X parakompakt.

Zu jedem x € X gibt es eine offene Umgebung U,, einen Bereich B, C CN=,
eine komplex-analytische Menge A, C B, und eine reell-analytische Abbildung ¢y, :
U, — B, mit B, = Bx N RNz, die einen Isomorphismus auf den n-dimensionalen
analytischen Modellraum A, = ¢,(U,) induziert und A, eine Komplexifizierung
von A ist mit dim(AN B\ A4) < n.

Man wird nun versuchen, eine Komplexifizierung von X durch geeignetes Ver-
kleben der A, zu konstruieren. Fiir reelle Mannigfaltigkeiten ist dies in [WhBr59,
Theorem 1] durchgefiihrt. Der Beweis iibertragt sich direkt auf analytische Rdume,
da nur Aussagen aus 2.7 und die Tatsache, dafl offene Unterrdume von analyti-
schen Modellrdiumen analytische Modellrdume sind, benutzt werden. Es werden
im wesenlichen nur topologische Schliisse durgefiihrt. In [Fe66, Satz 6] ist der glei-
che Beweis nocheinmal aufgeschrieben worden fiir kohérente analytische Raume
im Sinne von [Fe66], das sind analytische Rdume im Sinne dieser Arbeit bei denen
bei den Modellraumen der Stachel die leere Menge ist. O

2.10. Bemerkung. Wie im Beweis von 1.20 zeigt man, dafl jeder n-dimensionale
analytische Raum eine rein n-dimensionale Komplexifizierung besitzt.

Komplexifizierung von kohirenten Garben

2.11. Definition. Sei X ein n-dimensionaler Rfmm und F ein kohérenter Ox-
Modul. Dann heifit ein kohdrenter O ;-Modul F eine Komplexifizierung von F,
falls gilt:

(1) (X,0 <) ist eine Komplexifizierung von X.
(2) F®@rC = Flx als (Ox @r C)-Moduln.

Fiir den Beweis der Existenz der Komplexifizierung braucht man die
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2.12. Proposition. Sei (X,OX) ein komplezer Raum und X C X ein abge-
schlossener topologischer Unterraum. Fiir einen O¢|x-Modul F sind dann dqui-
valent:

(1) F ist ein kohdrenter O ¢ |x-Modul.

(2) Es gibt eine offene Umgebung U von X in X und einen kohdrenten Op-
Modul F mit F = F|x.

Beweis. [ReAnSp, Proposition 1.2.8] O
Damit zeigt man:

2.13. Satz. Sei X ein analytischer Raum. Dann besitzt jeder kohdrente Ox-
Modul F eine Komplezifizierung F.

Beweis. Sei X eine Komplexifizierung von X. Nach 1.10 ist der Ox ®r C-Modul
F @R C kohirent. Mit 2.12 gibt es dann eine offene Umgebung U von X in
X und einen kohiirenten Op-Modul F mit FrC = F |x. Also ist F eine
Komplexifizierung von F. O
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3 Steinsche Schliuche

Zusammenfassung

In diesem Abschnitt wird mit Hilfe von differenzierbaren streng plurisubharmo-
nischen Funktionen gezeigt, dafl jeder analytische Raum in seiner Komplexifizie-
rung eine Umgebungsbasis aus offenen Steinschen Mengen besitzt. Dazu wird
der analytische Raum als Nullstellenmenge einer nicht-negativen streng plurisub-
harmonischen Funktion in einer Umgebung von sich in seiner Komplexifizierung
geschrieben.

Zum Abschlufl werden Steinsche Schlduche benutzt, um einige Ergebnisse von
Steinschen Rédumen auf analytische Rdume zu {ibertragen.

Zu Beginn werden die bendttigten Tatsachen iiber differenzierbare und streng
plurisubharmonische Funktionen auf komplexen Rdumen bereitgestellt. Dabei ver-
allgemeinert man den klassischen Begriff der Differenzierbarkeit, wie er in [Diff2]
eingefithrt wird, auf komplexe Rdume.

Differenzierbare Funktionen auf komplexen Riumen

Zunichst definiert man wie iiblich:

3.1. Definition. Sei X ein komplexer Raum und 7 € NgU {oo}. Dann heift eine
reelle Funktion f : X — R r-mal differenzierbar, falls es zu jedem z € X eine
offene Umgebung U von Z, eine abgeschlossene Einbettung i : U — B in einen
Bereich B C CV und eine im klassischen Sinne r-mal differenzierbare Funktion
F : B — R gibt mit

3.2. Bemerkung. Man iiberlegt sich leicht, dafl die folgenden Aussagen richtig
sind:

(1) Ist X ein Bereich B C CV, so stimmt der Begriff der r-mal differenzierbaren
Funktion im Sinne von 3.1 mit dem klassischen Begriff {iberein.

(2) Sei f X 1 — XQ holomorph und f : XQ — R ein r-differenzierbare Funktion.
Dann ist fo f X1, — R auch r-mal differenzierbar.

(3) DaB f differenzierbar ist, ist unabhéngig von der Einbettung. Dies bedeutet:
Ist f : X — R r-mal differenzierbar, # € X und i : U — B eine abgeschlosbe—
ne Einbettung einer offenen Umgebung U von # in einen Bereich B C RV, s
gibt es eine im klassischen Sinne r-mal differenzierbare Funktion F : B — R
mit f‘f] =Fou.

3.3. Bezeichnung. Sei X ein komplexer Raum und 7 € Ng U {oc}. Jede offene
Menge U fafit man als offenen komplexen Unterraum auf. Die Menge der r-mal
differenzierbaren Funktionen auf U werde mit C%(U) bezeichnet. Ist U" C U

offen, so ist die offene Einbettung ¢ : U’ — U holomorph. Ist nun f € C;{(f] ),
soist fol € C}((ﬁ ). Die dadurch gegebenen Restriktionsabbildungen werden
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mit pg, : C}((U ) — C}((ﬁ ") bezeichnet. Es ist klar, dal das Paar von Familien

(C}{(U ), pg,) eine Garbe definiert, die im folgenden mit C% bezeichnet wird und
die Garbe von Keimen von r-mal differenzierbaren reellen Funtionen heifit.

Nun sollen zwei klassische Resultate iiber differenzierbare Funktionen iiber
dem RY zitiert werden, die man im folgenden braucht.

3.4. Satz. Sei A CRY eine abgeschlossene Menge. Dann gibt es eine Funktion
F € C(RYN) mit A=N(F).

Beweis. Dies ist [AnFu, Proposition 2.3.4]. O

3.5. Satz. Sei K eine kompakte und A eine abgeschlossene Teilmenge des RY.
Sind dann K und A disjunkt, so gibt es eine Funktion F' € Cpy (RN mit:

(1) 0 < F(x) <1 fir alle v € RV,

(2) Flg =1.
(3) Fla=0.
Beweis. Dies ist [Diff2, Satz I11.7.2]. O]

Hiermit zeigt man das folgende

3.6. Lemma. Zu jedem Punkt & € X eines komplexen Raumes X gibt es eine
offene Umgebung U von &, so daf gilt: Zu je zwei disjunkten und in X abgeschlos-
senen Teilengen Ay und As von U gibt es eine Funktion f € COO(U) mat:

(1) 0< f(&) <1 fir allez € U.
(2) flz, =1
() fla, =0

Beweis. Sei # € X. Dann gibt es eine offene Umgebung U’ von & und eine
abgeschlossene Einbettung 7 : U’ — B in einen Bereich B € CN. Da X lokal-
kompakt ist, gibt es eine offene Umgebung U von & mit U cc U’. Seien nun A;
und A zwei disjunkte und in X abgeschlossene Teilmengen von U. Dann sind sie
auch kompakt. Damit sind 7(A;) und Z(Ay) kompakte und disjunkte Teilmengen
des CN. Man wihle nun F wie in 3.5. Dann hat f = F o7 die gewiinschten
Eigenschaften. O

Damit folgt nun:

3.7. Satz. Sei X ein komplezer Raum. Dann ist (X,C;z) fir r € No U {oo} ein
lokal R-geringter Raum. Ferner ist jeder C;l( -Modul weich.

Beweis. Es ist klar, daf3 C}( eine Garbe von R-Stellenalgebren ist. Mit [TF,
Théoreme 11.3.7.1] folgt aus 3.6 die Weichheit von C%. Nach [TF, Théoréme
I1.3.7.1] folgt auch die Weichheit jeder C;Z-Modulgarbe. O
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Als leichte Folgerung ergibt sich:

3.8. Korollar. Sei i eine offene Uberdeckung des komplexen Raumes X. Dann
gibt es eine U untergeordnete Teilung der 1 € C%O(X).

Beweis. Nach 3.7 ist CZ weich. Aus [TF, Théoréme I1.3.6.1] folgt dann die Aus-
sage. ]
Plurisubharmonische Funktionen auf komplexen Riumen

Man braucht fiir die Ergebnisse in diesem Abschnitt nur differenzierbare reellwer-
tige plurisubharmonische Funktionen. Daher betrachtet man:

3.9. Definition. Sei B C CV ein Bereich und P € Con (B). Dann bezeichne

9’p o9*p
0z1021 e 0zZ10zN
Levi(P) = : ) :
o%p 8%p
0zZNOz1 e 0zZNOzN

die Leviform von P. P heiBt plurisubharmonisch, falls die hermitesche Matrix
Levi(P)(z) positiv-semidefinit ist fiir alle 2 € B. Ist sie sogar positiv-definit fiir
alle z € B, so heifit P streng plurisubharmonisch.

Man rechnet leicht die folgenden Rechenregeln nach:

3.10. Lemma (Produktregel). Fir einen Bereich B C CV und Funktionen
P1, Py € C3, x(B) gilt

Levi(P1 . PQ) =P - LeVi(Pg) + Py - Levi(Pl)
+ (grad Pp) - (grad P2T> + (grad P») - (grad PlT)

mit
T
P, b,
gradPV:(a—Zl m) .
Beweis. Anwendung der Produktregel fiir Wirtingerableitungen. ]

3.11. Lemma (Transformationsformel). Seien B, C CM fiir v =1,2 Berei-
che, F': By — By holomorph und P € CHQ@N2 (B2). Dann gilt:

Levi(Po F) = ET -Levi(P)o F - J i
wobei J; die holomorphe Funktionalmatriz bezeichnet.

Beweis. Anwendung der Rechenregeln fiir Wirtingerableitungen. O

Nun iibertragt man den Begriff der plurisubharmonischen Funktion auf kom-
plexe Rdume.
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3.12. Definition. Eine reelle Funktion p : X — R heiBt (streng) plurisubharmo-
nisch, wenn es zu jedem & € X eine offene Umgebung U von 7, eine abgeschlossene
Einbettung i : U — B in einen Bereich B C CV und eine (streng) plurisubharmo-
nische Funktion P: B — R gibt mit

plg =Pol.

3.13. Bemerkung. Die plurisubharmonischen beziehungsweise streng plurisub-
harmonischen Funktionen auf einem komplexen Raum bilden jeweils einen reellen
Kegel. Ferner ist die Summe einer plurisubharmonischen und einer streng pluri-
subharmonischen Funktion eine streng plurisubharmonische Funktion.

Ein Kriterium fiir 1-Vollstindigkeit

3.14. Definition. Ein komplexer Raum X heiBt 1-vollstindig, falls es eine streng
plurisubharmonische Funktion p : X — R gibt, so daf3

(X), ={# e X :p@) <7}
fiir alle r € R relativ-kompakt ist. p heifit dann Ausschopfungsfunktion.
Fiir das folgende Kriterium braucht man noch die

3.15. Bezeichnungen. Sei X ein komplexer Raum, p : X — R eine nicht-
negative streng plurisubharmonische Funktion und X = N(p). Dann bezeichnet
¢, die Menge der € € CZ(X) mit

(1) e>0.
(2) e verschwindet im Unendlichen.
(3) (p — e€) ist streng plurisubharmonisch.

Ferner gelten fiir € € €, die Bezeichnungen

U, ={zeX:(p—e)@ <0}
po=—— 0
DN
Damit gilt nun der folgende

3.16. Satz. Sei X ein komplezer Raum, p : X — R eine nicht-negative streng
plurisubharmonische Funktion und X = N(p). Dann gilt

(1) {f]e}equp ist eine Umgebungsbasis von X in X.

(2) Fir alle € € €, ist U. 1-vollstindig und pe : U. — R eine Ausschipfungs-
funktion.

Beweis. Fiir den Fall, das X eine Mannigfaltigkeit ist, ist die Aussage [HaWeT72,
Satz]. Der gleiche Beweis geht auch fiir komplexe Rdume durch. ]
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Ein klassisches Resultat fiir Steinsche Rdume ist die Losung des Leviproblems:
3.17. Satz. Fiir einen komplexen Raum sind dquivalent:
(1) X ist Steinsch.
(2) X st 1-vollstindig.
Beweis. Dies ist [Na61, Satz 4]. O

Damit folgt sofort:

3.18. Satz. Sei X ein komplezer Raum, p : X — R eine nicht-negative streng
plurisubharmonische Funktion und X = N(p). Dann hat X eine Umgebungsbasis
aus offenen Steinschen Mengen.

Beweis. Nach 3.16 gibt es eine offene Umgebungsbasis aus 1-vollstdndigen Men-
gen. Diese sind mit 3.17 Steinsch. ]

Existenz Steinscher Schlduche
Fiir analytische Rdume gilt die

3.19. Proposition. Sei X ein analytischer Raum und X eine Komplezifizierung
von X. Dann gibt es eine offene Umgebung U von X in X und eine nirgends
negative streng-plurisubharmonische Funktion p: U — R mit X = N(p).

Beweis. Sei 4 = (U )jes eine Koordinateniiberdeckung und geméf 3.8 (g;);es
eine differenzierbare Teilung der 1, die 1 untergeordnet ist. Es gibt also fiir jedes
J € J eine abgeschlossene Elnbettung rj : U — B in einen Bereich B c Cchs,
so dafl L](U]) A; eine in B; komplex-analytische Menge ;;(U;NX) = Aj eine
in B; = B; N RNJ analytlsche Menge und A eine Komplexifizierung von A ist.
Ferner Wahle man G € Cgo (Bj) mit g; ‘Uj =Gjolij.

Zu jedem j € J gibt es nach 3.4 eine Funktion F; € CIE?N]. (RY5) mit N(Fy) =

—RN; . ;5 .
Aj . Sei nun PJ : Bj — R die durch

Nj
(21, Ce ,ZN].) — Zyg —|—Fj2(x1, e ,.’I,'N].)
v=1

gegebene Funktion. Hierbei ist z, =z, + 1 -y, fir v = 1,..., N; die Zerlegung
von 2, in Real- und Imaginérteil. Dann gilt P} € CIE% ~; (Bj), P ist nicht negativ,
es gilt N(Pj) = A, und P} verschwindet mit allen partiellen Ableitungen erster
Ordnung auf A;. Nun berechnet man:

Levi(Pj) = 3 - (En, +grad F' - (grad F)T + F - Hess F)

mit
oF 0’F 9?F
dz1 Ox10x1 to 8:516231\7],
grad F' = : und Hess F' = : :
OF 2F 9*F
dzN aINj or; BZNj 811\]].
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Ferner bezeichnet dabei En; die Nj-dimensionale Einheitsmatrix. Also ist die
Leviform von Pj’ auf A; streng positiv-definit.

Nun setze man P; = G- Pj € %N
Wegen 3.10 ist Levi(P;) auf A; pos1t1v—sem1deﬁn1t und in allen Punkten z € Aj mit
Gj(x) > 0 sogar p051tlv—deﬁn1t Schliefllich bezeichne p; die triviale Fortsetzung
von Pjoi; durch Null. Dann gilt p; € COO(X ) und p; ist nicht negativ. Setze nun
p=(2jespi) €CT(X X). Damit ist p nicht negativ und es gilt N(p) = X. Ist nun
Z € X. Dann glbt es ein j € J mit g() > 0 und eine Funktion P; € C°§N (B;)
mit p|l~]j = P; oj. Mit 3.11 ist die Leviform Levi(P;) im Punkt i(Z ) positiv-

definit. Daher gibt es eine offene Umgebung U von X in X, so daB ply streng-
plurisubharmonisch ist. Damit ist p|; die gesuchte Funktion. O

(B;). Dann ist auch P;| A, nicht-negativ.

Damit erhalt man den

3.20. Satz. Sei X ein analytischer Raum und X eine Komplexifizierung von X.
Dann gibt es eine Umgebungsbasis von X in X aus offenen Steinschen Mengen.

Beweis. Dies folgt aus 3.18 mit 3.19. U

Anwendungen
Zunéchst braucht man den folgenden

3.21. Satz. Sei X ein parakompakter topologischer Raum, X C X abgeschlossen
und F eine Garbe von abelschen Gruppen iber X. Dann ist fir alle n € Ny der
kanonische Morphismus

lim 5y H'(U,F) — H'(X, F)

U offen

ein Isomorphismus.

Beweis. Dies ist [TF, Théoreme 11.4.11.1]. O

Nun kann man Sétze {iber Steinsche Rdume auf analytische Rdume iibertragen.
Als Beispiel dafiir mogen die folgenden Sédtze gelten.

3.22. Satz (Theorem B). Sei X ein analytischer Raum und F ein kohdrenter
Ox-Modul. Dann gilt fiir alle n € N die Gleichung

H"(X, F) = 0.

Beweis. Nach 2.13 gibt es eine Komplexifizierung X von X und eine kohérente
O 3-Modulgarbe F mit

ForC = Flx.

Sei n € Ng. Da das System der Steinschen offenen Mengen kofinal in der Menge
der offenen Umgebungen von X beziiglich Inklusion ist, folgt

= —

lim ooy H'(U,F) =lim 55y  HYU, 7).
U offen U offen, Steinsch
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Mit Theorem B fiir Steinsche Réume ergibt sich fiir n € N:
lim 5oy H*(U,F) =0.

=3
U offen

Aus 3.21 folgt damit
0=H"(X,F)=H"X,F®rC)=H"(X,F®F)=H'(X,F)®H"(X,F)
und hieraus die Behauptung. ]
3.23. Satz (Theorem A). Sei X ein analytischer Raum und F ein kohdrenter

Ox-Modul. Dann ist fiir alle v € X der Ox z-Modul F, durch globale Schnitte
erzeugt.

Beweis. Dies folgt aus Theorem B analog zu [TSR, Satz IV.1.2]. Analog zum
Beweis von 3.22 kann man diesen Satz auch aus Theorem A fiir Steinsche Rdume
durch Ubergang zur Komplexifizierung gewinnen. O

Zur Formulierung des néchsten Satzes braucht man die
3.24. Bezeichnungen. Sei (X,Ox) ein lokal k-geringter Raum, dessen lokale
Ringe alle noethersch sind. Dann bezeichnet fiir x € X
embdim, X = dimg(m,/m?2)
die Einbettungsdimension von X in x, wobei m, das maximale Ideal in Ox , ist.
Ferner heifit X vom Typ N € Ny, falls embdim, X < N fiir alle x € X gilt.
Damit kann man nun zitieren:

3.25. Satz. Sei X ein n-dimensionaler Steinscher Raum vom Typ N > n. Dann
gibt es eine abgeschlossene Einbettung X — CMtV,

Beweis. Nach [Na60, Theorem 6] ist die Menge der abgeschlossenen Einbettungen
dicht in O ¢(X)"*¥, also insbesondere nicht leer. O

Daraus folgt:

3.26. Satz. Sei X ein n-dimensionaler analytischer Raum vom Typ N > n.
Dann gibt es eine analytische injektive abgeschlossene Abbildung X — R2(m+N),

Beweis. Nach 2.9 gibt es eine n-dimensionale Komplexifizierung X von X. Fiir die
Einbettungsdimension von X in einen Punkt Z € X gilt wegen O . = Ox 7 ®rC
die Gleichung

embdimz X = embdimgz X.
Damit gilt
embdim; X <N fiir alle 7 € X.
Aufgrund der Halbstetigkeit der Einbettungsdimension embdim : X — Ny gibt
es eine offene Umgebung U’ C X von X vom Typ N. Nach 3.20 gibt es dann
eine Steinsche offene Umgebung U C U’ vom Typ N. Mit 3.25 gibt es dann

eine abgeschlossene Einbettung U — C"V. Schriinkt man diese Abbildung auf

X ein, so erhilt man eine injektive abgeschlossene analytische Abbildung X —
R2(n+N) O
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4 Normalisierung analytischer Riume

Zusammenfassung

In diesem Abschnitt wird der Begriff des normalen analytischen Raumes und der
Normalisierung eingefiihrt. Beide Begriffe fiihrt man mittels Komplexifizierung
auf den komplexen Fall zuriick. Man zeigt dann, dafl jeder analytische Raum eine
Normalisierung besitzt.

Normale analytische Rdume

Zunéchst trifft man die folgende

4.1. Definition. Ein analytischer Raum X heifit normal, falls es eine Komplexi-
fizierung X von X gibt, die ein normaler komplexer Raum ist.

Nun gilt aber das folgende

4.2. Lemma. Sei x € RN und A, ein reeller Mengenkeim bei x. Dann sind
dquivalent:

(1) Oy, ist eine normale R-Stellenalgebra.
(2) Oy st eine normale C-Stellenalgebra.

Beweis. Sei 14, das A, zugeordnete Ideal und A/ der t4, zugeordnete reell-
analytische Mengenkeim. Dann gelten mit 1.5 die Gleichungen fl; = A, und
Oa, = Oa,. Nun folgt die behauptete Aquivalenz aus [ReAnSp, Lemma IV.3.7],
angewendet auf den reell-analytischen Mengenkeim A’.. O

Damit erhélt man nun leicht die
4.3. Proposition. Sei X ein analytischer Raum. Dann sind dquivalent:
(1) X ist ein normaler analytischer Raum.
(2) Fir alle x € X ist Ox 4 eine normale R-Stellenalgebra.

Beweis. Sei X eine Komplexifizierung von X.

(1) ~ (2): Man darf annehmen, daf8 X normal ist. Dann ist fiir alle X € X
die C-Stellenalgebra normal. Mit 4.2 folgt dann (2).

(2) ~ (1): Mit 4.2 ergibt sich, daB fiir alle & € X die C-Stellenalgebra Oy ;

normal ist. Da die Menge N(X) der nicht-normalen Punkte von X analytisch ist,
ist U = X \ N(X) eine offene Umgebung von X. Nach Verkeinern von U, darf
man U als wg invariant annehmen. Damit ist U eine normale Komplexifizierung
von X. O
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Normalisierung analytischer Rdume

4.4. Definition. Sei X ein analytischer Raum. Eine analytische Abbildung v :
X — X heiBit Normalisierung, falls es eine Komplexifizierung v : X — X von v
gibt, so da3 7 eine Normalisierung von X ist.

Im folgenden braucht man die

4.5. Proposition. Sei X ein komplezer Raum mit Konjugation und v : X — X

die Normalisierung von X. Dann gibt es auf X genau eine Konjugation W, 80
daf$ das Diagramm von topologischen Rdumen

kommutativ ist, das heifst U ist eine Abbildung von komplexen Rdumen mit Kon-
Jugation.

Beweis. Dies ist [ReAnSp, Lemma IV.3.10]. O

Damit zeigt man nun die Eindeutigkeit der Normalisierung;:

4.6. Proposition. Sei X ein analytischer Raum und seien v : X' — X, v/ :
X" — X zwei Normalisierungen von X. Dann gibt es eine bianlytische Abbildung
F: X" — X" so daf das Diagramm von analytischen Riumen

A F A
X/ X//

kommutativ ist.

Beweis. Seien v/ : X' — X, V" : X" — X zwei Normalisierungen von X. Dann
gibt es zwei Normalisierungen o' : X' — X', o/ : X" — X", wobei X’ und
X" Komplexifizierungen von X sind. Nach 2.8 gibt es eine offene w -invariante
Umgebung U’ von X in X/, eine w ¢n-invariante offene Umgebung von X in X"
und einen Isomorphismu§ F : U — U" von komplexen Réumen mit Konjugation.
Sei U’ = o/~"YU') und U” = #'~1(U"). Dann sind &/ o U — U’ und o

[:]ll :
U’ — U” Normalisierungen und wegen der Eindeutigkeit der Normalisierung gibt
es eine biholomorphe Abbildung F : U’ — U”, so daf das folgende Diagramm
kommutiert:

U F U

Dl'&/J{ llj/qﬁ//

0/ F (j//
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F ist mit den Konjugationen vertriiglich. Daher induziert F' einen analytischen
Isomorphismus F': X’ — X" mit der geforderten Eigenschaft. O

Man braucht nun das leicht zu beweisende

4.7. Lemma. Sei X ein komplexer Raum mit Konjugation wg und T € Fixwyg.
Dann gibt es eine offene wg-invariante Umgebung U won T, einen wen inuari-
anten Bereich B C CN und eine abgeschlossene Einbettung T : U — B, die eine
Abbildung zwischen komplexen Rdumen mit Konjugation ist.

Beweis. Dies wird im Beweis von [ReAnSp, Lemma I11.4.8] bewiesen. O
Schliefllich zeigt man damit:

4.8. Satz. Sei X ein n-dimensionaler analytischer Raum. Dann ¢ibt es bis auf
Isomorphie genau eine Normalisierung v : X — X wvon X.

Beweis. Wegen 4.6 braucht man nur die Existenz der Normalisierung zu zeigen.
Sei X eine rein n-dimensionale Komplexifizierung von X und 7 : X — X die

Normalisierung von X. Ferner bezeichne we die Konjugation auf X geméif 4.5.
Nun setze man

X =71 (Reg X).

Dann ist X C X abgeschlossen und es gilt D(X ) = X. Dabher induziert © eine

surjektive endliche Abbildung v : X — X. Da X rein n-dimensional ist, folgt

dim X < n. Weil 771 (Reg X) dicht in X liegt, ist X sogar rein n-dimensional.
Weil X rein n-dimensional gewihlt ist, folgt

Fixwg \ Reg X = Sing X N Fixwg.
Hieraus ergibt sich dim(Fixwg¢ \ Reg X)) < n. Da 7 eine endliche Abbildung
Fixwe \ 7 !(Reg X) — Fixwy \ Reg X.
induziert, folgt dim(Fix we \ 771 (Reg X)) < n. Hieraus ergibt sich schlieBlich
dim(Fixw ¢ \ X) < n.

NunAdeﬁnAiert man eine GaArbe von R-Stellenalgebren auf X: Fiir eine offene
Menge U € X bezeichne O ;(U) die R-Algebra derjenigen reellwertigen Funktio-
nen f : U — R, fiir die es eine offene w):(—invariante Menge U mit U = U NX und ei-
ne holomorphe Funktion f € (9):( (X) gibt mit f = fo we und f = f| ;- Hierdurch
wird mit den iiblichen Restriktionsabbildungen eine Garbe von R-Stellenalgebren
auf X gegeben. R

Sei nun & € X. Dann gibt es nach 4.7 eine offene w):(—invariante Umgebung,

einen wen-invarianten Bereich B C CV und eine abgeschlossene Einbettung 7 :
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U— B , die eine Abbildung von komplexen Raumen mit Kojugation ist. Man setze

A=0U), A=(UNX) und B=BNRY. Dann ist A eine rein n-dimensionale
abgeschlossene Teilmenge von B, A ist eine normale rein n-dimensionale komplex-
analytische Teilmenge von B und es gilt dim((AN B)\ A) < n. Nun ist A eine
Komplexifizierung von A: Wegen A C A gilt fiir alle 2 € A die Inklusion A, C A,.

Angenommen, es gibt fiir ein z € A einen komplex-analytischen Mengenkeim A;
mit A, C fl; G A,. Weil A, irreduzibel ist, folgt dim fl; < n. Hieraus ergibt
sich dim A, < n, im Widerspruch dazu, dal A rein n-dimensional ist. Also ist A
eine Komplexifizierung von A. Damit ist (A4, O4) ein n-dimensionaler analytischer

Modellraum und 7 induziert einen Isomorphismus ¢ : (X NU, O X’fmf]) — (A,04)
von lokal R-geringten Riumen.
Damit ist (X,Oy) ein n-dimensionaler analytischer Raum, v : X — X ist

analytisch und 7 : X — X ist eine Komplexifizierung von v. Ferner gilt: X =X.
Damit ist v eine Normalisierung von X. O

Abschlieflend betrachte man noch das folgende

4.9. Beispiel. Wie in 1.31 sei A = N(af — 23 - x3) N {(21, 22, 23) € R : 3 > 0}
der 2-dimensionale analytische Modellraum und A = N(z27 — 2% - 23) € C? die
Komplexifizierung von A. Nun induziert die holomorphe Abbildung C? — C3,
gegeben durch (wi,wy) — (wy - wg,wg,wl) die Normalisierung 7 : C? — A
von A. Damit ist die durch die Abbildung R? — R3, die gegeben erd durch
(y1,92) — (y1 - Y2, y2,v3), induzierte Abbildung v : ]R2 — A die Normalisierung

von A.
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5 Der Remmertsche Bildsatz

Zusammenfassung

In diesem Abschnitt werden die Bildmengen von analytischen Abbildungen f :
X1 — X3 untersucht. Diese sind im allgemeinen keine analytischen Rdume. Daher
fiihrt man den Begriff des semi-analytischen Raumes ein. Dann wird gezeigt, dafl
das Bild eines analytischen Raumes unter einer endlichen analytischen Abbildung
ein semianalytischer Raum ist. Die gleiche Aussage gilt auch, falls die Abbildung
eine eigentliche Komplexifizierung f : X; — X» zuliBt, wobei X; glatt ist und f
den Rang r hat auf einer offenen dichten Teilmenge von X;.

Semianalytische Rdume

Im Komplexen gilt der folgende

5.1. Satz (Remmerts Bildsatz). Sei f: X1 — X5 eine eigentliche holomorphe
Abbildung zwischen komplezen Riumen. Dann ist f(X1) C Xo eine komplex-
analytische Menge.

Beweis. Dies ist [CAS, Theorem 10.6.1]. O]

Im Reellen gilt ein entsprechender Satz nicht einmal fiir endliche Abbildungen
zwischen Mannigfaltigkeiten:

5.2. Beispiel. Sei X; die durch N(23 — x1) gegebene Untermannigfaltigkeit des
R?2, Xy =R und f : X; — X, die durch die Projektion auf die erste Komponente
gegebene analytische Abbildung. f ist endlich und es gilt

f(X1) =R§.

Damit ist das Bild also nicht analytisch. ]RSr ist aber ein semianalytischer Unter-
raum von Xy im Sinne der folgenden Definition.

5.3. Definition. Sei X ein analytischer Raum. Ferner sei Y/ C X eine abge-
schlossene, lokal durch endlich viele analytische Gleichungen gegebene Teilmenge.
Schliefllich sei T' C Y eine weitere in X abgeschlossene, lokal durch endlich viele
analytische Gleichungen gegebene Teilmenge. Sei dann

Y\T=JV
vel’
die Zerlegung von Y\ T in Zusammenhangskomponenten. Dann ist fiir ) # I C I’
mit
—X
Y:UYZ und Oy:(OX/Ly)’y
el

der lokal R-geringte Raum (Y, Oy) ein semianalytischer Raum beziehungsweise
ein semianalytischer Unterraum von X.
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Analytisch endliche Abbildungen

Zunichst trifft man die

5.4. Definition. Eine analytische Abbildung f : X1 — X5 heifit analytisch end-
lich, falls es eine endliche Komplexifizierung f : X1 — X5 von f gibt.

5.5. Bemerkung. Eine analytisch endliche Abbildung f : X; — X5 ist endlich
als stetige Abbildung.

Nun zeigt man den

5.6. Satz. Sei f X1 — Xo eine analytisch endliche Abbildung. Dann ist f(X1)
ein semianalytischer Unterraum von Xa.

Beweis. Nach Voraussetzung gibt es eine endliche Komplexifizierung f:X -
X5 von f. Es sei X, rein nj-dimensional. Das Bild f(Xl) wird mit 5.1 als
reduzierter komplexer Unterraum von X» aufgefaBt und ist rein ni-dimensional.
Da X reduziert ist, gibt es eine Faktorisierung

Xl ! ? f(Xl) ? XZ

von f Die Abbildung f’ ist eine endliche holomorphe Surjektion. Sei X; =
Uer f(y) die Zerlegung von X in irreduzible Komponenten. Fiir alle ¢ € I ist

dann f’ (X{L)) C f(X,) eine n;-dimensionale irreduzible analytische Menge. Also

ist f’ (XY)) sogar eine irreduzible Komponente von f(X;). Nach [CAS, Theorem
9.3.3] ist f' eine verzweigte Uberlagerung.
Damit gibt es eine diinne Menge T C f(X71), so daf} gilt:

(1) Ty = f~Y(Ty) C X, ist diinn.
(2) f/’f(l\i“l : X1\ T1 — f(X1)\ T ist lokal biholomorph.

Nach eventueller Vergroferung von 75 darf man annehmen, daf weiterhin gilt:
(3) T1 und T sind komplex-analytische Mengen mit dim T}, < ny fiir v = 1,2.
(4) Fiir v = 1,2 ist T, invariant unter Wy, -

(5) Sing X; C T1.

Man setze T}, = T,,HX,, fiir v = 1, 2. Dann folgt dim 77 < n1, also insbesondere,
dafl T} in X7 nirgends dicht ist. Ferner gilt 77 = f~1(T3). Mit f : X; — Xo ist
auch die induzierte Abbildung X; \ T} — X5 \ Ty endlich. (f(X1) N Xo) \ T ist
ein abgeschlossener topologischer Unterraum von Xs \ T, der f(X; \ 71) enthélt.
Daher induziert f eine Abbildung

flxnn : Xi\ Tt — (f(X1) N X2) \ Ty,

die mit f| x,\1; bezeichnet wird und endlich ist. Daher ist sie abgeschlossen. Sie
ist auch offen, denn sie ist lokal-topologisch:
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Sei dazu z1 € Xy \T1 Nach (2) gibt es dann offene Umgebungen Uy in X3 \T1
von z1, Us in f(Xl) \Tg von xo = f(x1), so dal f ’U1 U; — U, biholomorph
ist. Nach eventuellem Verkleinern von U1 und U2 darf man annehmen, daf U,,
invariant unter wx, sind fiir v = 1,2. Nun setze man U, = U, N X, fir v =1, 2.
Dann ist U; eine offene Umgebung von x; in X\ 77 und U, eine offene Umgebung
von To in (f(Xl) N Xg) \ T5. Wegen f’Xl\Tl(Ul) = f(Ul N Xl) - UQ N X2~: Uy
induziert f|x,\r, eine stetige Abbildung (f|x,\7, )y U1 — Ua. Sei § = (1
Uy — Uy. Dann gilt wg 0§ = §owp,. Insbesondere folgt g(Fix w%) C Fixwy, .
Hiermit ergibt sich: g(Uz) = g(Uz2 N X2) C (U2 NFixwg,) = §(U2 NFixwy, ) =
g(Us2) N g(Fixwy,) € Ui NFixwy = Up wobei Uy N Fixwy = Uy aus (5) folgt.
Also induziert g eine stetige Abbildung g : Uy — U;. Aus der Wahl von ¢ folgt

go (fx\m)lo, = idy, und (fx\7,)lv, © g = idy,. Also ist (le\T1)|U1 U — Uy
eine topologische Abbildung und damit f| x,\1, als lokal-topologisch erkannt.
Sei schliefllich

FE)NX)\ T = | 1"
el’

die Zerlegung von (f(X1) N X3)\ Th in Zusammenhangskomponenten. Da f]| Xi\Ty
offen und abgeschlossen ist, gibt es eine Menge I mit () # I C I’ und

Fx\T) = Jr".
el
WEeil f abgeschlossen und T3 nirgends dicht in X7 ist, folgt schliellich:

f(X)=fX1\T)=f(Xi\T) = UY(L)
el

Damit hat f(X;) die gewiinschte Gestalt. O

Analytisch eigentliche Abbildungen vom Rang r
Im folgenden braucht man die

5.7. Bezeichnungen. Sei X; eine ni-dimensionale analytische Mannigfaltigkeit,
X5 ein no-dimensionaler analytischer Raum und f : X; — Xy eine analytische
Abbildung. Ferner sei 1 € X; und z92 = f(x1). Nun wihle man eine offene
Umgebung Us von x9 in X5 und eine analytische Abbildung ts : Us — Bs in einen
Bereich B, C R™2, die einen Isomorphismus von Us auf eine no-dimensionale
analytische Menge As C Bs induziert. Ferner wihle man eine offene Umgebung
U1 von 1 in X7 und einen Isomorphismus ¢; : Uy — Bj in einen Bereich By C R™
mit f(U;) C Uy. Dann ist fio = w20 fly, o Ll_l : By — Bs eine reell-analytische
Abbildung zwischen Bereichen. Man setzt wie iiblich:

rg,, f=1gJs,(x1) und corg,, f=mni—rgly,(x1),

wobei Jy,, die Jacobimatrix von fi2 und rgJg, (z1) der Rang der Jacobimatrix an
der Stelle x1 ist. Der Rang und Corang von f in z1 sind wohldefiniert, das heif3t
unabhéngig von den gewéhlten Einbettungen.
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Sei nun f : X; — X» eine holomorphe Abbildung zwischen komplexen Riu-
men. Hier definiert man den Rang rg;, f und Corang corgg, f von f in einem
Punkt 7, € X iiber die Jacobiabbildung von f (siehe [CAG, 2.17]). Ferner setzt
man rg f = SUP;, %, 183, f e Nou {oc}. Ist X; von endlichem Typ, so gilt

rg f < oo. Falls X eine rein ni-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeit ist, so
ist f(X1) (rg f)-dimensional. Sei k € Ng. Dann bezeichnet

Sing® f = {#; € X1 : corgz, f>k}

den singuliren k-Ort. Sing® f C X, ist eine komplex-analytische Menge (siehe
[CAG, 2.17].

Diese Bezeichnungen sind mit Komplexifizierung vertraglich:

5.8. Bemerkung. Ist f: X; — X5 wie in 5.7 und f : X; — X, eine Komplexi-
fizierung von f, so gilt fiir alle z; € X;:

rg,, f=rg, [ und corg, f=corg, f.
Damit defininiert man nun:

5.9. Definition. Sei X; eine analytische Mannigfaltigkeit, Xs ein analytischer
Raum und f : X; — X5 eine analytische Abbildung. Dann heifit f analytisch
eigentlich vom Rang r, falls gilt:

(1) f hat den Rang r in einer offenen dichten Teilmenge von Xj.

(2) Es gibt eine eigentliche Komplexifizierung f: X1 — X von f, wobei X3
eine komplexe Mannigfaltigkeit ist.

5.10. Bemerkung. Sei f : X; — X, eine analytisch eigentliche Abbildung vom
Rang r. Dann ist f auch als stetige Abbildung eigentlich. Die Umkehrung gilt
jedoch nicht.

Fiir den Beweis des folgenden Satzes braucht man das

5.11. Lemma. Sei f : X — X, eine eigentliche holomorphe Abbildung einer
komplezen Mannigfaltigkeit Xy in einen komplexen Raum Xo. Dann gibt es eine
diinne analytische Menge Ty in Xo, so daf$ gilt:

(1) Sinng CTy.
(2) Die Abbildung f|)~<1\f,1(7:2) X\ fUT) — Xo \ Ty ist eine Submersion.
Beweis. Dies ist [Ga76, Lemme 3.3]. O
Damit zeigt man nun:

5.12. Satz. Sei X; eine analytische Mannigfaltigkeit, Xo ein analytischer Raum
und f : X1 — Xo eine analytisch eigentliche Abbildung vom Rang r. Dann ist
f(X1) ein semianalytischer Unterraum von Xs.
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Beweis. Sei f : X1 — X> eine eigentliche Komplexifizierung von f, wobei X eine
komplexe Mannigfaltigkeit ist. Dann bezeichne

% =[x
el

die Zerlegung von X in Zusammenhangskomponenten. Ohne Einschrinkung darf
man annehmen, daf jede Zusammenhangskomponente X trifft. Dann ist X; rein
ni-dimensional, wobei n; die Dimension von X; ist. Wie im Beweis von 5.6 hat
man die Faktorisierung

Xl —_ f(Xl) — Xo.

Dann folgt fiir alle ¢ € I die Gleichung
- B
rg f'] g =T
Nach Voraussetzung gilt ndmlich rg f/ \ W =T Angenommen, es gilt rg f’ | 0 =
1 1
7 > r. Dann ist Sing™ "’ f,|5q ={r € X{L) LT85, f<r} G be) eine komplex-
analytische Menge. Also folgt dim(Sing”l_T/ 'l Xi) < ny. Hieraus folgt dim{z; €
XnX 1(L) :18,, f =7} <mnyim Widerspruch zur Voraussetzung, da8 f den Rang r
auf einer offenen dichten Menge von X7 hat. Also gilt: rg f’ | ROAE Insbesondere
- 1

ist f(X1) rein r-dimensional.
It T C f(X'l) eine diinne komplex-analytische Menge, so ist auch T} =
f~1(Ty) C X; eine diinne komplex-analytische Menge, das heift, es gilt dim 7} <
n1. Denn sonst gibt es ein ¢ € I mit be) C T,. Hieraus folgt f()?fb)) C T» und

damit wegen obiger Ranggleichung dim Ty > r im Widerspruch zur Annahme, daf
T diinn ist.

Sei nun 75 wie in 5.11. Ohne Einschréinkung darf man annehmen, daf Ty
invariant unter wg ist. Mit T3 ist auch 71 = f’ ~1(Ty). Nun setze man T, =

T,, N X, fir v = 1,2. Dann ist 77 nirgends dicht in X;. Nun ist Fix W\ eine

r-dimensionale analytische Mannigfaltigkeit und f induziert eine Submersion
Deshalb ist diese Abbildung offen und damit auch die von f induzierte Abbildung
Flxng : X\ T — (f(X1) N X))\ T,

die wieder mit f|x,\7, bezeichnet wird. f|x,\p, ist auch abgeschlossen, da f
eigentlich ist.

Damit ist f|x,\7, offen und abgeschlossen und mit dem Schlufl am Ende des
Beweises von 5.6 ergibt sich, dal f(X;) die gewiinschte Gestalt hat. O
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