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Einleitung

Ein frither Héhepunkt der kombinatorischen Gruppentheorie war zweifellos die
Dehnsche Lésung des Wort- und Konjugationsproblems fiir Flachengruppen.
In seiner ersten, geometrischen Arbeit [4] verwendet Dehn die Operation der
Flichengruppen auf der hyperbolischen Halbebene IH? und vergleicht die Ent-
fernungen im Gruppengraphen mit den Entfernungen in IH?. Kurze Zeit spiter
gab Dehn einen zweiten, rein kombinatorischen Beweis [5] fiir seine Losung, in
dem er nur benutzt, wie sich die Relationen zu einer Pflasterung der Halbebene
zusammenfiigen.

Mit der ,small cancellation“-Theorie wurde in den sechziger Jahren dieser
zweite, kombinatorische Beweis wiederentdeckt ([7], [8], [14], [22]). Zahlrei-
che Autoren variierten diese Methoden ([6], [11], [12], [13], [15], [21]), um sie
auf eine groflere Menge endlich prasentierter Gruppen anwenden zu kénnen.
Die klassischen ,small cancellation“-Bedingungen implizieren die Aspharizitat
der Présentation [14]. Daher werden diese Bedingungen von Prasentationen
der Fundamentalgruppen héherdimensionaler hyperbolischer Mannigfaltigkei-
ten nicht erfiillt. Auch die oben angegebenen Variationen liefern fiir diese Grup-
pen keinen allgemein anwendbaren Ansatz.

Anfang der achtziger Jahre gelang es Cannon [2], die erste, geometrische Losung
von Dehn auf die Fundamentalgruppen von beliebigen kompakten hyperboli-
schen n-Mannigfaltigkeiten zu tibertragen. Kurz darauf entwickelte Gromov
die Theorie der hyperbolischen Gruppen [9].

Wir beschéftigen uns in dieser Arbeit mit der Frage, ob und wie wir mit der
Theorie der hyperbolischen Gruppen eine Verallgemeinerung des zweiten, kom-
binatorischen Beweises von Dehn fiir alle hyperbolischen Gruppen erhalten.
Wir kénnen dieses Problem so formulieren:

Wie kann allein aufgrund der kombinatorischen Figenschaften der definieren-
den Relationen die Hyperbolizitit einer endlich prdsentierten Gruppe nachge-
wiesen und ein Dehn-Algorithmus bestimmt werden?

Die Hyperbolizitit einer Gruppe wird durch Figenschaften aller geodatischer
Dreiecke im Gruppengraphen definiert und ist somit eine globale Eigenschaft
des, im allgemeinen unendlich grofien, Gruppengraphen. Aus den kombinato-
rischen Eigenschaften der definierenden Relationen folgen aber allenfalls lokale
Aussagen. Gromov zeigt in [9], Kapitel 6.8 (siehe auch [1], Kapitel 8), daf} sich
lokale Hyperbolizitat in hinreichend grolen Umgebungen im Gruppengraphen
auf den ganzen Raum ausbreitet. Gromov gelingt es damit, einen Hyperboli-
zitatstest fiir alle endlich prasentierten Gruppen zu konstruieren (][9], Kapitel
2.3.G) und somit die obige Frage zu beantworten. Gromovs Losung ist aller-
dings kaum praktikabel, da eine &uflerst lange Liste all der Relationen angelegt
werden muf, die sich auf eine gewisse Weise aus den definierenden Relationen
ergeben kénnen.



In dieser Arbeit geben wir einen neuen Beweis fiir die Ausbreitung lokaler
Hyperbolizitit, der gleichzeitig aufzeigt, wie ,small cancellation“-Methoden
auf alle hyperbolischen Gruppen direkt angewendet werden kénnen. Das neue
Hyperbolizitétskriterium in Satz 3.2.1 hat den Vorteil, dafl wir nur einige Re-
lationen mit gewissen Figenschaften finden miissen, um die Hyperbolizitat der
Gruppe nachzuweisen. Die klassische ,small cancellation“-Bedingung C’(é) er-
gibt sich unmittelbar als Spezialfall.

Ebenso wie Gromov verwenden wir analytische Methoden, um kombinatorische
Aussagen zu beweisen. Wir betrachten geschlossene Kurven in hyperbolischen
Réaumen und wollen Diagramme mit gewissen, fiir hyperbolische Rédume typi-
schen Eigenschaften in diese Kurven einspannen.

Die wesentliche Idee hierfiir findet sich in Satz 3.1.2. Dort finden wir fiir jeden
hyperbolischen Raum und jede natiirliche Zahl p eine Energiefunktion mit fol-
gender Eigenschaft:

Spannen wir in eine beliebige geschlossene Kurve ein beziiglich dieser Ener-
giefunktion minimales Diagramm ein, so hat jede 2-Zelle, die ganz im Inneren
eines solchen Diagramms liegt, mindestens p direkte Nachbarzellen. Indem wir
p > 6 wihlen, erhalten wir somit ,negativ gekriimmte® Diagramme, in denen
die klassischen ,,small cancellation®“-Argumente anwendbar sind.

Mit Hilfe dieser neuen Technik finden wir eine ganze Reihe neuer dquivalenter
Definitionen von hyperbolischen Raumen. Insbhesondere geben wir in 2.4.2 ei-
ne neue Invariante eines geodétischen Raumes an, die genau dann 0 ist, falls
der Raum hyperbolisch ist. Ferner beweisen wir, dafl jeder geodatische Raum,
der einer subquadratischen isoperimetrischen Ungleichung gentigt, bereits ei-
ne lineare isoperimetrische Ungleichung erfiillt. Diese Tatsache wird bereits
in Gromov [9], Kapitel 6.8. implizit formuliert. In den nachfolgenden Arbei-
ten ([3], [18], [19]), die diesen Artikel aufarbeiten, schranken sich die Autoren
jedoch auf Gruppengraphen oder Riemannsche Mannigfaltigkeiten ein.

Um solche Beschréankungen zu vermeiden, arbeiten wir zunéchst in beliebigen
geodétischen Réumen und geben in den Kapiteln 1 und 2 einige grundlegende
Definitionen. In den Notationen orientieren wir uns inshesondere an [1]. Neu ist
hier die Definition des p-Durchmessers einer beliebig geformten geschlossenen
Kurve, der Gebrauch von subquadratischen Energiefunktionen in Lemma 2.3.2
und die Definition der verallgemeinerten ,small cancellation“-Eigenschaft eines
geodétischen Raumes.

In Kapitel 3.1 formulieren wir die Resultate fiir beliebige geodéatische Raume.
Insbesondere beschreiben wir hier, wie aus der Existenz von gewissen Energie-
funktionen unmittelbar die Ausbreitung lokaler Hyperbolizitat folgt. In Kapi-
tel 3.2 geben wir die Konsequenzen an, die sich speziell fiir Gruppengraphen
endlich préasentierter Gruppen ergeben. Die Beweise fiir die Aussagen in be-
liebigen geoddtischen Réumen finden sich in Kapitel 4, die Beweise fiir die



Aussagen fiir Gruppengraphen in Kapitel 5.

Um die Lesbarkeit zu erhéhen, arbeiten wir hdaufig mit Bildern, die Operationen
in Diagrammen beschreiben. Dieses Vorgehen 1483t sich stets durch Verallge-

meinerungen der Satze von Jordan und Schonflies rechtfertigen. Wir verweisen
hier insbesondere auf [17], Kapitel 10.

An dieser Stelle moéchte ich mich bei Prof. Patterson fiir seine Geduld bei der
Betreuung der Arbeit und bei Dr. Jahnel fiir die Beweisidee aus Beispiel 3 in
Kapitel 2.4 bedanken.
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1 Notationen

1.1 Kurven und geoditische Riaume

Sei (X, d) ein metrischer Raum. Die Theorie der Kurven und ihrer Langen in
einem beliebigen metrischen Raum wird in [20] ausfithrlich dargestellt. Wir
verwenden hier die folgenden Konventionen.

Eine Parameterdarstellung einer Kurve bzw. geschlossenen Kurve in X ist eine
stetige Abbildung [0,1] — X bzw. S' — X. Wir benutzen den topologischen
Kurvenbegriff ohne Beriicksichtigung der Orientierung. D.h. zwei Parameter-
darstellungen beschreiben genau dann dieselbe Kurve bzw. dieselbe geschlos-
sene Kurve, falls sie durch eine stetige und bijektive (eventuell orientierungs-
umkehrende) Parametertransformation ineinander iiberfithrt werden konnen.

Ist v eine Kurve bzw. geschlossene Kurve, so bezeichnen wir mit /() deren
Lange. Ist I(v) endlich, so heifit 4 rektifizierbar. Eine Kurve heifit Geodate, falls
ihre Lange mit dem Abstand ihrer Endpunkte iibereinstimmt. Auch konstante
Abbildungen [0,1] — = € X sind somit Parameterdarstellungen von Geodéten.
Ein metrischer Raum X heifit geodatischer Raum, falls es zwischen je zwei
Punkten mindestens eine Geodéte gibt.

1.2 Diagramme

Definition 1.2.1 (Diagramme) Fin Diagramm D iber einem geoddtischen
Raum X besteht aus einer CW-Zerlegung D° C D' ¢ D* ={z e € : |z] <1}
der Einheitskreisscheibe und einer stetigen Abbildung ¢ : D' — X.

ke

Dl

Es ist dabei zu beachten, daff ¢ nur das 1-Skelett D' abbildet und daf} sich
das Bild von D' in X auf komplizierteste Weise selbst durchdringen oder gar
nur aus einem Punkt bestehen kann.



Mit D; bezeichnen wir die Menge der 1-Zellen von D. Fiir jede 1-Zelle k gibt
es eine bis Parametertransformationen eindeutige charakteristische Abbildung
[0,1] — D'. Die Komposition mit ¢ definiert daher fiir jede 1-Zelle k eine Kur-
ve in X, die wir ebenfalls mit £ bezeichnen. Ein Diagramm heifit rektifizierbar,

falls I(k) fiir alle & € Dy endlich ist.
Mit D; bezeichnen wir die Menge der 2-Zellen von D. Jede 2-Zelle A kann in

einer bis auf Orientierung und Wahl des Anfangspunktes eindeutigen Weise
kreuzungsfrei langs der 1-Zellen auf dem Rand 90A von A umlaufen werden
(siehe [15], S. 236). Wir erhalten somit durch das Zusammensetzen der ent-
sprechenden Kurven fiir jede 2-Zelle A eine wohldefinierte geschlossene Kurve
in X, die wir ebenfalls mit A bezeichnen. Die Lange I(0A) dieser Kurve ist
die Summe der Langen der 1-Zellen am Rand von A. Dabei miissen wir die
1-Zellen doppelt zdhlen, die von beiden Seiten aus A erreichbar sind.

Die Maschengrofie eines Diagramms ist definiert durch

m(D) := Eé%)g [(0A).

Die Einschrankung von ¢ auf den Rand 9D von D definiert eine geschlossene
Kurve in X, die wir die Randkurve des Diagramms nennen und auch mit 9D
bezeichnen.

Die 0- und 1-Zellen, die auf dem Rand bzw. im Inneren von D liegen, heiflen
duflere bzw. innere 0- und 1-Zellen. Ein leeres Diagramm ist ein Diagramm
ohne innere 1-Zellen. Die Lénge der Randkurve ist die Summe der Langen der
aufleren 1-Zellen.

Mit a(D) bezeichnen wir die Anzahl der 2-Zellen. Da jede dufere 1-Zelle auf
dem Rand einer 2-Zelle liegt, gilt

m(D)a(D) > (dD). (1)

1.3 Energiefunktionen und minimale Diagramme

In Analogie zu Minimalflichen in der Differentialgeometrie werden minimale
Diagramme mit Hilfe einer Energiefunktion definiert.

Definition 1.3.1 (Energiefunktion) Fine Energiefunktion ist eine mono-
ton wachsende und unbeschrinkte Funktion h : IRsq — IRso.

Definition 1.3.2 (minimale Diagramme) Ist h cine Energicfunktion, so
definieren wir die h-Energie e,(D) eines Diagramms durch

en(D) = 3 h(I(DA)).

AED2
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Die h-Energie en(y) einer geschlossenen Kurve v in X ist definiert durch

en(y) := o ;I%{)ZW} en(D).

Ein Diagramm heifit h-minimal, falls
eh(D) == eh(aD)
Fiir e > 0 nennen wir ein rektifizierbares Diagramm ho-minimal, falls

en(D) < en(0D) + e

Fiir nicht rektifizierbare Diagramme und Kurven benutzen wir die iiblichen
Rechenregeln fiir ,unendlich“. Jede geschlossene Kurve ~ ist die Randkurve
eines leeren Diagramms. Daher gilt

en(y) < h(I(7)).

Durch die Einschrankung auf strikt positive und monoton wachsende Energie-
funktionen erhalten wir fiir alle € > 0 die folgende Abschatzung fiir die Anzahl
der 2-Zellen in einem h.minimalen Diagramm:

h(1(DD)) + ¢

(D) < == (2)

1.4 Operationen in Diagrammen

Wir werden hier einige Operationen fiir Diagramme einfithren, welche die
Randkurve eines Diagramms nicht verandern.

1.4.1 Vereinfachen von Diagrammen

Der Rand einer 2-Zelle A ist im allgemeinen nicht homéomoph zur S*. Verfol-
gen wir den umlaufenden Kantenpfad, so sehen wir, dal dabei zwei Phdnomene
auftreten konnen.

Eine 1-Zelle, die beim Umlaufen des Randes direkt hintereinander in bei-
den Richtungen durchlaufen wird, nennen wir eine freie 1-Zelle. Freie 1-Zellen
kénnen aufgrund der Monotonie von Energiefunktionen gestrichen werden, oh-
ne daf} sich die Maschengrofie und die h-Energie des Diagramms erhéhen.



Streichen freier 1-Zellen

Sind alle freien 1-Zellen gestrichen und ist der Rand der 2-Zelle A trotzdem
nicht homéomorph zur S', so gibt es mindestens einen Unterkomplex, der
hom&omorph zur Kreisscheibe ist und dessen 1-Skelett den Rest des 1-Skeletts
nur in einer 0-Zelle trifft. Finen solchen Unterkomplex nennen wir ein freies
Teildiagramm. Freie Teildiagramme koénnen entfernt werden, ohne die Ma-
schengroflie und die h-Energie des Diagramms zu vergréflern.

%

Streichen eines freien Teildiagramms

Eine 0-Zelle heifit unnétig, falls genau zwei 1-Zellen in ihr enden und diese
beiden 1-Zellen jeweils zwei verschiedene Endpunkte besitzen. Eine unnétige
0-Zelle kann gestrichen werden, wobei die beiden angrenzenden 1-Zellen zu
einer 1-Zelle zusammengefiigt werden. Bei dieser Operation verédndern sich
weder die Maschengrofie noch die h-Energie.

Definition 1.4.1 (einfache Diagramme) Fin Diagramm ohne freie 1-Zellen,
freie Teildiagramme und unnétige 0-Zellen heifit einfach.

In einem einfachen Diagramm ist der Rand jeder 2-Zelle homdomorph zur S*,
jede innere 1-Zelle liegt auf dem Rand von zwei verschiedenen 2-Zellen, und in
jeder inneren 0-Zelle treffen sich mindestens drei verschiedene 2-Zellen.

Da ein Diagramm ein endlicher C W-Komplex ist, konnen wir jedes Diagramm
durch mehrfaches Anwenden der obigen Operationen in ein einfaches Dia-
gramm iiberfithren. Insbesondere ist jede rektifizierbare geschlossene Kurve
die Randkurve eines einfachen h.-minimalen Diagramms.



1.4.2 Einkleben eines Diagramms

Ist A eine 2-Zelle eines Diagramms D und D’ ein Diagramm mit 0D' = J A, so
kénnen wir statt der 2-Zelle A das Diagramm D’ in das Diagramm D einkleben.

.+ M.
D D’ D

new

Als Energiebilanz dieser Operation ergibt sich:

en(Dpen) = en(D) + en(D') — h(1(0A)).

Ist € > 0 und A eine 2-Zelle mit h({(0A)) > ex(0A)+ ¢, so konnen wir fiir jedes
¢ < e die Energie des Diagramms um mindestens € verringern, indem wir ein
he_a-minimales Diagramm D’ statt A einkleben. Daher gilt fiir alle 2-Zellen A
in einem h.minimalen Diagramm die Ungleichung:

W(I(DA)) < en(DA) + . (3)

1.4.3 Verkleben zweier 2-Zellen

Liegt eine innere 1-Zelle k& auf dem Rand von zwei verschiedenen 2-Zellen A

und B, so kénnen wir die 1-Zelle k streichen. Damit ersetzen wir die 2-Zellen
A und B durch eine neue 2-Zelle C' mit

(OC) = 1(DA) + 1(9B) — 21(k).

.

Wie das folgende Beispiel zeigt, kann beim Verkleben aus einem einfachen
Diagramm ein Diagramm mit einem freien Teildiagramm entstehen.
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1.4.4 Zerschneiden einer 2-Zelle

Seien A € Dy, v : S' — X eine Parameterdarstellung der Kurve dA und
51,89 € ST mit sy # sy. Dann konnen wir ein Diagramm D’ mit 9D’ = dA
konstruieren, indem wir die S' als Einheitskreis betrachten und die Punkte
s1 und sy durch eine 1-Zelle verbinden, die auf eine Geodéte in X abgebildet
wird. Indem wir D" in das Diagramm D einkleben, zerschneiden wir A in zwei

neue 2-Zellen B und C.

- (2
+ S22 ~»
D D/ Dneu

Da v nicht injektiv sein muf, ist es moglich, daff d(v(s1),v(s2)) = 0. In diesem
Fall wird die neue 1-Zelle auf einen einzigen Punkt in X abgebildet. Ist das
Diagramm nicht einfach, so kénnen in diesem Fall die Endpunkte der neuen
1-Zelle in D,,., zusammenfallen.

.’\/}.
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2 Asymptotische Eigenschaften

2.1 Fast einfach zusammenhingende Riaume

Definition 2.1.1 (Maschengréfle eines geodétischen Raumes)

Die Maschengrifie m(X) eines geoddtischen Raumes X ist das Infimum aller
k > 0, fiir welche jede rektifizierbare geschlossene Kurve die Randkurve eines
Diagramms D mit m(D) < k ist. Fin geoditischer Raum X heif$t fast einfach
zusammenhdngend, falls m(X) < oo.

Beispiele:

1. Der euklidische IR?, die hyperbolische Halbebene IH? und jeder Baum
haben die Maschengrofie 0.

2. Ein Bouquet von abzéhlbar vielen, immer langer werdenden Schleifen ist
nicht fast einfach zusammenhangend.

3. Der Gruppengraph (als 1-Komplex mit Kantenldnge 1) einer endlich
prasentierten Gruppe ist fast einfach zusammenhéngend, wobei die Ma-
schengrofle héchstens das Maximum der Relationenlédngen ist.

4. Der Gruppengraph einer endlich erzeugten, aber nicht endlich préasen-
tierbaren Gruppe ist nicht fast einfach zusammenhangend.

2.2 Hyperbolizitit

Hyperbolische metrische Raume werden in [9] eingefithrt. Wir beschréanken uns
hier auf geodatische Raume. In diesen kann Hyperbolizitdt durch elementare
Eigenschaften von geodatischen Dreiecken beschrieben werden.

Ein geodatisches Dreieck ist eine geschlossene Kurve, die sich aus drei Geodéten
Y1, Y2 und Y2 zusammensetzt.

Y2

7
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Da Geodéten auch die Lange 0 haben kénnen, kann ein geodétisches Dreieck
auch ein geoditisches ,,Zweieck® beschreiben.

Definition 2.2.1 (Hyperbolizitat) Sei 6 > 0. Fin geodditischer Raum heifst
6-hyperbolisch, falls fiir jedes geoditische Dreieck und jeden Punkt x € Spur(~;)

d(x, Spur(~yy) U Spur(ys)) < 6.

Ein geoditischer Raum X heifit hyperbolisch, falls es ein 6 > 0 gibt, so daff X
o-hyperbolisch ist.

Beispiele:

1. Jeder metrische Baum ist 0-hyperbolisch.
2. Jeder geoditische Raum mit endlichem Durchmesser ist hyperbolisch.

3. Der hyperbolische Halbraum IH" ist hyperbolisch fiir 6 = In 3.

2.3 Isoperimetrische Ungleichungen

In der Differentialgeometrie beschreiben isoperimetrische Ungleichungen das
Verhiltnis zwischen der Lange einer geschlossenen Kurve und dem Fléchenin-
halt einer minimalen eingespannten Fléache. Da wir in beliebigen geodatischen
Raumen arbeiten, haben wir keinen Fléacheninhalt zur Verfiigung. Gromov 16st
dieses Problem durch den Begriff der eingespannten Flache (][9], Kapitel 6.8
und ([10], Kapitel 5). Wir gehen hier einen anderen, aus der kombinatorischen
Gruppentheorie stammenden Weg.

Definition 2.3.1 (isoperimetrische Funktionen) Sei X ein geoddtischer
Raum. Wir nennen f : Rsq — IR eine isoperimetrische Funktion beziiglich
der Maschengrofie k > 0, falls fir alle t > 0 und jede geschlossene Kurve =
mit [(y) < t ein Diagramm D mit 0D = ~, m(D) < & und a(D) < f(t)
existiert.

[soperimetrische Funktionen sind definitionsgeméaf strikt positive und monoton
wachsend. Wegen Ungleichung (1) in 1.2 wichst jede isoperimetrische Funktion
mindestens linear. Wir nennen eine Funktion f : IRs>¢ — IR subquadratisch,

falls

tliglo % =0,
und sagen, ein geodéatischer Raum X geniigt einer subquadratischen bzw. linea-
ren isoperimetrischen Ungleichung, falls es eine subquadratische bzw. lineare
isoperimetrische Funktion fiir X gibt.

13



Lemma 2.3.2 Ein geodditischer Raum geniigt genau dann einer subquadrati-
schen isoperimetrischen Ungleichung, falls eine subquadratische Energiefunk-
tion h und reelle Zahlen r,e > 0 existieren, so dafi m(D) < k fir jedes h,-
minimale Diagramm D.

h(t)+e
1:(0)

chung (2) in 1.3 eine isoperimetrische Funktion. Ist umgekehrt f eine isoperi-
metrische Funktion beziiglich der Maschengrofle x, so wéhlen wir ein beliebiges

€ > 0 und definieren die Energiefunktion i durch

fir  0<t<=
ht) ':{ Ft) + 2e, fiir t>k

Beweis: st h eine solche Energiefunktion, so ist f(t) := gemaf Unglei-

Wire A eine 2-Zelle in einem h.-minimalen Diagramm mit [(JA) > &, so wére
0A die Randkurve eines Diagramms D’ mit a(D") < f(I(0A)) und m(D') < &.
Daher erhalten wir e,(0A) < f(I(0A)) = h(I(0A)) — 2¢ und damit einen
Widerspruch zur Ungleichung (3) in 1.4. O

2.4 Schlanke Schleifen

Sei v : S1 — X eine geschlossene Kurve in einem geoditischen Raum X.
Dann koénnen wir fiir sq,s, € S die Entfernung d(v(s1),7(sz2)) im Raum X
vergleichen mit der Entfernung d.(s1, s2) auf der Kurve, die als Minimum der
Léngen der beiden Teilkurven definiert wird, in die v durch die beiden Punkte
unterteilt wird.

S1 52

Die folgende Definition ist offensichtlich unabhéngig von der gewéhlten Para-
meterdarstellung.

Definition 2.4.1 (p-Durchmesser einer geschlossenen Kurve)
Fir < p < % nennen wir

du(v) = min{d(y(s1),7(s2)) : 51,82 € ST, dy(s1,52) = pl(y)}

den p-Durchmesser der geschlossenen Kurve ~.

14



Um das Verhéltnis zwischen dem p-Durchmesser und der Lénge einer geschlos-
senen Kurve fiir hinreichend lange Kurven zu beschreiben, verwenden wir die
folgende Definition.

Definition 2.4.2 (schlanke Schleifen) Fiir einen geodditischen Raum X und
0<p< % definieren wir

¢, (X):=lim  sup \
" gy iezey 1)

und sagen X hat schlanke Schleifen, falls c%(X) =0.

Der Wert % ist in dieser Definitionen nicht zufillig gewé&hlt. Wir werden im
Korollar 4.1.3 sehen, dal Bdéume immer schlanke Schleifen haben. Betrachten
wir den Baum 7', der durch die Verheftung von drei Halbgeraden in ihrem
Ursprung entsteht, und betrachten wir Kurven, die nacheinander die gleiche
Strecke in jede Halbgerade hinein- und zuriicklaufen, so erhalten wir aber fiir
w €lL, 1], dab e,(T) > j— 1 >0,

NI
i

Beispiele:

1. Rdume mit endlichem Durchmesser haben schlanke Schleifen.

2. Kreise im IR? zeigen:

~ 0.275664 .

c

3
;(IRZ) > £
3 27
3. Fiir den Gruppengraphen I der freien abelschen Gruppe < a,b | aba™ 167" >

gilt:

(X)) =-—.
e(X) = 1
Beweis: Geschlossene Kantenpfade der Form a"b6"a™"b™" zeigen, daf}

c%(F) > 1. Betten wir I' wie iiblich in den IR? ein und ist 4 eine rek-

tifizierbare geschlossene Kurve in I' C IR?, so finden wir im IR* beim
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Umlaufen der Kurve zwei senkrecht aufeinander stehende, achsenparal-
lele Verbindungen £y, k; von Punkten, die die Kurve genau halbieren.
Da jede Kurve, die die vier Endpunkte dieser Strecken in I' verbindet,
mindestens die Lange 2[(ky) + 2[(k2) hat, muf entweder [(k;) < i ()
oder I(ky) < % I(v) gelten. Da wir in I' auf offensichtliche Weise &hn-
liche Durchmesser finden, die héchstens um 2 langer sind, erhalten wir

1
C%(X)SC%(X)§4 O
4. Betrachten wir im Gruppengraphen der freien abelschen Gruppe

<a,b,c|aba™b aca™ et bebT et >
geschlossene Kantenpfade der Form a"b"c¢"a™"b7"¢™", so sehen wir, daf}
es fast einfach zusammenhangende geodétische Réume gibt, fir die

2.5 Verallgemeinerte ,,small cancellation*“-Eigenschaft

In Analogie zu den ,small cancellation“-Bedingungen C’()) in der kombinato-
rischen Gruppentheorie ([15], S. 240) definieren wir:

Definition 2.5.1 (,,small cancellation*“-Eigenschaft fiir Diagramme)
Sei A > 0. Fin Diagramm D hat die ,small cancellation“-Figenschaft C'(X),
falls D einfach ist und fiir jede innere 1-Zelle k, die auf dem Rand einer 2-Zelle
A liegt,

I(k) < M(0A).

Fin Diagramm D erfillt die ,small cancellation“-Bedingung C'(\, k), falls
zusdtzlich

m(D) < k.

Liegen in einem Diagramm mit der ,small cancellation®“-Eigenschaft C’(é) auf
dem Rand einer 2-Zelle A € D, keine &ufleren 1-Zellen, so liegen mindestens 7
innere 1-Zellen auf dem Rand von A.

Definition 2.5.2 (,,small cancellation“-Eigenschaft fiir Rdume)

Set A > 0. Ein geoddtischer Raum hat die ,small cancellation*-Figenschaft
C'(X), falls ein k > 0 existiert, so dafl jede geschlossene rektifizierbare Kurve
v die Randkurve eines Diagramms D mit der Figenschaft C'(\, k) ist. Ein
Raum hat die verallgemeinerte ,small cancellation“-Eigenschaft, falls er fir

alle X > 0 die Eigenschaft C'(\) hat.

16



3 Resultate

3.1 Ausbreitung von Hyperbolizitit

Im Kapitel 4 werden wir die folgenden Implikationen fiir einen geodatischen
Raum X beweisen.

hyperbolisch
Verallgemeinefte\
schlanke SN Small def : / 1
Schleifen Cancellation '(5)
Eigenschaft
def
subquadratische of ) lineare
ci(X) < \/i_:* ———  isoperimetrische =~ <=== isoperimetrische
’ Ungleichung Ungleichung

Die durch -4 gekennzeichneten Implikationen folgen unmittelbar aus den De-
finitionen.

Korollar 3.1.1 In geoditischen Riumen sind alle obigen Eigenschaften dqui-
valent.

Insbesondere gilt fiir einen geodétischen Raum X entweder c%(X) = 0 oder
c%(X) > @ ~~ 0.187184. Betrachen wir das Beispiel 3 in 2.4, so bleibt die

Frage offen, ob geoddtische Raume mit @ <eca(X)< i existieren.
3

Fiir den Beweis der ersten Implikation in der zweiten Zeile der obigen Abbil-
dung verwenden wir eine explizite Konstruktion geeigneter Energiefunktionen.
Verkniipfen wir diese Konstruktion aus Lemma 4.2.3 mit dem Beweis fiir die
Implikation hyperbolisch = Schlanke Schleifen (siehe Korollar 4.1.2) so folgt
unmittelbar der folgende Satz:
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Satz 3.1.2 Fir jedes 6 > 0 und jedes X > 0 gibt es eine Energiefunktion h
und reelle Zahlen k,e > 0 mit folgender Eigenschaft:

Jedes einfache und h.-minimale Diagramm D iber eimmem 6-hyperbolischen
Raum X hat die ,small cancellation*“-Figenschaft C'(A, k).

Ist A > 0 und D ein rektifizierbares Diagramm {iber einem ¢-hyperbolischen
Raum X und sind h, €, k gemaf Satz 3.1.2 gewéhlt, so kénnen wir D mit den
folgenden Operationen in ein Diagramm mit derselben Randkurve und der

C'(A, k)-Eigenschaft iiberfithren.

) Ist das Diagramm nicht einfach, so vereinfachen wir es durch das Strei-
chen freier 1-Zellen, freier Teildiagramme und unnétiger 0-Zellen.

IT) Existiert eine 2-Zelle A mit [(0A) > &, so kleben wir statt A ein einfaches
he-minimales Diagramm D' mit D" = JA ein.

IIT) Existiert eine innere 1-Zelle k auf dem Rand von zwei verschiedenen
2-Zellen A, B mit [(k) > M(JA), so kleben wir A und B langs der 1-Zelle
k zu einer neuen 2-Zelle C' zusammen. Wir streichen eventuell entstehen-
de freie 1-Zellen und freie Teildiagramme und erhalten so eine 2-Zelle C".
Statt ¢ kleben wir sodann ein einfaches h<c-minimales Diagramm ein.

i)
. s s s

Bei der Operation I) wachst weder die Maschengrofie noch die h-Energie. Wen-
den wir die Operationen II) und III) auf ein einfaches Digrammm an, so wird
ein einfaches Teildiagramm, welches die Bedingung C’(), k) verletzt und da-
her nicht f.-minimal ist, durch ein einfaches h¢-minimales Diagramm ersetzt.
Daher vermindert sich durch diese beiden Operationen die h-Energie minde-
stens um 3. Da die h-Energie des Ausgangsdiagramms endlich ist, erhalten wir
nach endlich vielen Schritten ein Diagramm, auf welches diese drei Operatio-
nen nicht mehr anwendbar sind. Dieses Diagramm muf} daher der Bedingung
C'(A, k) geniigen.

Starten wir mit einem Diagramm D mit m(D) < & und wenden wir die Ope-
ration II) vorrangig an, so bleibt bei diesem Prozef} die Maschengrofie immer
kleiner als k(2—2X). Haben in einem geodatischen Raum X mit m(X) < & alle
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einfachen h.-minimalen Diagramme D mit [(0D) < k(2 — 2)) die Eigenschaft
C'(A, k), so breitet sich diese Eigenschaft deshalb auf einfache h.-minimale Dia-
gramme beliebiger Grofie aus. Setzen wir A = £,
3.1.1 die folgende Charakterisierung von Hyperbolizitat.

so erhalten wir mit Korollar

Satz 3.1.3 (,,lokale® Charakterisierung von Hyperbolizitét)
FEin geoditischer Raum X ist genau dann hyperbolisch, falls es eine FEnergie-
funktion h und reelle Zahlen x,¢ > 0 gibt, so dafs

i) m(X) < k.

ii) Jedes einfache he-minimale Diagramm D mit [(0D) < 2k erfillt die
wsmall cancellation®-Bedingung C'(1, k).

Wir nennen diese Charakterisierung trotz der Bedingung 7) ,,lokal“, da in vielen
wichtigen Beispielen, die Maschengrofie von X definitionsgemafl beschrankt ist.
Fassen wir die numerischen Auswertung 4.2.5 und Korollar 3.1.1 zusammen,
so erhalten wir die folgende Formulierung:

Numerische Auswertung 3.1.4 Fin geodditischer Raum X ist genau dann
hyperbolisch, falls es ein £ > 0 gibt mit

i) m(X) <k,

it) Fiir alle geschlossenen Kurven v mit k < I(v) < 2x gilt dé_(’y) < =l(7).

3.2 Hyperbolizititskriterien fiir Gruppen

Im Kapitel 5 werden wir 3.1.3 und 3.1.4 auf den Fall iibertragen, in dem X der
Gruppengraph einer endlich prasentierten Gruppe ist. Da die Isometriegruppe
des Gruppengraphen transitiv auf den 0-Zellen operiert, geniigt es in diesem
Fall, die Bedingungen aus 3.1.3 bzw. aus 3.1.4 fiir endlich viele Diagramme
bzw. endlich viele geschlossenen Kurven zu priifen.

Wir verwenden hier die {iblichen Notationen fiir endlich prasentierte Gruppen
< S| R >, wie sie z.B. in [15] eingefithrt werden. Insbesondere nennen wir ein
Wort r iiber dem Alphabet S eine Relation, falls r die Identitat in der Gruppe
darstellt. Die Elemente aus R nennen wir die definierenden Relationen. Wir
setzen stets voraus, dafl die Menge R symmetrisiert ist, d.h. die Elemente aus
R sind zyklisch reduziert und R enthélt mit r auch alle zyklischen Permuta-
tionen von r und deren Inverse. Bei der Formulierung des folgenden Satzes
ist zu beachten, daf jede Relation durch zyklische Permutation und Streichen
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1

von Teilworten der Form ss™ in eine bis auf zyklische Permutation eindeutig

bestimmte zyklisch reduzierte Form gebracht werden kann.

Mit [(w) bezeichnen wir die Lange eines Wortes in den Erzeugern. Wir sagen,
dafl eine symmetrisierte Menge R; von Relationen einen Dehn-Algorithmus
beschreibt, falls jede Relation r (eventuell nach zyklischer Permutation) ein
Teilwort v enthélt, welches auch ein Teilwort einer Relation r' € Ry mit [(v) >
%l(r’) ist. Ein Dehn-Algorithmus impliziert im Gruppengraphen eine lineare
isoperimetrische Ungleichung. Daher ist X hyperbolisch, falls es einen Dehn-
Algorithmus gibt [16]. Eine Gruppe heifit hyperbolisch, falls sie eine endliche
Préasentation besitzt, fiir die der Gruppengraph hyperbolisch ist. In diesem Fall
ist der Gruppengraph jeder endlichen Prasentation der Gruppe hyperbolisch
(9], 2.3.E).

In Kapitel 5.4 zeigen wir:

Satz 3.2.1 Fine endlich prisentierte Gruppe < S | R > ist genau dann hyper-
bolisch, falls es zwet disjunkte symmetrisierte Mengen Ry, Ry von Relationen
und eine Energicfunktion h gibt, so dafs:

i) RC Ry UR,.

ii) Sind r1,ry zwei verschiedene Elemente aus Ry und ist r eine zyklisch
reduzierte Form des Wortes riry' mit [(r) < I(ry) 4+ (rg) — %l(rl), s0 ist

r ein Element aus Ry U Ry und h(I(r1)) 4+ h(I1(r2)) > h(I(r)).

iii) Jede Relation aus Ry besitzt eine zyklische Permutation r, fir die es zwei
Relationen r3,ry € R U Ry gibt, so daff vy eine zyklisch reduzierte Form
des Wortes rsr ist und h(l(rs)) + h(l(rs)) < h(I(r)).

Auferdem gilt: Frfillen Ry, Ry und h diese Voraussetzungen, so beschreibt Ry
eine Dehn-Algorithmus.

Anschaulich formuliert, bedeuten die Bedingungen ) und ¢::) folgendes. Ha-
ben zwei Relationen aus Ry ein derartig langes gemeinsames Stiick, so daf
durch das Zusammentreffen dieser Relationen in einem Diagramm iiber dem
Gruppengraphen die Bedingung C’(é) verletzt sein kénnte, so kénnen wir die
beiden Relationen bzw. die zugehoérigen 2-Zellen verkleben, wobei sich die
h-Energie vermindert. Entsteht dabei eine Relation aus Rs, so kénnen wir
diese durch einen kleineren Schnitt wieder in zwel Relationen aus R; U R,
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zerschneiden, wobei sich ebenfalls die h-Energie vermindert.

Ist < S | R > eine Prisentation, die der klassischen ,small cancellation“-
Bedingung C’(1) geniigt, so konnen wir By = R, R, = 0 und h beliebig
wahlen. In diesem Fall erfiillt ndmlich kein Paar rq,r; aus R die zweite Bedin-
gung aus Satz 3.2.1. Fiir beliebige Prasentationen kénnen wir durch Verkleben
von definierenden Relationen versuchen, ein solches Tripel Ry, R, h zu finden.
Da wir in 4.2 die Energiefunktion & explizit bestimmen werden, kénnen wir in
5.5.1 einen Algorithmus konstruieren, der diese Suche automatisiert. Der Al-
gorithmus benutzt als Input nur die Erzeuger und Relationen. Er findet nach
nicht vorhersehbarer Rechenzeit ein Tripel Ry, Ry, h mit den in Satz 3.2.1
verlangten Figenschaften, falls die Gruppe hyperbolisch ist. Falls die Gruppe
nicht hyperbolisch ist, lauft er ewig weiter. Da auch triviale Gruppen hyperbo-
lisch sind und das Isomorphieproblem fiir triviale Gruppen unlésbar ist, kann
es kein allgemeines Abbruchkriterium fiir nicht hyperbolische Gruppen geben.

Ist < S | R > eine endlich prasentierte Gruppe, so ist kein Algorithmus be-
kannt, der entscheidet, ob R einen Dehn-Algorithmus beschreibt. In 5.5.2 wer-
den wir einen Algorithmus angeben, der folgendes leistet: Angenommen, wir
vermuten, dafl die definierenden Relationen R einen Dehn-Algorithmus be-
schreiben. Dann geben wir als Input die Erzeuger und die Relationen ein. Der
Algorithmus wird nach einer durch diese Fingangsdaten beschrankten Rechen-
zeit entweder zeigen, dafl R keinen Dehn-Algorithmus beschreibt, oder aber er
liefert uns eine (eventuell von R verschiedene) Menge R; von Relationen, die
einen Dehn-Algorithmus definiert.

Mit ||w]| bezeichnen wir die Wortnorm, d.h. |[w]| ist die Lange eines kiirzesten
Wortes, welches dasselbe Gruppenelement wie w darstellt. Es gilt ||w] = 0
genau dann, falls w eine Relation ist. Als Ubersetzung von 3.1.4 beweisen wir
in 5.4 ferner den folgenden Satz:

Satz 3.2.2 Fine endlich erzeugte Gruppe < S | R > ist genau dann hyperbo-
lisch, falls es ein k € IN gibt mit

i) £ >max{l(r) :r € R}.
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ii) Jede zyklisch reduzierte Relation r mit k < I(r) < %/4; enthdlt ein Tellwort
v mit %l(r) <l(v) < %Z(T) und ||v]| < 11—91(7“).

In diesem Fall beschreiben alle Relationen r mit [(r) < k einen Dehn-Algorithmus.

Dieser Satz liefert ein Hyperbolizitatskriterium fiir Gruppen, in denen wir das
Wortproblem bereits 16sen kénnen. Dann kénnen wir namlich alle Relationen
einer gewissen Lange aufzéhlen und die Wortnorm |[v]| bestimmen, indem wir
alle Worte kleinerer Lange aufzédhlen und tberpriifen, ob sie dasselbe Grup-
penelement darstellen.

Liegen die seitenidentifizierenden Abbildungen eines kompakten Fundamental-
polytops in IH? explizit als Matrizen in PSl((') vor, so kénnen wir mit Hilfe
dieses Satzes einen Dehn-Algorithmus finden. Da die Anzahl der zu bildenden
Produkte exponentiell mit ihrer Lénge wachst, ist dieses Verfahren allerdings
in konkreten Beispielen kaum anwendbar.
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4 Beweise der Implikationskette in geodéati-
schen Raumen

4.1 Hyperbolizitiat = Schlanke Schleifen

In der hyperbolischen Halbebene IH? wichst der Umfang eines Kreises expo-
nentiell mit seinem Durchmesser. Indem wir den %—Durchmesser verwenden,
erhalten wir die folgende Verallgemeinerung dieser Aussage fiir alle hyperboli-
schen Rdume und beliebig geformte geschlossene Kurven:

Lemma 4.1.1 Ist X ein 6-hyperbolischer Raum, so gilt fiir alle geschlossenen
rektifizierbaren Kurven ~ : S — X und alle n € IN:

dy(7) < 2(n + )6+ 1

Beweis: Wir wihlen 273 Punkte s, ..., sz € S, die v in 23 Teilkurven
gleicher Lange unterteilen. Diese Punkte (genauer: ihre Bilder auf der Spur der
Kurve) verbinden wir wie in der Abbildung durch Geodéten.

S4 S5

Der Fall n =3

_ S9
S24 = S p

= S10

592
S11

591

518

515
S17 S16
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Wir betrachten zunichst das geodéatische Dreieck sg, Son, Sgnt1. Jeder Punkt der
Geodate sg, s3n hat nach Definition 2.2.1 maximal den Abstand ¢ von einer der
beiden anderen Dreiecksseiten. Indem wir uns langs der Geodéten sg, son bewe-
gen, finden wir daher einen Punkt z, den wir sowohl mit der Seite sg, s9n+1, als
auch mit der Seite sgnsgnt1 durch Geodaten verbinden kénnen, die héchstens
die Léange ¢ haben. Wir kennzeichnen diese Geodéaten in der Abbildung durch
zwei gestrichelte Linien im Inneren des Dreiecks sg, sgn, Sont1. Den Punkt z
und die beiden anderen Endpunkte der soeben konstruierten Geodaten ver-
binden wir mit néchstliegenden Punkten auf den beiden anderen Seiten der
nach auflen anliegenden Dreiecke. Auch diese Verbindung hat gemafl Defini-
tion 2.2.1 hochstens die Lénge 6. Wir wiederholen dies, bis wir auf Geodéten
stoflen, die zwei benachbarte Punkte s;, s;41 verbinden. Vor dort aus wenden
wir uns zum naherliegenden der beiden Punkte s; und s;44.

Damit erhalten wir drei Pfade, deren Lénge hochstens (n 4 1)6 + 5m5/(7) ist
und die z mit den drei Teilkurven zwischen sg, $on und s9n+1 verbinden.

Mindestens ein Paar dieser drei Pfade verbindet zwei Punkte s;,s; mit
Ly(si,s;) > £1(7). Dies liefert die angegebene Abschétzung fiir dé_(’y). O

Korollar 4.1.2 [st X ein 6-hyperbolischer Raum, so gilt fiir alle geschlossenen
rektifizierbaren Kurven ~

)

d
3)’

(7) <1446+ 26logy(1+

wl=

und X hat schlanke Schleifen.

Beweis: Diese Abschiatzung ergibt sich direkt aus dem letzten Lemma, wenn

wir n € IN durch l
n>log2(1—l—%)2n—1

d1(v)

1
3

()

definieren. Sie zeigt insbesondere, daf — 0 fiir I(y) — oo. O

Korollar 4.1.3 Ist X ein Baum, so gilt dé_(’y) = 0 fir alle geschlossenen
Kurven ~.

Beweis: Jeder Baum ist hyperbolisch fiir 6 = 0. Daher liefert obiges Lemma
fiir alle n € IN die Abschétzung d1 (v) < ) 0

2m3°

Numerische Auswertung 4.1.4 [In einem 6-hyperbolischen Raum ergibt Lem-
ma 4.1.1 firn =6:

1

I(v) > 2966 = d 191(7) :

(v) <

Wl
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4.2 Schlanke Schleifen = Verallgemeinerte ,,small can-
cellation‘“- Eigenschaft

Wir bereiten den Beweis dieser Implikation durch ein analytisches Lemma vor.

Lemma 4.2.1 Sei 0 < ) < % Dann gibt es eine Energiefunktion f und reelle
Zahlen ¢, tg, e > 0 mit:

W) fluttet)+ flt—pttet)+e< f(t), fir 3<p<it>1
iii) flt) + fta) > f(ti 4+ t2) + €, fir 0<t; <ty, 0<t, <1

Beweis: Wir werden zunichst zeigen, dafl es ein @ > 1 und ein ¢’ > 0 gibt, so

daf} die Funktion

die Bedingung ¢) fiir e = ¢ erfiillt.

f(t) fira=1.5

O =N W

Da f stetig ist, geniigt es ein o > 1 zu finden, fiir welches

Fir 0 < ¢ < % ist f(t1) konstant. Die linke Seite ist deshalb fiir 0 < #; < %
monoton fallend in ¢;. Es geniigt daher, den Fall % < t; <ty <1 zu betrachten.
Hier ist (x) dquivalent zu
t t
1+ (2" = (14 -2 —2)0)° > 0.

1 tl

Die linke Seite ist monoton fallend in i—f Daher ist (x) erfiillt, falls

143 —(4=20">0 (k)
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Diese Ungleichung ist fiir «« = 1 richtig. Die linke Seite ist stetig und streng
monoton fallend in a. Also gibt es genau ein ay > 1 mit 1 4+3% —(4—-2X)* =0,
und alle a €]1, [ erfiillen die Ungleichung (#x).

Wir werden nun zeigen, daf es fiir ein solches @ > 1 Konstanten ¢, ¢’ > 0 gibt,
so daf f die Bedingung i) fiir € = €’ erfiillt. Da ¢ > 1 und £ < p < 2, spielt
wieder nur der zweite Definitionsbereich von f einen Rolle.

Der Ausdruck (p+c¢)*4(1—p+¢)® nimmt fiir ¢ > 0 bei p = %, % sein Maximun
an. Fir ¢ = 0 gilt
1 2

(§+c)a+(§+c)a<1 (% % x).

Daher finden wir auch ein ¢ > 0 mit dieser Eigenschaft. Wir setzen

1 2
6//:1_(§_|_c)a_(§_|_c)a

und erhalten durch Multiplikation mit ¢* die Ungleichung ).

Da t§ + (%)a — (t2 + 10)* monoton fallend in #, ist, geniigt es, g > 0 so klein

zu wahlen, daf} ¢ < % und

' 1 1 1
¢" :=min(1 + (g)a — (1 +to), 2(§)a — (g +10)%) >0,

um auch die Ungleichung i:¢) mit € = € zu erfiillen.

ir definieren ¢ = min(¢’, €¢”’. ") und haben damit das Lemma bewiesen.
Wir defi e e d haben d t das L b O

Numerische Auswertung 4.2.2 Wir kénnen a1 numerisch berechnen und
erhalten:

~ 1.191475 .

a1
6

1

Indem wir mit hinreichender Genauigkeit rechnen, sehen wir, dafs fiir A =

z.B. die folgenden Daten die Bedingungen aus dem Lemma erfillen:

S fir0<t <4 1
f(t) = { (?1).197 fiir t > % 3 c=—, to=

Lemma 4.2.3 Hat ein geoddtischer Raum X schlanke Schleifen, so gibt es
fir jedes A > 0 eine Energiefunktion h und Konstanten Ko, k,€, so dafs
jedes einfache he-minimale Diagramm D iber X die Figenschaft C'(\, k) hat.
Unter der Voraussetzung, daff D nicht leer ist, gilt zudem [(0A) > Kpin fiir
jede 2-Zelle A € D,.
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Beweis: Da die Bedingung C’(Ay, ) die Bedingung C’(Az, k) fiir alle Ay > Ay
impliziert, geniigt es, die Behauptung fiir A < % zu beweisen. Wir bestimmen
fir A < % eine Energiefunktion f sowie Konstanten €, ¢,y wie im Lemma 4.2.1.

Da X schlanke Schleifen hat, finden wir ein £ > 0, so daf d% (7) < el(y) fiir jede

geschlossene Kurve v mit /(v) > k. Wir definieren eine neue Energiefunktion
h durch h(t) := f(é) und setzen Ko, = tok.

Sei nun D ein einfaches h.-minimales Diagramm.

Falls es eine 2-Zelle A € Dy mit [(0A) > & gébe, konnten wir diese 2-Zelle in
zwei 2-Zellen B, C mit [(0B) < (p+¢)l(0A) und [(0C) < (1 —pu+¢)l(0A) und
IS [%, %] zerschneiden. Aufgrund von Eigenschaft ¢7) im Lemma 4.2.1 wiirde
sich die h-Energie des Diagramms I dabei mindestens um e verringern. Dies

ware ein Widerspruch zur h.-Minimalitét des Diagramms.

Da D einfach ist, liegt jede innere 1-Zelle £ auf dem Rand von genau zwei 2-
Zellen A und B. Ware I(k) > M(0A), so konnten wir ohne Beschrankung der
Allgemeinheit annehmen, dafl [(0A) < [(0B). Andernfalls vertauschen wir die
Rolle von A und B. Da h monoton wéchst, folgt mit der Eigenschaft i) in Lem-
ma 4.2.1, daB durch das Streichen der 1-Zelle £ die h-Energie des Diagramms
um mindestens e vermindert wiirde. Wieder hétten wir einen Widerspruch
zur h.-Minimalitdt gefunden. Also haben wir gezeigt, dal D die Bedingung
C'(A, k) erfiillt.

Ist D nicht leer, so stofit jede 2-Zelle langs einer 1-Zelle auf eine andere 2-
Zelle. Aufgrund der Figenschaft ¢i7) aus Lemma 4.2.1 kénnte dann eine 2-Zelle
A mit [(0A) < Kpmin mit ihrer Nachbarzelle verklebt werden, wobei sich, im
Widerspruch zur h.-Minimalitédt, die h-Energie um mindestens e verringern
wiirde. O

Lemma 4.2.4 Fir alle A > 0 existiert ein ¢ > 0 mit folgender Figenschaft:

Sei k > 0 und X ein geoddtischer Raum mit m(X) < &, in dem fir jede
geschlossene Schleife v mit k < () < (2—2X)k die Ungleichung d%(’y) <cl(v)
gilt.

Dann hat X die Eigenschaft C'()).

Beweis: Wie im Beweis von Lemma 4.2.3 kénnen wir A < % voraussetzen und
eine Energiefunktion f und Konstanten ¢, e,y gemafl Lemma 4.2.1 wéhlen.
Wir werden nun zeigen, daf} dieses ¢ die gewiinschte Eigenschaft hat.

Sei also k > 0 und X ein geodatischer Raum mit obigen Figenschaften.
Wir benutzen wieder die Energiefunktion %, gegeben durch A(t) := f(£). Da
m(X) < k, konnen wir fiir jede geschlossene rektifizierbare Kurve 7 ein einfa-
ches Diagramm D mit m(D) < & finden. Tritt in D eine Situation auf, die im
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letzten Beweis zum Widerspruch gefithrt hat, so kénnen wir nun die dort ange-
gebene Operation verwenden um die h-Energie um mindestens e zu verringern.
Sobald ein nichteinfaches Diagramm entsteht kénnen wir es mit den Opera-
tionen aus 1.4.1 vereinfachen. Wenden wir die Operation des Durchschneidens
vorrangig an, so ensteht beim Zusammenkleben eine 2-Zelle, deren Rand stets
kiirzer als k(2 — 2)) ist. Also geniigen die Voraussetzungen, um nach endlich
vielen Schritten ein Diagramm mit der Eigenschaft C’(A, k) zu erhalten. O.

Verwenden wir die numerische Auswertung 4.2.2 so folgt:

Numerische Auswertung 4.2.5 Sei £ > 0 und X ein geoddtischer Raum
mit m(X) < &k, in dem fir jede geschlossene Schleife v mit k < I(y) < %/4; die
Ungleichung d%(V) < 5l(v) gilt.

Dann hat X die ,small cancellation-Eigenschaft C'(L, ).

4.3 Schlanke Schleifen = subquadratische isoperime-
trische Ungleichung

Lemma 4.3.1 FEin geoddtischer Raum X mat

V17T =3
< -

ey (X) < Y

erfillt eine subquadratische isoperimetrische Ungleichung.
N VT .
Beweis: Fiir ¢y (X) < ¢ < A2 und £ < p <2 gilt:
2 2 1 2, (2 2
(pt+e)y+(1—p+e)f <(s+)°+(5+¢)° <L

3 3
Also gibt es auch einen Exponenten « €]1,2[, so daf}

(p+e)*+(1—p+e)* <1, fiir alle <p<

[OVR N W)

L
3
Daher gibt es € > 0 und &1 > 0, so daf fiir alle ¢t > kq:
(pt+ecx) 4+ (t —pt+ct)” +e <t
Wir definieren eine subquadratische Energiefunktion A durch

h(t) = (%/4;1)“, fir 0<t< %/4;1
A fiir > %/4;1
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Da c%(X) < ¢, finden wir ein £ > £y, so daB d (7) < el(y) fir alle geschlosse-
nen Kurven vy mit I(y) > &.

Gébe es in einem h.-minimalen Diagramm eine 2-Zelle A mit [(0A) > &, so
kénnten wir diese 2-Zelle langs eines %—Durchmessers so zerschneiden, daf} sich
die h-Energie um mehr als € verringert. Also existiert keine solche 2-Zelle in

einem h.minimalen Diagramm, und die Behauptung folgt aus Lemma 2.3.2 O

4.4 Subquadratische isoperimetrische Ungleichung =
Schlanke Schleifen

Wir verwenden hier ein vereinfachte Version eines Argumentes von Ol‘shanskii

([18], Lemma 5).

Lemma 4.4.1 Sei D ein Diagramm, dessen Randkurve sich wie in der Abbil-
dung aus einer Geoddten ~ der Linge 2r mit Mittelpunkt z und einer Kurve
y2 mit d(ya,2) > r > 0 zusammensetzt.

= -

Dann gilt

und fiir r > 2m(D) enthdlt das Diagramm mindestens vier 2-Zellen, auf deren
Réindern keine duflere 1-Zellen liegen.

Beweis: Da jedes Diagramm mindestens eine 2-Zelle enthilt, gentigt es, den
Fall r > m(D) zu betrachten. Wir definieren durch d(z1, z3) := d(¢(z1), ¢(22))
eine Halbmetrik d auf D?
¢ : Dy — INg durch

. . D . . .
, wihlen ein £ > ﬂz—l und definieren eine Funktion

P(A) =1 <=1k > d(z,0A) > (1 — 1)k.
Diese Funktion hat die folgenden Eigenschaften:
1)z € dA, A€ ¢7'(i) = d(x,2) > (1 — 1)r,
2) x € 0A, d(x,z) =ik = ¢(A) = 1.
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Wir betrachten nun fiir natiirliche 7 < £ die Menge der 2-Zellen in ¢~'(i), und
werden zeigen, daf} es einen Kantenpfad auf den Randern dieser 2-Zellen gibt,
der die links von z liegende Hélfte von v; mit der rechts von z liegenden Hélfte
verbindet.

Géabe es namlich keinen solchen Pfad, so kénnten wir den Punkt z mit einem
Punkt auf ~; langs eines Pfades auf den Randern von allen 2-Zellen verbinden,
die nicht in ¢~'(7) liegen. Dieser Pfad miifite einen Punkt = mit d(z,z) = ix
treffen. Dies ergédbe wegen der Eigenschaft 2) von ¢ einen Widerspruch.

Da zwei so verbundene Punkte z;,y; € v auf dem Rand von 2-Zellen aus
¢~ 1(7) liegen, gilt d(x;,2) > (1 — 1)k und d(y;, 2) > (i — 1)k. Also ist d(z;, y;) >
(2¢ — 2)k, und der Kantenpfad mufl mindestens 2¢ — 1 verschiedene 2-Zellen in
¢~'(7) berithren. Somit erhalten wir

7

aD) = Y @21z (-

i1, k
L>i>

Da dies fiir alle & > MZQZ richtig ist, folgt damit die gewiinschte Abschétzung.
Mindestens 2 — 3 der 2-Zellen von ¢~!(7) liegen ganz im Inneren von D. Damit
erhalten wir fiir k = m(D) auch die zweite Aussage. O

Lemma 4.4.2 Ist X ein geodditischer Raum und ist f eine isoperimetrische
Funktion beziiglich der Maschengrdfie k, so gilt fiir jede rektifizierbare geschlos-

dy(7) < w1 +/7UE)).

Beweis: Sei v : S' — X eine rektifizierbare geschlossene Kurve mit dé_(’y) > 0.

sene Kurve:

Wir unterscheiden in der Schreibweise nicht mehr zwischen den Punkten aus
S und ihren Bildern in X. Sei sy, sy € S mit d,(sq,52) > %l(’y) so gewahlt,
daB d(s1,$2) = d% (7). Mit z bezeichnen wir den Mittelpunkt einer Geodéte
zwischen s; und s;. Die beiden Punkte sy, sy zerlegen ~ in zwei Teilkurven.
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Mit 21,22 € St bezeichnen wir zwei Punkte auf diesen Teilkurven, die den
geringsten Abstand zu z haben. Auch die Punkte x; und x5 unterteilen ~ in
zwel Teilkurven. Wir kénnen ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen,
dafB so auf der lingeren der beiden Seiten liegt.

€1
S1

T2
52

Verlauft die kiirzeste Verbindung von z1 oder x5 zu s, auf v iiber den Punkt s4,
so ist wegen d,(sq, s2) > £1(7) auch diese Verbindung lénger als £/(~). Verlduft
die kiirzeste Verbindung von x; oder x5 zu sy auf 4 nicht tiiber den Punkt sy,

so gilt dy (21, 22) + dy (21, 52) + dy (22, 52) = I(7).
Also gilt in jedem Fall

1
max{d, (21, ¥2), dy (71, 52), dy (22, 52)} 2 (7).

Da andernfalls ein Widerspruch zur Wahl von s und ¢ entstiinde, haben wir
damit gezeigt, daB nicht gleichzeitig d(x1, z) < d(s2,2) und d(xq,z) < d(s2,2)
gelten kann. Ohne Einschrankung nehmen wir an, dafl d(xq, z) > d(s2, 2).

Dann bilden die Geodéate zwischen s; und s, und die Teilkurve zwischen s; und
9, auf der xq liegt, eine geschlossene Kurve, deren Lange nicht grofer als {(7)
ist. Wir kénnen ein Diagramm D mit dieser Randkurve, a(D) < f(I(y)) und
m(D) < & finden. Dieses Diagramm D erfiillt auflerdem die Voraussetzungen
von Lemma 4.4.1 mit r = %d%(’y).

Also erhalten wir

und damit die Behauptung O

Korollar 4.4.3 Jeder geoddtische Raum X mit einer subquadratischen isope-
rimetrischen Ungleichung hat schlanke Schleifen.
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Beweis: Ist f subquadratisch, so zeigt die Abschatzung fiir den %—Durchmesser

d1(v)
in Lemma 4.4.2, daf % — 0 fiir I(y) — oo. 0.

4.5 ,,Small cancellation“-Eigenschaft C'(;) = Hyper-
bolizitat

In diesem Kapitel und in Kapitel 4.6 {ibertragen wir die aus der ,small can-
cellation“-Theorie bekannten Rechnungen (siehe z.B. [15], Kapitel V.4) auf
Diagramme iiber geodatischen Réumen.

Wir bezeichnen eine 2-Zelle A € D, in einem einfachen Diagramm D als 2-Zelle
vom Typ (n,m), falls genau n innere und m duBere Kanten auf dem Rand von
A liegen. Da wir voraussetzen, dafl D einfach ist, besteht ein Diagramm mit
einer 2-Zelle vom Typ (0,1) nur aus dieser 2-Zelle. Andernfalls gilt n > m.

(20
SAC
@ &

Wir bezeichnen eine duflere 1-Zelle k, die auf dem Rand einer 2-Zelle A liegt,
als verkiirzbare duBere 1-Zelle, falls [(k) > 1I(9A). Erfiillt ein Diagramm die
Bedingung C'(%), so ist jede innere 1-Zelle auf dem Rand einer 2-Zelle A kiirzer
als 21(0A). Daher ist in einem C’(%)-Diagramm die dufiere 1-Zelle einer 2-Zelle

vom Typ (0,1), (1,1), (2,1) oder (3,1) verkiirzbar.

Ist D ein nichtleeres und einfaches Diagramm und ist v eine 0-Zelle von D,
so bezeichnen wir mit deg(v) die Anzahl der 2-Zellen, die sich in v treffen. Da
D einfach und nicht leer ist, sind all diese 2-Zellen verschieden, und es gilt
fiir alle inneren 0-Zellen, dafi deg(v) > 3, und fiir alle duBeren 0-Zellen, daf
deg(v) > 2.
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Wir definieren die Kriimmung einer 2-Zelle A € Dy vom Typ (n,m) durch

Dann gilt nach der Eulerschen Formel:

> x(A)=1. (4)

AED2

Fir n # 0 hat eine 2-Zelle A vom Typ (n,m) genau n — m innere und 2m
dufere 0-Zellen. Damit ergibt sich:

6—2m —n

() 5

Mit @y ) bezeichnen wir die Menge der 2-Zellen vom Typ (n,m) in einem
einfachen Diagramm D.

Lemma 4.5.1 In einem nicht leeren Diagramm mait der FEigenschaft C’(é)
qilt:
1 1

1 <1
§G(1,1) + ga(m) + 6%3,1) > 14 7;::7 ga(n,o)-

Insbesondere hat ein solches Diagramm mindestens zwei verkiirzbare dufiere

1-Zellen.

Beweis: Die Kriimmung y(A) kann wegen Ungleichung (5) nur fiir Zellen vom
Typ (0,1), (1,1), (2,1), (3,1) und vom Typ (1,0), (2,0), (3,0), (4,0), (5,0)
strikt positiv sein. Die letzten fiinf Typen kommen wegen der Bedingung C’(é)
nicht vor. Fiir 2-Zellen vom Typ (n,0) gilt x(A) < —2, falls n > 7. Daher folgt
die Behauptung aus der Eulerschen Formel (4). O

Lemma 4.5.2 Jeder geoditische Raum, der die ,small cancellation“-Bedingung
C'(5) erfillt, ist hyperbolisch.

Beweis: Da X die Bedingung C'(%) erfiillt, existiert ein £ > 0, so daB jedes
geodétische Dreieck die Randkurve eines Diagramms D mit der Eigenschaft
C'(, k) ist. Wir setzen 6 = 2. Ist [(dD) < &, so erfiillt das Dreieck trivialer-
weise die Bedingungen aus 2.2.1. Da die Randkurve ein geodétisches Dreieck
ist, existieren andernfalls héchstens drei verkiirzbare duflere 1-Zellen. Also gibt
es hochstens drei 2-Zellen vom Typ (1,1), (2,1) oder (3,1). Daher gibt es, gemaf
Lemma 4.5.1, hochstens drei 2-Zellen, auf deren Rand keine dufleren Kanten
liegen. Ist z ein Punkt auf einer Seite des Dreiecks, und wére die Entfernung
von den anderen Seiten grofler als 2x, so erhielten wir mit Hilfe der zweiten
Aussage in Lemma 4.4.1 einen Widerspruch. O
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4.6 ,,Small cancellation*“-Eigenschaft C’(
isoperimetrische Ungleichung

) = Lineare

Lemma 4.6.1 Jeder geoditische Raum, der die ,small cancellation “-Eigenschaft
C’(é) hat, geniigt einer linearen isoperimetrischen Ungleichung.

Beweis: Wir haben bereits die Implikationen
C'(2) = Hyperbolizitét = Schlanke Schleifen

gezeigt. Da X die Bedingung C'(%) erfiillt, kdnnen wir somit Lemma 4.2.3
anwenden. Wir finden also k,,;,, k > 0, so daf} jede geschlossene Kurve ~ mit
k < l(v) < oo die Randkurve eines Diagramms mit der Figenschaft C’(é, K)
ist, und fiir alle 2-Zellen A € Dy in diesem Diagramm [(0A) > Ko gilt. Wir
betrachten jene 2-Zellen, die einen nicht negativen Beitrag in der Formel (4)
aus 4.5 liefern. Dies sind gemaf Ungleichung (5) in 4.5 gerade die 2-Zellen vom
Typ
(L, 1), (2,1), (3,1), (4,1) und  (2,2).

Aufgrund der Bedingung C’(é, ) haben die dufleren Kanten einer Zelle vom
Type (n,m) zusammen mindestens die Lange ES_T”/imm. Daher ist die Anzahl
der 2-Zellen, die einen nicht negativen Beitrag in der Formel (4) liefern, kleiner
als %@. Damit ist aufgrund der Eulerschen Formel (4) auch die Anzahl der
Z—Zellrgnn, die einen negativen Beitrag leisten, linear in /() beschrankt. O
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5 Einschrankung auf Gruppengraphen

5.1 Kombinatorische Diagramme

Die bisher entwickelten Methoden sollen nun in Situationen angewendet wer-
den, in denen der geoddtische Raum X ein zusammenhéngender 1-Komplex
ist, der dadurch metrisiert ist, dafl wir jeder Kante die Lénge 1 geben. In
diesem Fall ist es nicht sinnvoll, alle Diagramme zu betrachten.

Definition 5.1.1 (kombinatorische Diagramme) Fin Diagramm D ber
einem 1-Komplex X mit Kantenlinge 1 heifst kombinatorisch, falls nach hin-
reichend feiner endlicher Unterteilung der 1-Zellen von D die Abbildung o :
DY — X alle 0-Zellen auf 0-Zellen und alle offenen 1-Zellen homdéomorph auf
offene 1-Zellen abbildet.

In kombinatorischen Diagrammen werden 1-Zellen von D auf Kantenpfade im
I-Komplex X abgebildet. Die Randkurve 9D und die Randkurve 0A jeder 2-
Zelle A beschreiben geschlossene Kantenpfade in X. Die Langen [(k) und [(0A)
sind fur alle 1-Zellen & € D; und alle 2-Zellen A € D, natiirliche Zahlen.

5.2 Operationen in kombinatorischen Diagrammen

In kombinatorischen Diagrammen benutzen wir statt der Operationen aus Ka-
pitel 1.4 die folgenden drei Operationen:

5.2.1 Diagramme zyklisch reduzieren

Wir nennen ein kombinatorisches Diagramm D zyklisch reduziert, falls die Kur-
ve D und die Kurven JA fiir alle A € D, lokal injektiv sind. Dies bedeutet,
daf} die ensprechenden Kantenpfade niemals dieselbe 1-Zelle direkt nacheinan-
der in entgegengesetzter Richtung durchlaufen. Unter der Voraussetzung, daf
die Randkurve 9D injektiv ist, kdnnen wir ein kombinatorisches Diagramm
D durch wiederholte Anwendungen der folgenden Operationen in ein zyklisch
reduziertes Diagramm iiberfithren, ohne die Maschengréfie oder die h-Energie
zu vergroflern. Diese Liste von Operationen entsteht dadurch, dal wir danach
unterscheiden, wie die betroffenen 0- und 1-Zellen zusammenfallen kénnen.

@ ! @ .
Fall a) Fall b)
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.all c) @ @aﬂ d) @
@aﬂ e) @ .all e) @

Im Fall b) wird dabei auch das Innere der inneren Schleifen nach auflen ge-
klappt. Die Injektivitit der Kurve dD ist notwendig, um diese Operationen
auch dann durchfithren zu kénnen, wenn ein Teil der betroffenen 0- und 1-
Zellen auf dem Rand von D liegen. Im Fall a) und b) diirfen die beiden 0-
Zellen, die identifiziert werden, nicht beide auf dem Rand von D liegen. Im
Fall ¢) mufi mindestens eine der beiden 1-Zellen eine innere 1-Zelle sein.

5.2.2 Verkleben zweier 2-Zellen in kombinatorischen Diagrammen

Beim Verkleben (siehe Kapitel 1.4.3) zweier 2-Zellen in einem kombinatori-
schen Diagramm erhalten wir wieder ein kombinatorisches Diagramm. Daher
kénnen wir diese Operation ohne Schwierigkeiten auch in kombinatorischen
Diagrammen anwenden.

5.2.3 Zerschneiden einer 2-Zelle

Bei der Operation Zerschneiden in 1.4.4 treten in kombinatorischen Diagram-
men zwei Probleme auf.

1. Die neue 1-Zelle muf} ein Kantenpfad sein. Deshalb miissen wir in 1.4.4
voraussetzen, dafl v(s1) und v(s2) 0-Zellen in X sind. Ist v ein geschlosse-
ner Kantenpfad, so erhalten wir durch diese Finschriankung in 2.4.1 eine
neue kombinatorische Definition des 1-Durchmessers dé_(’y). Fir l(y) > 6

unterscheiden sich diese beiden Definitionen hochstens um dgn( \)Nert 2.
Deshalb gilt auch fiir einen hyperbolischen 1-Komplex X, daf} % — 0

fir [(y) — oo.
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2. In einem kombinatorischen Diagramm existieren keine 1-Zellen der Lange
0. Also kénnen wir die Operation aus 1.4.4 nicht durchfiihren, falls wir
dort eine neue 1-Zelle der Lange 0 einfliigen miifiten. Dieses Problem 16sen
wir fiir Diagramme mit injektiver Randkurve 0D wie folgt:

Wir fiigen zunéchst eine Hilfskante ein. Diese ziehen wir danach zu einem
Punkt zusammen. Dabei treten zwei Fille auf:

Fall 1: Die beiden Endpunkte sind verschieden. Da 9D injektiv ist, konnen
diese beiden Punkte nicht beide auf dem Rand des Diagramms liegen.
Das Diagramm bleibt daher homéomorph zur Kreisscheibe.

OLONE

Fall 2: Die beiden Endpunkte stimmen {iberein. In diesem Fall bildet die
Hilfskante und ihr Inneres ein freies Teildiagramm, welches wir entfernen.

@@C

5.3 Van Kampen-Diagramme

Sei < S| R > eine endlich prasentierte Gruppe mit einer symmetrisierten Men-
ge R von definierenden Relationen. Sei X das 1-Skelett des Gruppengraphen.
Jede orientierte 1-Zelle in X ist durch einen Erzeuger aus S gekennzeichnet
([15], S. 123). In einem kombinatorischen Diagramm D iiber X definiert da-
her die Randkurve 0D eine bis auf zyklische Permutation und Invertierung
eindeutige Randrelation r(9D). Jede 2-Zelle A definiert eine bis auf zyklische
Permutation und Invertierung eindeutige Relation r(dA). Ist D zyklisch re-
duziert, so sind r(9dD) und r(9A) fiir alle A € Dy zyklisch reduzierte Worter.
Wir nennen eine Relation selbstiiberschneidungsfrei, falls sie zyklisch reduziert
ist und kein echtes Teilwort enthalt, welches ebenfalls eine Relation ist. Ist die
Kurve 9D injektiv, so ist die Randrelation r(9dD) selbstiiberschneidungsfrei.

Definition 5.3.1 (van Kampen-Diagramme ) FEin kombinatorisches Dia-
gramm tber dem Gruppengraphen einer endlich prisentierten Gruppe heifst van
Kampen-Diagramm iber < S | R >, falls fir jede 2-Zelle A € Dy die Relation
r(0A) eine definierende Relation ist.
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Es ist zu beachten, dafl wir im Gegensatz zur Definition in [15] verlangen, daf
van Kampen-Diagramme hom&omorph zur Einheitskreisscheibe sind.

Satz 5.3.2 (Existenz von van Kampen-Diagrammen ) Jede selbstiber-
schneidungsfreie Relation in einer endlich prasentierten Gruppe < S | R > ist
die Randrelation eines van Kampen-Diagramms tiber < S | R >.

Beweis: Wir verwenden die Konstruktion aus [15], Kapitel V.1. Fiir selbstiiber-
schneidungsfreie Randrelationen mufy das dort konstruierte Diagramm immer
hom&omorph zur Einheitskreisscheibe und daher ein van Kampen-Diagramm
in unserem Sinne sein. O

5.4 Beweis von Satz 3.2.1 und Satz 3.2.2

Der Beweis von Satz 3.2.1 dhnelt den Beweisen im Kapitel 4.2. Da es nur
endlich viele kombinatorische Typen von van Kampen-Diagrammen mit be-
schrankter h-Energie gibt, berandet jede selbstiiberschneidungsfreie Relation
ein h-minimales van Kampen-Diagramm und alle Prozesse, die die h-Energie
eines Diagramms verringern, brechen nach endlich vielen Schritten ab. Da-
her taucht in Satz 3.2.1 und im folgenden Beweis kein e mehr auf. Da wir
die Kontrolle iiber die in einem Diagramm auftretenden Relationen verlie-
ren wiirden, wenn wir Diagramme wie in 1.4.1 ,zwischendurch® vereinfachen
wiirden, miissen wir freie Teildiagramme in diesem Beweis gesondert behan-

deln.

5.4.1 Beweis von Satz 3.2.1

Sei < S | R > eine endlich prisentierte Gruppe und sei der Gruppengraph
X hyperbolisch. Wir werden zunachst zwei Relationenmengen Ry, Ry und eine
Energiefunktion » mit den in Satz 3.2.1 verlangten Figenschaften konstruieren.

Da X hyperbolisch ist, gibt es eine natiirliche Zahl k > max{l(r) : r € R}, so
dafy dy (v) < $51(7) fiir alle geschlossenen Kantenpfade v mit I(y) > &.

Sei f die in 4.2.2 angegebene Funktion. Wir definieren die Energiefunktion A
durch h(t) := f(£). Die Menge R, ist die Menge aller zyklisch reduzierten Re-
lationen r mit I(r) < k. Die Menge Rj ist die Menge aller zyklisch reduzierten
Relationen r mit x < [(r) < %ﬁ;.

Die Eigenschaft i¢) aus Satz 3.2.1 folgt unmittelbar aus Lemma 4.2.1, 7). Um
auch die Eigenschaft ¢i7) zu erhalten, gehen wir wie folgt vor. Ist r € Ry, so
gibt es ein leeres kombinatorisches Diagramm {iber dem Gruppengraphen mit
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Randrelation r, welches wir ldngs eines kombinatorischen %—Durchmessers in
zwei 2-Zellen A und B zerschneiden kénnen.

Wir setzen 1y = r(0A) und r} = r(0B). Dann gilt wegen Lemma 4.2.1, 1), daf}
R(I(r5)) + R(I(ry)) < R(I(r)). Indem wir 7} und r} zyklisch reduzieren und r
eventuell zyklisch permutieren, erhalten wir die gesuchten Relationen r3*, ry,
die die Bedingung 7¢7) aus Satz 3.2.1 erfiillen.

QM ‘ ‘
Es ist zu beachten, das r nicht immer als zyklisch reduzierte Form von ryr3*

geschrieben werden kann. Durch die zyklische Reduktion kann sich ndmlich

auch das folgende Bild ergeben:

Ve

Dies ist der Grund fiir die etwas unsymmetrische Formulierung der Bedingun-
gen ¢¢) und ¢7¢) aus Satz 3.2.1.

Damit ist die Existenz von Ry, Ry, h fiir hyperbolische Gruppen gezeigt.

Sei nun Ry, Ry, h ein Tripel mit den im Satz 3.2.1 verlangten Eigenschaften
und r eine selbstiiberschneidungsfreie Relation. Dann gibt es nach Satz 5.3.2
ein van Kampen-Diagramm D iiber < S | R > mit Randwort r.

Wir entfernen im folgenden unnétige 0-Zellen, sobald sie auftreten. Treffen
in D zwei 2-Zellen A, B lings einer Kante k& mit I(k) > £I(A) zusammen,
so verkleben wir die beiden 2-Zellen und reduzieren das Diagramm zyklisch.
Dabei vermindert sich die h-Energie wegen der Bedingung i7) aus Satz 3.2.1,
und wir erhalten eine neue 2-Zelle C' mit #(9C') € Ry U R,.

Sobald durch eine derartige Verklebung eine 2-Zelle A mit r(0A) € Ry auftritt,
zerschneiden wir sie wie folgt energievermindernd: Wir finden r3 und ry wie
in der Eigenschaft iii) aus Satz 3.2.1 vorgegeben. Ist r3;' eine Teilwort von
r(0A), so verwenden wir hier die Operation aus 5.2.3 mit einer Hilfskante der
Lénge 0. Nach zyklischer Permutation entstehen dabei im ersten Fall 1 von
5.2.3 entweder zwei 2-Zellen B und C' mit r(0B) = r3 und r(9C) = ry, oder
es bleibt im Fall 2 eine 2-Zelle mit Randwort r3 oder ry zuriick. Andernfalls
finden wir nach zyklischer Permutation von r(9A) und rs reduzierte Worter
v,rh und r’ mit r(dA) = v™4’, r3 = rfv und r4 = rir’. Dann ist r(JA) eine
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zyklisch reduzierte Form von v=(r})~'rir’ und h(I(v™(r5)™") + R(I(rhr")) =
R(l(r3)) + h(l(rs)) < h(I(r(0A))). Also konnen wir A langs eines Kantenzuges,

der dem Wort r} entspricht, energievermindernd zerschneiden.

Nach endlich vielen Schritten erhalten wir so ein zyklisch reduziertes van
Kampen-Diagramm iiber < S | Ry >, in dem beide Operationen nicht mehr
méglich sind. In diesem Diagramm gilt daher I(k) < $I(QA) fiir alle 1-Zellen
k, die auf dem Rand von zwei verschiedenen 2-Zellen A, B liegen. Wir werden
nun zeigen, dafl dieses Diagramm auch einfach ist.

Da D zyklisch reduziert ist, gibt es keine freie 1-Zelle. Also miifite D ein freies
Teildiagramm enthalten, falls D nicht einfach wére. Insbesondere gidbe es ein
freies Teildiagramm, welches selbst kein weiteres freies Teildiagramm enthélt.
Dieses Teildiagramm wére also einfach und wiirde daher die ,;small cancellati-
on“-Bedingung () erfiillen.

O\
LB

Wegen Lemma 4.5.1 wire dieses Teildiagramm entweder leer oder wiirde min-
destens zwel verkiirzbare duflere 1-Zellen enthalten. Im zweiten Fall konnte nur
auf einer dieser beiden 1-Zellen die 0-Zelle liegen, die das Teildiagramm mit
dem Rest verbindet. Wir erhielten also in beiden Féllen mindestens eine zu
lange 1-Zelle auf dem Rand des Teildiagramms und somit einen Widerspruch.

Also ist D einfach und erfiillt somit die Bedingung C’(é). Wegen Lemma
4.5.1 ist r(0D) entweder ein Element aus R;, oder es enthdlt (zyklisch be-
trachtet) zwei disjunkte, durch Relationen aus R; verkiirzbare Teilworte. Je-
de zyklisch reduzierte Relation kann nach zyklischer Permutation als Pro-
dukt von selbstiiberschneidungsfreien Relationen ryry...r, geschrieben wer-
den. Daher muf} ryr,...r, mindestens n durch Relationen aus R; verkirzbare
Teilworter enthalten. Dabei benutzen wir, dal nur ein verkiirzbares Teilwort
an der Stelle liegen kann, an der r; an r;4q stoBt. Also beschreibt R; einen
Dehn-Algorithmus. O
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5.4.2 Beweis von Satz 3.2.2

Die gesuchte Zahl k erhalten wir wie Beweis von 3.2.1. Die Hyperbolizitét folgt
unter den in Satz 3.2.2 genannten Voraussetzungen, da wir h, Ry, Ry wie im
Beweis von Satz 3.2.1 definieren und Satz 3.2.1 anwenden kénnnen. O

5.5 Theoretische Algorithmen
5.5.1 Ein Hyperbolizititstest

Sei < S| R > eine endlich prasentierte Gruppe. Dann erhalten wir jede zyklisch
reduzierte Relation, indem wir ein Produkt der Form

1 1 1
VITI0] ValaUy ... UpTp U, (ri,...,r, € R)

zyklisch reduzieren und zyklisch permutieren. Wir kénnen alle derartigen Pro-
dukte mit beschrédnkter Lénge >~7_, (2/(v;) + I(r;)) aufzéhlen und erhalten so
einen Algorithmus, der im n-ten Schritt eine zyklisch reduzierte Relation r,
erzeugt, so dafl in der Liste (r,).en jede zyklisch reduzierte Relation minde-
stens einmal auftaucht. Sei f die in 4.2.2 angegebene Funktion. Wir kénnen
nun fiir jedes n € IN tiberpriifen, ob fiir eine natiirliche Zahl k < n das Tripel
Ry i={r € {ri}lpcny ¢ I(r) <&}, Ry :={r € {rilpcny = & <1(r) < Zx},
h(t) := f(L) die Bedingungen aus Satz 3.2.1 erfiillt.

Da jede Relation in der Folge (r,),en auftaucht, wird dieser Algorithmus die
Hyperbolizitit nachweisen und einen Dehn-Algorithmus finden, falls die Grup-
pe hyperbolisch ist. Andernfalls 1auft er ewig weiter.

5.5.2 Nachweis eines Dehn-Algorithmus

Wir werden nun einen Algorithmus angeben, der entweder widerlegt, dafl eine
Dehn-Présentation vorliegt, oder eine neue Relationenmenge Ry liefert, die
einen Dehn-Algorithmus definiert. Die Laufzeit dieses Algorithmus ist durch
die Eingangsdaten < S | R > beschrankt.

Wir setzen p := max{l(r) : r € R}. Unter der Annahme, dal R einen Dehn-
Algorithmus beschreibt, folgt, dafl der Gruppengraph X der isoperimetrischen
Ungleichung f(n) = n bezliglich der Maschengréfie p gentigt. Mit Lemma
4.4.2 erhalten wir, daB d; (v) < 151(7) fiir jeden geschlossenen Kantenpfad mit

I(v) > (20p)*.

Unter der Annahme, dafl R einen Dehn-Algorithmus beschreibt, kénnen wir
auflerdem die Mengen R; aller zyklisch reduzierten Relationen, die kiirzer als
(20p)? sind, und die Menge R; aller zyklisch reduzierten Relationen mit Lingen
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zwischen (20p)? und 2(20p)? bestimmen. Wir definieren h(t) := f(ﬁ), wobei
fin 4.2.2 definiert ist, und iiberpriifen, ob das Tripel Ry, Ry, h die Bedingungen
aus 3.2.1 erfiillt. Falls dies der Fall ist beschreibt Ry eine Dehn-Algorithmus.
Falls dies nicht der Fall ist, ist dies ein Widerspruch zur Annahme, dafl R einen
Dehn-Algorithmus beschreibt.

5.6 Ein ,,optimistischer® Algorithmus

Die bisher vorgestellten Algorithmen sind aufgrund der dort auftretenden lan-
gen Listen kaum in konkreten Beispielen anwendbar. Wir werden daher nun
einen weiteren Algorithmus angeben, der allerdings nicht immer zum Erfolg
fithren kann.

Sei < S| R > eine endlich prasentierte Gruppe. Wir arbeiten mit zwei disjunk-
ten symmetrisierten Mengen Ry und Ry von Relationen, starten mit Ry := R,
R, := 0 und wahlen eine Energiefunktion % : IN — IR.

Auf die Mengen Ry, Ry kénnen wir nun die folgenden Operationen anwenden:

I) Sind ry,ry zwei verschiedene Relationen aus Ry, ist r € Ry U Ry eine
zyklisch reduzierte Form von ryry!' und gilt A(I(r1)) + h(I(r2)) > h(I(r)),
so fiigen wir r, alle zyklischen Permutationen von r und deren Inverse in

die Menge R; ein.

IT) Sind » € Ry, r5 € Ry U Ry und ist r4 eine zyklisch reduzierte Form von
rar mit A(1(rs)) 4+ h(I(rq4)) < R(I(r)), so verschieben wir r, alle zyklischen
Permutationen von r und deren Inverse von R; nach Ry und fiigen ry,
alle zyklischen Permutationen von r4 und deren Inverse in die Menge R

ein, falls ry € Ry U Rs.

Durch wiederholtes Anwenden dieser beiden Operationen versuchen wir die
Mengen Ry, R2 nun so zu verdndern, dafl wir folgendes erreichen:

Sind rq, 79 zwei verschiedene Relationen aus Ry, ist r eine zyklisch reduzierte
Form von ryry" und gilt {(r) < {(r1) + I(ry) — %l(rl), so ist r € Ry und
h(l(r1)) + h(l(r2)) > h(I(r)).

In diesem Fall hdatten wir ndmlich ein Tripel Ry, Rz, h gefunden, welches
die Bedingungen aus Satz 3.2.1 erfillt. Insbesondere ware dann die Gruppe
hyperbolisch und R; wiirde einen Dehn-Algorithmus beschreiben.

Bei der Reihenfolge der Anwendungen der Operationen 1) und II) haben wir
eine gewisse Freiheit. Im allgemeinen ist es sinnvoll, die Operationen wie folgt
zu koordinieren: Die Operation 1) wenden wir stets an, sobald sie moglich ist.
Die Operation I) wenden wir vorrangig auf méglichst kurze Worter rq, ry an.
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Ist der Gruppengraph hyperbolisch, so gibt es gemaf} Satz 3.2.1 eine Energie-
funktion A, mit der dieses Vorgehen zum Erfolg fithren kénnte. Insbesondere
sollten hinreichend lange Relationen durch die Operation II) energievermin-
dernd in zwei kiirzere Relationen zerschnitten werden kénnen. Um dies fest-
zustellen, miifiten wir aber mindestens eine dieser beiden kiirzeren Relationen
kennen. Da wir im Gegensatz zu den letzten beiden Algorithmen nicht mit
yvollstandigen® Listen von Relationen arbeiten, kénnen wir nicht garantieren,
daf diese kiirzeren Relationen durch die Operationen I) und II) in Ry U R;
auftauchen. Werden die kurzen Relationen erst relativ spét erzeugt, so kann
es auflerdem sein, dafl wir die Operation I) bereits mit zu langen Relationen
durchgefiihrt haben, so dafl unsere Mengen Ry, Ry zu rasch anwachsen. Da das
[somorphieproblem fiir triviale Gruppen nicht 16sbar ist, gibt es Gruppen, in
denen diese Probleme auftreten miissen.

Fiir Fundamentalgruppen von kompakten hyperbolischen Mannigfaltigkeiten
kénnen wir versuchen, diesen Algorithmus mit Hilfe geometrischer Informatio-
nen zu steuern. Wir geben nun ein Beispiel fiir eine Fuchssche Gruppe, in der
dies funktioniert.

Wir betrachten die Gruppe < a,b,¢,d,e | edcba, ecdab >. Um unnétige
Schreibarbeit zu vermeiden, haben wir die Menge R nicht symmetrisiert an-
gegeben. Der Gruppengraph ist planar und besteht aus Fiinfecken, von denen
sich jeweils zehn in einer 0-Zelle treffen. Die Gruppe erfiillt die klassischen
,small cancellation“-Bedingungen C’(1) und T'(10) (siehe [15], S. 241). Wir
werden zeigen, wie wir in diesem Fall auch mit unseren Methoden einen Dehn-
Algorithmus finden. Wir benutzen dabei van Kampen-Diagramme, in denen
niemals eine Relation direkt mit ihrer Inversen zusammentreffen. Ein Existenz-
beweis und eine genaue Definition fiir solche reduzierten Diagramme findet sich

in [15], V.2.

Wir verwenden eine Energiefunktion A mit h(5) = 5, h(8) = 6, h(11) = 10,
h(14) = 14, A(17) = 18, h(20) = 22 und A(23) = 26. Durch mehrfaches
Anwenden der Operation 1) mit I(r1) = 5 erhalten wir die Menge Ry, die aus
allen Relationen besteht, deren Bilder im Gruppengraphen wie folgt aussehen:

G@gj %
e

Hierbei verwenden wir, dal h(5) + A(5) > h(8), ..., h(5) 4+ A(17) > h(20).
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Da sich zehn Fiinfecke in jeder 0-Zelle des Gruppengraphen treffen, kénnen
sich zwei Relationen aus Ry in einem reduzierten Diagramm héchstens langs
einer einzigen 1-Zelle treffen. Da alle Relationen aus R; \ R mindestens die
Lénge acht haben, geniigt es, den Fall zu betrachten, in dem eine der de-
finierenden Relationen auf eine Relation aus Ry trifft. Wegen A(5) + h(5) >

h(8), ..., h(5)+h(20) > h(23) erhalten wir dabei entweder wieder ein Element
aus Ry, oder wir konnen die resultierende Relation mit Hilfe der Operation 1)
wegen h(8) 4+ h(8) < h(14), A(8) 4+ h(11) < R(17), ..., h(8) 4+ A(17) < h(23)

energievermindernd in zwei Relationen aus R; zerschneiden.

ey

Also beschreibt R; einen Dehn-Algorithmus.
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