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0. Einleitung, Motivation.

Die vorliegende Arbeit beschaftigt sich mit folgendem Phénomen: Unter Umstén-
den gibt es zu einem gegebenen quantenmechanischen System ein zunachst vollig
anders aussehendes korrespondierendes System, das wesentliche Informationen tiber
das urspriingliche System enthalt. Dies soll bedeuten, dass die Berechnung von Ma-
trixelementen in dem urspriinglichen System zuriickgefiithrt werden kann auf die Be-
rechnung von Matrixelementen in dem dazu konstruierten neuen. Diese Korrespon-
denz kann nichttrivial sein und ist vor allem dann interessant, wenn etwa die Matrix-
elemente des neuen Systems exakt bekannt oder doch wenigstens ndherungsweisen
Berechnungen besser zuganglich sind, als die des alten.

In dieser Arbeit werden nur bestimmte Falle untersucht, ndmlich exakte Korrespon-
denzen solcher quantenmechanischer Systeme, deren Dynamik durch die Schrédin-
gergleichung mit einem skalaren Potential beschrieben wird. Da Losungen dieser
Gleichung durch Erwartungswerte von Funktionalen Brownscher Bewegung dar-
stellbar sind, kommt heraus, dass man eine Invarianzeigenschaft von Brownscher
Bewegung benutzen kann, um ein im obigen Sinne korrespondierendes System zu
konstruieren. Dieses wird beschrieben durch die Schrodingergleichung zu einem an-
deren Potential, das im Folgenden das “duale " genannt wird. Bis auf eine noch zu
erlauternde Schwierigkeit, die mit einem analytischen Fortsetzungsproblem zu tun
hat, ergibt sich eine Korrespondenz im obigen Sinne. Das in dieser Hinsicht zentrale
Resultat ist (4.10). Als Illustration des verfolgten Konzeptes betrachtet man am
besten Beispiel (4.12.2), die Dualitédt zwischen dreidimensionalem Coulombpoten-
tial und vierdimensionalem harmonischen Oszillator. Da bei der Herleitung dieser
Dualitat nur intrinsische Eigenschaften der Brownschen Bewegung benutzt werden,
kann man die dortige Rechnung auch als eine Losung des Pfadintegrals fiir das
Wasserstoffatom auffassen.

Zunachst wird an die stochastische Beschreibung von Losungen der Schrodinger-
und Warmeleitungsgleichung erinnert.

0.1 Feynman-Kac-Formel. Das Anfangswertproblem 1.Art fiir die Warmelei-
tungsgleichung mit Potential

1
Opu = §Au —Vu

besteht aus dem Auffinden einer Funktion u : R x RY — R mit u(z,0) = ug(z).
Unter den Voraussetzungen V € Cp(R?) stetig und beschrinkt und ug € CZ(R?)
mit kompaktem Trager findet sich ein einfacher Beweis der Feynman-Kac-Formel

otet) = 8 [exp (= [ VBIODS ) (87 (0)]

zum Beispiel in [16]. Die Losung der Warmeleitungsgleichung 148t sich also als
Erwartungswert eines Funktionals von Brownscher Bewegung berechnen.



0.2 Warmeleitungsgleichung und Schroédingergleichung. Ist der Operator
1
AV - §A - V

wesentlich selbstadjungiert auf L?(R%), so ist er der Generator einer Co-Halbgruppe
T, : Ry x L*(RY) — L*(R%)

[20]. Ist etwa V' > ¢ nach unten beschrénkt, so kann die Resolvente des Generators
fiir alle komplexen Zahlen z € H'(c) := {z € C: Re(z) > ¢} durch das Integral

Ru(g)(a,2) = / "t e (Tip)(a)

ausgedriickt werden. Die so erhaltene Resolventenfunktion ist holomorph in H* (c).
Fiir festes ¢ € L2(R?) ist Ry () € H? eine Hardy-Lebesgue-Klasse-Funktion. Des-
halb folgt aus dem Paley-Wiener-Theorem, dass eine Funktion g, (x,it) € L?(R? x
R) existiert mit

lim Ry (¢)(x, €+ it) = g, (x,it)

e—0

in L*—Norm [20]. g, ist Losung der zu Ay gehorenden Schrodingergleichung
—i0pp = Ayt
im Impulsbild. Vergleiche dazu auch [20], sowie [13], p.495 ff.

In physikalischen Anwendungen geht es oft darum, Ubergangsamplituden auszu-
rechnen, d.h. zu gegebenen Zustinden ¢, € L?(R?) und gegebener Zeitdifferenz
t — to wird die Grofie

Ay (t) = (e AV ImR)g)

gesucht. Bezeichnet ¢ die Fouriertransformierte von ), so ist
Ag(t) = lim (4, Ry () (e +it)).

Physikalisch entspricht dieser Ausdruck einem Pfadintegral in Impulsdarstellung.

0.3 Inhalt. Die vorliegende Arbeit wurde angeregt durch die in dem Buch von
H. Kleinert [12] zur Berechnung von Pfadintegralen benutzten Transformationen.
Im stochastischen Rahmen stellt sich heraus, dass diese eine Invarianzeigenschaft
von Brownscher Bewegung ausnutzen: Eine durch einen harmonischen Morphismus
abgebildete zeittransformierte Brownsche Bewegung ist in Verteilung wieder zu
einer Brownschen Bewegung aquivalent. Dies ist die lokale Form der bekannten
globalen ” Eichinvarianz”
>\Bt ~ B)\2t

( ~ bedeutet Aquivalenz in Verteilung ).



Mit Hilfe dieser Invarianzeigenschaft, die in (1.4) prézisiert wird, lassen sich Bezie-
hungen herstellen zwischen den Loésungen des Anfangswertproblems zu verschiede-
nen Potentialen.

Das Hauptresultat (4.10) besagt folgendes: Vorausgesetzt, es existiert ein passender
harmonischer Morphismus ®, dann lasst sich die Losung des Anfangswertproblems
1.Art zu einem Potential V und der Anfangsbedingung ug(x) im Prinzip auf die
Losung des gleichen Problems fiir ein in diesem Sinne duales Potential W = ﬁ
zu einer anderen Anfangsbedingung ®*ug, die von ® und ug abhéngt (siehe (4.9)),
zuriickfiihren. Die hiibsche Floskel “im Prinzip™ verdeckt hierbei allerdings ein
nicht zu unterschatzendes Problem. Um diese duale Beschreibung zu erreichen,

wird namlich wie folgt vorgegangen:

Zunachst muss man zur Resolvente iibergehen. Die Integralformel fiir die Resol-
vente besitzt den zusétzlichen (zeitlichen) Freiheitsgrad, den man ausnutzen kann,
um die zufélligen Zeittransformationen, die die Anderung der quadratischen Varia-
tion des Prozesses durch die Abbildung wieder kompensieren, zwanglos einzubrin-
gen. Als nachstes wird eine weitere komplexe Kopplungskonstante, ein zusatzlicher
Faktor vor dem Potential, eingefithrt. Nach Fixierung einer Anfangsbedingung
ergibt sich eine von zwei komplexen Parametern abhangige Resolventenfunktion.
Entscheidend ist nun, dass sich diese Funktion in einem Bereich K ¢ C? durch eine
konvergente Integralformel darstellen ldasst und in diesem Gebiet holomorph ist.

In diesem Gebiet lassen sich nun Identitaten zwischen den Integralformeln fiir ver-
schiedene Potentiale herleiten. Diese Identitdten setzen sich auf jedes einfach zu-
sammenhangende Holomorphiegebiet, das K enthélt, fort.

Um aber aus der so definierten Resolventenfunktion riickwirkend wieder die Losun-
gen der Schrodinger- bzw. Warmeleitungsgleichung zu erhalten, muss man im All-
gemeinen diese Funktionen in Gebiete analytisch fortsetzen, die von K weit ent-
fernt sind. Aufler in den Fallen, wo fiir eines der beiden dualen Potentiale exakte
Losungen bekannt sind (wie in (6.20)), ist dies ein schwieriges Problem, das hier
nicht behandelt wird.

Stattdessen werden im folgenden Verlauf der Arbeit zundchst durch die Betrachtung
h-harmonischer Morphismen die moglichen Eichsymmetrien erweitert:

Ein durch einen h-harmonischen Morphismus abgebildeter und anschliefflend zeit-
transformierter h-Prozess ist in Verteilung zu einer Brownschen Bewegung aquiva-
lent. Der h-Prozess wird durch eine stochastische Differentialgleichung gegeben
und seine Verteilung besitzt eine explizit angebbare Dichte beziiglich des Wie-
nermafes. Es zeigt sich, dass die quasikonforme Anderung der Metrik mit Hilfe
von h aquivalent ist zur Betrachtung eines zusatzlichen Potentials in der Feynman-
Kac-Formel.

Um schlieflich auch noch direkte Aussagen iiber die Greenfunktionen (Propaga-
toren) der Warmeleitungsgleichung machen zu kénnen, werden die méglichen An-
fangsbedingungen auf bestimmte “zuléssige™ Distributionen mit kompaktem Triger
ausgeweitet.



Dies geschieht durch den Ubergang zur dualen Halbgruppe unter der Vorausset-
zung, dass die urspriingliche Feynman-Kac-Halbgruppe eine Fellereigenschaft fiir
den Trager der Distribution besitzt: Beschrankte stetige Funktionen werden durch
T; in beschrankte Funktionen iiberfiihrt, die auf einer Umgebung des Tragers der
Distribution stetig sind.

Mit Hilfe des bekannten Brownschen-Briicken-Kalkiils wird dann abschlieffend eine
Transformationsformel fiir die Resolventenfunktion der Deltadistribution angege-
ben und an zwei Beispielen vorgefiihrt.

Die erhaltenen Transformationsformeln konnen auch als Methoden zur exakten
Losung von Pfadintegralen, wie in [6] beschrieben, aufgefasst werden. Gerade die
zunachst seltsam anmutende Notwendigkeit der “Dimensionserweiterung ™ wirkt mit
Blick auf (2.5) und der auf (2.6) folgenden Aussage gar nicht mehr unnatiirlich und
es besteht die Hoffnung, dass viele der dort beschriebenen Techniken in Wahrheit
die beschriebene Eichinvarianz von Brownscher Bewegung ausnutzen.

0.4 Notation. Die in der Arbeit verwendeten Bezeichnungen sind weitgehend im-
mer dieselben. Im Anhang befindet sich eine Tabelle der wichtigsten verwendeten
Symbole. Bei der Verwendung der Feynman-Kac-Formel taucht der Startpunkt der
Brownschen Bewegung entweder als oberer Index am Erwartungswert oder als obe-
rer Index am Symbol fiir die Brownsche Bewegung auf. Diese kleine Mehrdeutigkeit
moge man mir verzeihen.

0.5 Danke. An dieser Stelle mochte ich mich sehr herzlich bei Prof. H. Hering be-
danken, der stets ein offenes Ohr fiir meine Fragen und Probleme hatte. Auflerdem
bedanke ich mich hiermit genauso herzlich bei all denen, die fiir die gerade in letzter
Zeit sehr angenehme Arbeitsatmosphére mitverantwortlich waren, wie: Anja, Susi,
Brice, Wolfgang, Paul, Stefan M. und besonders Jorg.



1. Bilder Brownscher Bewegung unter harmonischen Morphismen.

In diesem ersten Abschnitt werden bekannte Tatsachen zusammengestellt, die sich
mit einer Verallgemeinerung von Levys Theorem beschaftigen. Die Frage, welche
Abbildungen eine Brownsche Bewegung wieder in eine zeittransformierte Brown-
sche Bewegung tiiberfithren kénnen, wird zum Beispiel in [3] ausfiihrlich erortert.
Diesem Paper folgt die hier gewahlte Darstellung. Sie ist in einigen Punkten allge-
meiner, als es spater in der Arbeit benétigt wird. Es zeigt sich, dass die gesuchten
Abbildungen analytisch dadurch charakterisiert werden konnen, dass sie harmoni-
sche Funktionen in harmonische Funktionen tiberfiihren. Solche Abbildungen nennt
man harmonische Morphismen.

1.1 Situation. In [3] wird folgende Situation betrachtet:

Gegeben seien offene Mengen V' C RN, W c R” mit N > n, sowie eine abge-
schlossene Menge U C V mit offenem Kern U. Ferner sei ® : U — W eine stetige

Funktion mit Bild ®(U) C W. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit wird ange-
nommen, dass U, V, W Nullumgebungen sind und dass ®(0) = 0 ist.

Ausserdem sei X = (Xy,Q, P) ein Prozess mit Zustandsraum V und Y = (Y, Q, Q)
ein Prozess mit Zustandsraum W.

1.2 Definition (Welding). Sei 7y := inf{t > 0|X; ¢ U} die erste Austrittszeit.
Das T,-welding (7 Verschweiffen”) von X undY vermdge ® ist der Prozess

@(Xf(sv)) < Ty

7 (w, @ ::{ P(X®
t(w,w) Yt—(rUTU @) t>1y

mit der Verteilung

Ry[Ztl S El,...,Ztn el tr <1y < tk—l—l]

- [)Xé_l(El)(th) cee Xq’_l(Ek)(th)X[tk,tk+1)<TU)
: Q(P(XT)[YVtk-H—T S Ek—H cee )/tn_T S En]dPI,

wobei = 1(y) das Bild des Startpunktes y € ®(U) unter irgendeiner Rechtsinver-
sen Y von P ist.

Die Frage, wann das my-welding zweier Prozesse mit einem gegebenen Prozess mit
Zustandsraum W {ibereinstimmt, wird in [3] in einem fiir die spateren Anwendungen
mehr als ausreichendem Rahmen beantwortet. Fiir erganzende Betrachtungen siehe
[7] insbesondere 1.3, p.209.



1.3 Definition (X-offen). Eine Menge M C V heifit X -offen, falls

Tv(z) :=inf{t > 0| X7 ¢ M} >0

fast sicher fir alle x € M. Fine Menge heifit X -nirgends dicht, falls sie keine
nichtleere X -offene Teilmenge enthdlt.

Wir beschréanken uns nun auf den Fall, dass X und Y jeweils Brownsche Bewegun-
gen sind. Seien also By = (B}, Q, P) und B,, = (B}, {2, P) Brownsche Bewegungen
auf RV bzw. R".

Eine direkte Folgerung aus dem Hauptsatz von [3] (Theorem 1, p. 224) ist dann

1.4 Satz. Sei entweder ® nicht lokal konstant oder n > 2. Dann sind dquivalent:

(1)

Fiir alle f € C*(W),z € U gilt
An(f o ®)(2) = A@)(Anf) 0 B(a)
mit einer stetigen Funktion A(z) > 0, deren Nullstellenmenge
Ny:={zeU|Xz)=0} CU

BY _nirgends dicht liegt. B
Es gibt eine stetige Funktion \ : U — Rar mit BN -nirgends dichter Null-
stellenmenge, die eine Zeittransformation

() = { fg A(Bs)ds <71y

0 ANB)ds +t—T10 L t>TU

definiert, und das Ty -welding Z; von BN und B™ vermdge ® stimmt nach
der inversen Zeittransformation

t(r) :=inf{s >0 |7(s) = 7}
in Verteilung mit B™ dberein, d.h.
ZT(t) ~ Bt-

Diese Aussage ist unabhdngig von der Auswahl der speziellen Rechtsinversen
Y von ®.

Beweis. Der Beweis besteht aus schlichtem Einsetzen der Aquivalenz (i) < (iii)
aus [3], Thm. 1 unter Verwendung der Tatsache, dass %A Generator der Brown-
schen Bewegung ist. Die Bedingung n > 2 ergibt sich, da in diesem Fall Punkte
B™-polar sind ([3],p.223 f.). O

Es zeigt sich, dass eine Abbildung, die die Eigenschaft (1.4.1) besitzt, rein ana-
lytisch dadurch charakterisiert werden kann, dass sie harmonische Funktionen in
harmonische Funktionen iiberfiihrt. Dies wird prazisiert durch
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1.5 Lemma. Sei ® : U — W stetig. Dann sind dquivalent:
(1) Fir alle f € C*(W), z € U gilt

AN(fo®)(x) = A(x)(Anf) o B(x)

mit einer stetigen Funktion A(x) > 0.
(2) Fiir alle offenen Teilmengen W' C W und f € C*(W) folgt aus

Anf=0

in W', dass auch
An(fo®) =0
in @~ L(W’).

Beweis. [2],Thm.1,(ii) & (iv). O

Abschlieflend bleibt nur noch, der Sache einen Namen zu geben.

1.6 Definition (harmonischer Morphismus). FEine Abbildung, die die dqui-
valenten Eigenschaften aus (1.5) besitzt, heifst harmonischer Morphismus.



2. Eigenschaften harmonischer Morphismen.

Neben der im ersten Abschnitt beschriebenen stochastischen Sichtweise kann man
harmonische Morphismen auch eher geometrisch charakterisieren. Harmonische
Morphismen sind nédmlich genau diejenigen harmonischen Abbildungen, die zuséatz-
lich semikonform sind. Die Harmonizitat ist verantwortlich fiir die Martingalei-
genschaft des Bildprozesses, wahrend die Semikonformalitdt Unabhéangigkeit und
gleiche quadratische Variation der Koordinatenprozesse bewirkt.

2.1 Definition (semikonform). Fine differenzierbare Abbildung ® : M — N
zwischen Riemannschen Mannigfaltigkeiten heifit semikonform, falls fur alle Punkte
x e M mit T,® # 0 die Finschrinkung der Tangentialabbildung

T, ®|xr : Ky — TN

auf das orthogonale Komplement von K, = ker(T,®) C T, M konform und sur-
jektiv ist.

L 0 , falls = nicht requldr
do(x) := { | T || , sonst

heifst Dilatation der semikonformen Abbildung.

Insbesondere besagt diese Definition, dass semikonforme Abbildungen keine nicht-
regularen Punkte besitzen, an denen der Rang der Tangentialabbildung grofier Null
ist.

2.2 Satz (Geometrische Charakterisierung). Sei ® : M — N eine differen-
zierbare Abbildung. Dann sind dquivalent:

(1) @ ist ein harmonischer Morphismus.
(2) @ ist eine semikonforme und harmonische Abbildung.

Beweis. [5], p.123. O

Die Eigenschaft (2) lasst sich direkt in ein System partieller Differentialgleichungen
ibersetzen.

2.3 Folgerung. ® = (®!,...,®") : R® — R™ ist genau dann ein harmonischer
Morphismus, falls es eine nichtnegative Funktion X : R™ — RJ gibt mit

(1) A®*(z) =0 ,k=1...n

(2) (VOF, V®I)(z) = \(x)d" .

Beweis. [5], p.112. O
2.4 Bemerkung. A\(x) = dy(x)? ist das Quadrat der Dilatation.

Die Folgerung (2.3) vermittelt einen Eindruck davon, dass harmonische Morphismen
sehr spezielle Abbildungen sind. Insbesondere die Semikonformalitét ist eine schwer
herzustellende Eigenschaft. Fiir m > n kann es keine nichtkonstanten harmonischen
Morphismen ® : R™ — R™ geben. Fiir n = m ist die Situation ebenfalls vollstandig
geklart:



2.5 Satz. Sei @ : R™ — R"™ ein harmonischer Morphismus. Dann gilt:

(1) n=2:® ist eine konforme Abbildung
(2) n > 3: ® ist eine affine konforme Abbildung.

Beweis. [5], p.124. O

2.6 Bemerkung. (2.5.1) besagt, dass der bekannte Satz von Levy tiber die Trans-
formation von Brownscher Bewegung mit holomorphen Abbildungen ein Spezialfall
der Ergebnisse des ersten Abschnittes ist.

Aus (2.5) geht hervor, dass es fiir m > 3 hoéchstens dann harmonische Morphismen
® : R" — R™ nichtkonstanter Dilatation geben kann, falls n > m ist. Im néchsten
Abschnitt werden Beispiele solcher Abbildungen konstruiert, die zu Darstellungen
von Cliffordalgebren assoziiert sind.

Abschlielend sollen noch zwei weitere Eigenschaften harmonischer Morphismen auf-
gelistet werden.
2.8 Satz.

(1) Die Komposition zweier harmonischer Morphismen ®, W ist ein harmoni-
scher Morphismus mit Dilatation dgoy () = de(¥(x)) - du(x).
(2) Harmonische Morphismen sind offene Abbildungen.

Beweis. [5], Ch.10. O

2.9 Bemerkung. (2.8.2) besagt, dass harmonische Morphismen auch an micht
requldren Punkten offen sind. Wie in [5], Ch.8 gezeigt wird, liegen die reguldren
Punkte iberall dicht.



3. Harmonische Morphismen, assoziiert zu Darstellungen von Clifford-
algebren.

Satz (2.5) wirft die Frage auf, ob es tiberhaupt ausreichend viele harmonische Mor-
phismen mit nichtkonstanter Dilatation gibt. Insbesondere stellt sich die Frage, ob
man, wie dies spater benotigt wird, solche Abbildungen ® : R™ — R™ fiir beliebiges
m finden kann. Es ist klar, dass in diesem Falle n > m sein muss. Deswegen wer-
den im Folgenden derartige Beispiele konstruiert. Die harmonischen Morphismen,
deren Komponenten homogene quadratische Polynome sind, lassen sich vollstéandig
durch Darstellungen bestimmter Cliffordalgebren beschreiben. Es ergibt sich, dass
es fiir jedes m > 2 eine solche Abbildung ® : RU™) — R™ gibt, wobei d(m) die
Dimension einer irreduziblen Darstellung der zugehorigen Cliffordalgebra ist.

Fiir die spéater in der Arbeit zu beweisenden Transformationsformeln werden ins-
besondere eigentliche harmonische Morphismen benotigt, die surjektiv sind. Vier
Beispiele solcher Abbildungen, die mit den Faserungen von Sphéaren durch Sphéaren
zusammenhangen, werden am Ende ausgesondert und spater bei der Betrachtung
des dreidimensionalen Coulombpotentials auch benutzt. Zum gegenwartigen Zeit-
punkt sind diese vier und die in (2.5) beschriebenen Abbildungen die einzigen mir
bekannten derartigen Beispiele.

Die folgende kurze Zusammenstellung einiger bekannter Tatsachen iiber Cliffordal-
gebren stammt aus [15].

3.1 Definition (Cliffordalgebra). Die Cliffordalgebra CI} ist die reelle Algebra
mit Erzeugern eq,...,e, und Relationen

67;63'-1-63'67;:257;]‘ 1,7=1...n.

(vgl. [15], Ch. I, §3)

Die Cliffordalgebren und ihre Darstellungen sind seit langem untersuchte Objekte
mit vielfachen Anwendungen in der Mathematik. Folgende Tatsachen werden im
weiteren Verlauf benotigt:

3.2 Satz. Die Klassifikation der Cliffordalgebren CI} und ihrer irreduziblen Dar-
stellungen wird vollstandig gegeben durch

(1) Tabelle:

n 1 2 3 4 5 6 7 8
crr ReR R(©2) C(2) H2) HEQ) oH?2) H4) C@8) R(16)
dn) 1 2 4 8 8 16 16 16

(2) Periodizitdt:
Ol L gp 2 Ol @ (CI5)®F = ClI: @ R(16)%F

d(n + 8k) = d(n)d(R'®") = 16%d(n)

10



Hierbei bezeichnet K(m) := Homg (K™, K™) die Algebra der m x m-Matrizen mit
Koeffizienten in K. Da die Matrizalgebren einfach sind, gibt es jeweils

{ 2 ,n = lmod4
a(n) =

1 , sonst

wrreduzible Darstellungen von CU). Die reelle Dimension der diesen Darstellungen
zugrundeliegenden Vektorrdume ist d(n).

Beweis. [15], Ch. 1,§5. O

3.3 Lemma. Ist p: Cl} — Homg(V,V) eine reelle Darstellung von CI}, so gibt
es ein Skalarprodukt

(,): VXV =R,
so dass die Erzeuger ey, ..., e, von Cl} orthogonal wirken.

Beweis. [15], Prop. 5.16, p.37. Hier wird dies zwar fiir Darstellungen von C1,
bewiesen, zu C!; kann man aber genauso eine endliche Gruppe F) finden mit den
Erzeugern eq,...,e,, einem weiteren zentralen Element —1 und den Relationen
€i€j = —€;€4, 612 = (—1)2 =1. O

Die nun folgende Aussage dient zur Vorbereitung der Konstruktion. Komponenten
der zu konstruierenden Abbildung werden quadratische Formen, die durch Darstel-
lungsmatrizen der Erzeuger der Cliffordalgebra gegeben werden.

3.4 Proposition. Sei p : ClI;; — Homg(V,V) eine irreduzible Darstellung und
(+,-) ein Skalarprodukt mit den Figenschaften aus (3.3). Der Kirze halber wird die
darstellende Matrixz p(ey) wieder einfach mit ey, bezeichnet. Dann gilt falls n > 2

(1) e; =¢;
(2) (ejw,ejw) =0 fir allew € V
(3) spur(e;) =0 firi=1,...,n.

Die erste Aussage ist auch fiir n =1 richtig.
Beweis. (1) folgt wegen
(e;w, w) = (2w, e;w)
= (w, e;w).
(2) Sei i # j. Dann ist
(ejeiw, w) = (eiw,e;rw)
= (eiw7 ejw)
= (w, e;ejw)
= —(w, eje;w)
= —(ejejw,w),

woraus folgt, dass alle Glieder dieser Gleichungskette Null sein miissen.
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(3) Sei i # j. Dann ist
spur(e;) = spur(e?ei)
= spur(eje;e;)
nach zyklischem Vertauschen. Andererseits ist aber

spur(e?ei) = —spur(eje;e;)

wegen der Relationen der Cliffordalgebra. [J

3.5 Folgerung. Furn > 2 ist die zu einer irreduziblen Darstellung der Cliffordal-
gebra assoziierte Abbildung

d=(d',...,0") R L, R"
mit
Ok (w) := (w, epw)
ewn harmonischer Morphismus.

Beweis. Zunachst ist
AD* (w) = 2spur(ey) =0

wegen (3.4.3). Weiterhin ist
(Vo' VI (w) = (e;w, ejw)
S IR
wegen (3.4.2) und (3.3). Aufgrund des Kriteriums (2.3) ist somit die Folgerung
bewiesen. [J

3.6 Bezeichnung. Die in (3.5) konstruierten harmonischen Morphismen werden
im Folgenden Cliffordmorphismen genannt.

Umgekehrt kann man sich auch iiberlegen, dass jeder harmonische Morphismus
® : R™" — R™, dessen Komponenten homogene quadratische Polynome sind, von
einer treuen Darstellung von CU, in R(n) herriihrt.

3.7 Bemerkung. Die Klassifikation der polynomialen harmonischen Morphismen
in [8] besagt, dass die Cliffordmorphismen zu n = 2,3,5,9, eingeschrinkt auf die
Einheitsspharen der Darstellungsrdume, genau die vier Faserungen von Sphdren
durch Spharen liefern:

UL L
St 53 % g2
$* 875 gt
ST 51 B g8,
wobei & := ®|gan)-1. Diese Abbildungen werden im Folgenden sphdirische harmo-

nische Morphismen genannt.
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3.8 Lemma. Die harmonischen Morphismen aus (3.7) sind eigentliche und sur-
jektive Abbildungen.

Beweis. [1], Lemma 4.4 besagt, dass, bis auf etwaige Normierung, die Abbildungen
aus (3.7) genau diejenigen sind, fiir die in [1], Satz 4.6 Gleichheit erreicht wird.
Dies bedeutet

1@(w)[| = [lw]]*.

Urbilder kompakter Mengen sind somit kompakt. Die Surjektivitdt folgt aus [1],
Lemma 4.5 oder wahlweise aus der obigen Bemerkung (3.7). Diese besagen, dass
die Einschrankung von ® auf die Einheitssphére surjektiv ist, weswegen sich dies
aus der Homogenitat der Abbildung auch fiir den ganzen Raum ergibt. [J
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4. Nach unten beschrankte Potentiale.

In diesem Abschnitt werden zunéchst Betrachtungen tiber nach unten beschrankte
Potentiale angestellt. Wie in (4.2) erldutert, kann man sehr einfach sehen, dass fiir
derartige Potentiale die urspriingliche Feynmansche Methode zur Berechnung von
Pfadintegralen das richtige Ergebnis liefert.

In (4.5) wird dann durch eine Integralformel eine erweiterte Resolventenfunktion
R(&, ¢, x) [ug] erklart. Es ist aber zunéchst nicht klar, ob diese Funktion tatséchlich
etwas mit einer Resolvente der Halbgruppe zu tun hat. Um einen solchen Zu-
sammenhang herzustellen, der dann auch ausgenutzt werden soll, wird zu der Zu-
satzvoraussetzung gegriffen, dass die Feynman-Kac-Halbgruppe zum Potential V
vom Typ Cp sein soll. Dann stimmt die Resolvente des Generators mit der der
Halbgruppe iiberein und ist schwach holomorph in der Resolventenmenge. Dies
und der Identitatssatz fiir holomorphe Funktionen wird dann ausgenutzt, um das
Hauptergebnis (4.10) zu erhalten.

Die Literatur ist voll von hinreichenden Bedingungen an das Potential, wann eine
Co-Halbgruppe vorliegt. Meist wird dort untersucht, wann der Operator H =
—%A + V wesentlich selbstadjungiert ist, was die Cy-Eigenschaft der Halbgruppe
mit Generator H impliziert. Da fiir diese Aussagen im Allgemeinen ein zugrundelie-
gender Banachraum fixiert werden muss, wird hier auf derartige explizite Aussagen
verzichtet.

4.1 Bezeichnung. FEine messbare Funktion V : R™ — R, zu der es ein Cy € R gibt
mit V(z) > Cy fir alle z € R™, heifst im Folgenden ein nach unten beschranktes
Potential.

4.2 Bemerkung. Die nach unten beschrankten Potentiale sind vom Standpunkt
der Feynman-Kac-Formel die einfachsten. So folgt zum Beispiel aus dem Satz von
Lebesgue sofort, dass die Feynmansche Methode zur Berechnung von Pfadintegralen,
die aus der punktweisen Approximation von Funktionalen der Form

F(w) = /Ot V(Bs(w))ds : 2 - R

durch Riemannsche Summen, d.h. durch Funktionale

n—1
Fo(w) = % S V(B (@)
k=0

besteht, tatsdchlich mit der Berechnung der Erwartungswerte vertauscht, d.h. es
gilt
Up(z,t) := E* [uo(Bt)e*F”(w)] "2 u(x,t) == BT Jug(By)e T

fur festes x € R™.

Wenn man Pfadintegrale als Limites solcher endlicher Feynmanapproximationen

erklaren will, stofit man auf das Problem, dass im allgemeinen Limes und Integra-
1

tion eben nicht mehr vertauschen. Das Coulombpotential V (x) = ~Tal liefert ein
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solches Beispiel. Zu einem gegebenen Potential a priori konvergente Feynmanap-
proximationen zu konstruieren, ist meines Wissens ein offenes Problem. In dieser
Arbeit werden in bestimmten Spezialfiallen Pfadintegrale fiir nicht nach unten be-
schrankte Potentiale in solche mit beschrankten Potentialen transformiert.

Dazu wird wie folgt vorgegangen: Zunachst wird eine Resolventenfunktion mit ei-
nem zusatzlichen komplexen Parameter betrachtet. Diese Funktion kann in einem
offenen Bereich K C C? durch eine Integralformel dargestellt werden. Dort ergibt
sich dann eine Identitit zwischen den zu ineinander transformierbaren Potentia-
len gehorenden Resolventenfunktionen. Diese ist dann auf jedes einfach zusam-
menhangende Holomorphiegebiet, das K enthélt, fortsetzbar.

Der erste Schritt besteht nun im Nachweis der Vertauschbarkeit von zeitlicher In-
tegration und Erwartungswertbildung fiir nach unten beschriankte Potentiale.

4.3 Lemma. Sei K := {(£,¢) € C?|Re(¢) > 0,Re(€ + Cy¢) > 0}, V ein nach
unten beschrinktes Potential und ug € L= (R™). Ist (§,() € K, so gilt fiir fast alle
weN:

/Ooodt wo(By(w)) exp (—/Ot<£+<V)<BS)ds>‘

[[uolloo
~ Re(§+(Cy)’

Beweis. Lebesgue-fast sicher ist |ug(B:)| < ||uo||oo, also ist die Aufenthaltszeit

(W) = /0 va(B.)ds

von Brownscher Bewegung in der Menge A := {x| |ug(z)| > |Juo||} gleich Null fiir
fast alle w. Daraus folgt

/OOo dt uo(By) exp (— /Ot(£+CV(BS))ds)‘

[ee) t
< [ at Juolexp (— / (£+CCv)d8)

o0
= IIUOIIOO/ dt e~ Re(E+CCy)t
0

[uolloo

= Re(c +¢Cy)

Das néachste Lemma sagt aus, dass es sich bei den Feynman-Kac-Halbgruppen zu
nach unten beschrankten Potentialen um quasi beschrankte Halbgruppen im Sinne
von [13], p.487 handelt.
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4.4 Lemma. Sei ug € L*(R™). Ist Re(¢) > 0 und V nach unten beschrinkt, so

gilt:
‘Ew [u()(Bt) exp <_< /O t v<35>d8>} ‘

< e VRO g o

Beweis. Dreiecksungleichung

2 wn(Boess (¢ | t Vi) |

< & lwBolexp (~Re(o) [ t V(s )]

< e—CvRe(C)tHuOHOO 0

Der Satz von Fubini liefert nun nach diesen Vorbetrachtungen

4.5 Folgerung. Fir ug € L>*(R"™), V nach unten beschrinkt und (£,() € K
konvergiert

R( ol =2 | [ at w(Ben (- [ (e cviimas)]

:/OOO dt e S'E” {uo(Bt)eXp (—g /OtV(Bs)ds)} .

Die Punktion Ry (€, (, x)[ug] ist holomorph in K.

t

Wie in der Einleitung zu diesem Abschnitt bereits erwdhnt wurde, miissen nun
Zusatzvoraussetzungen an das Potential gemacht werden, um die oben definierte
Funktion mit der Resolvente des Generators vergleichen zu konnen.

4.6 Voraussetzung. Stellt Multiplikation mit dem Potential V einen Operator
dar, der relativ A-beschrankt ist im Sinne von [13], Thm. 2.4, p.499, so ist Ay =
%A — V wesentlich selbstadjungiert. Im Folgenden soll ein nach unten beschranktes
Potential auch noch diese Voraussetzung erfillen.

4.7 Folgerung. Unter den genannten Voraussetzungen stimmt die oben definierte
Funktion fiir ( =1 mit der Resolvente des Generators uberein, d.h. es ist

Ry (&,1,x) [ug] = Res(Av, &)ug
fir Re(§) > —Cly.

Beweis. Die Voraussetzung bedeutet, dass die Feynman-Kac-Halbgruppe zum Po-
tential V eine Cy-Halbgruppe mit Generator Ay ist. Die Behauptung folgt dann
aus [20], p.240 ff. O

Die Resolventenfunktion besitzt eine Invarianzeigenschaft, deren einfachste Form
folgendermafien beschrieben werden kann:
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4.8 Lemma (Globale Transformationsformel). Ist ® : RY — R" ein surjek-

tiver harmonischer Morphismus mit Quadrat der Dilatation d% = X\, ® eigentlich
und ug € Co(R™) C L*®(R™), so gilt nach Wahl einer Rechtsinversen v zu D:

Ry (&, ¢, x)[uq]
= Ev@) UOOO dt MN(By)ug o ®(By) exp (— /Ot MBs)(E+ (Vo @)(Bs)ds)} :

Der Beweis benutzt wesentlich die Invarianzeigenschaft (1.4). Dabei sind die Vor-
aussetzungen so gemacht, dass kein 7-welding notig ist. Der harmonische Morphis-
mus wird als surjektiv vorausgesetzt. Dies ist fiir die spater betrachteten Beispiele
ausreichend. Vor dem Beginn des Beweises wird die Notation etwas vereinfacht.

4.9 Notation. Mit
d* : C(R") — C(R")

wird die Abbildung
" f(z) == AMx) - (f o @)(2)

bezeichnet.

Die Abbildung ®* stellt die schon erwdahnte Transformation der Anfangsbedingun-
gen dar.

Beweis. Zunédchst wird erlautert, was (1.4) unter den hiesigen Voraussetzungen
ergibt:

Ist B; die Brownsche Bewegung in RY und

die durch das Quadrat der Dilatation des harmonischen Morphismus gegebene Zeit-
transformation, so ist

®(By(r)) ~ Br,

d.h. die abgebildete, invers zeittransformierte Brownsche Bewegung im R” stimmt
in Verteilung mit der Brownschen Bewegung in R” iiberein.

Bezeichnet ¢(7) die inverse Zeittransformation wie in (1.4.2), so besagt der Trans-
formationssatz fiir Integrale

/0 " dr (o 0 ®)(Bygry) exp (— /0 e+ Vo (I))(BS(U))da>
= /Ot(oo) dt M(By)(ug o ®)(B;) exp (— /Ot MéE+ (Vo @)(Bs)ds)
= /OOO dt ®*ug(By) exp (— /Ot (€ + cv)(Bs)ds) ;
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fiir fast alle w € Q, da t(oc0) = oo fast sicher. Damit gilt

Ry (&, ¢, w)[uo]
_ g UOOO dr uo(B,) exp (— /OT(g + CV)(BU)dJ)}

=520 | ["ar (o) Buexn (- [ (4 6V o) Buo)io )
= Ev@) UOOO dt ®*ug(By) exp (— /OT d* (¢ + CV)(BS)ds>]

wobei E die Erwartung beziiglich der Verteilung von Bi(;y = X+ bezeichnet. [J

Das nachste Resultat stellt den zentralen Punkt dieser Arbeit dar. Alles Weitere
besteht eigentlich nur noch aus Variationen dieses einen Themas.

Fiir sich betrachtet ist die folgende Gleichung sicherlich iiberraschend. Sie besagt,
dass die erweiterten Resolventenfunktionen fiir vollig verschiedene Potentiale in
verschiedenen zugrundeliegenden euklidischen Rdumen auseinander hervorgehen,
wenn man nur die Anfangsbedingungen passend verandert.

Da die erweiterten Resolventenfunktionen aber speziell die Resolvente umfassen, be-
deutet dies, dass, wieder bis auf Beriicksichtigung der analytischen Fortsetzungspro-
blematik, die Losung der Warmeleitungsgleichung fiir ein Potential aus der Losung
fiir das duale Potential erhalten werden kann.

4.10 Folgerung. Ist ®*V = ¢, so gilt
Ry (€, ¢,)[un] = Rs_ (c€. c6, () [@7uo).

fiir (€,¢) € L:={(&,¢) € C* |- Re(¢) > 0, Re(€) > 0}.
Beweis. Aus ®*V = ¢ folgt

" (€ + (V) () =& Ax) + (e

B
“v.e T

Da das Quadrat der Dilatation positiv ist, konvergiert

/O "t O ug(By) exp (- /O "+ gc)(Bs)ds>

fiir alle cRe(¢) > 0 und alle Re(¢) > 0. Man kann nun die Rechnungen in (4.8)
vom Bildpotential in RY her zuriickverfolgen und erhilt fiir den angegebenen Kon-
vergenzbereich

Ry (¢,¢, @) [ug) = BV [ /O Tt *ug(By) exp (— /0 T(
= RV%@ (CC,C&,@U(.’E))[@*U()] O

éc
Vod

+coBs)|

18



4.11 Bemerkung. Die Formel (4.10) wurde in anderer Form zuerst in [4] fiir den
Fall des Coulombpotentials formuliert. In [2] finden sich bereits Betrachtungen,
i deren Zusammenhang die sphdrischen harmonischen Morphismen besonders er-
wahnt werden.

Wie erhalten wir nun aus dieser Identitat die gesuchte Information iiber die Resol-
venten der dualen Potentiale ?

Dazu miissen wir zwei Fille unterscheiden. Ist ¢ > 0, so ist die Situation klar. Die
Hyperebenen H := {(£,1) [€ € C} und G := {(1,(¢) |¢ € C}, auf denen die jewei-
ligen Resolventen leben, schneiden beide den Konvergenzbereich in einer offenen
Halbebene. Die analytische Fortsetzung auf den Rest der jeweiligen Ebenen sollte
also die Resolventen der Halbgruppen zu den jeweiligen Potentialen ergeben.

Der Fall ¢ < 0 ist schwieriger. Hier schneidet nur die Ebene H den Konvergenzbe-
reich. Um eine Chance zu haben, die Resolvente fiir V berechnen zu kénnen, muss
man zunachst entlang H bis zum Treffpunkt mit G fortsetzen, um dann aus dem
somit dort erhaltenen Funktionskeim die Resolvente auf G zu rekonstruieren. Ins-
besondere das Problem, unter welchen Umstanden die so konstruierte holomorphe
Funktion auf G mit der Resolvente iibereinstimmt, erscheint recht schwierig. Es be-
stehen verwandte Probleme in der analytischen Storungstheorie von Semigruppen
[13].

Im Falle, dass wir fiir eines der Potentiale {iber exakte Losungen verfiigen, sieht die
Situation anders aus. Hier fallt die Fortsetzungsproblematik weg.

4.12 Beispiel. (1) Sei VF := £|2|* : C - R, a € Z, a > —2. Sei weiterhin
®45 : C — C die holomorphe Funktion

Dp(2) = (%) 2P.

Dann ist ® nach (2.5) ein eigentlicher harmonischer Morphismus und es gilt

* ]‘ ! «
PV (2) = j:1|<I>5(Z)|2l<1>5(2)|

1/2\?
— 4= (2 2|, |aB+26-2
4(5) #2)

~

Falls (o + 2)5 = 2 ist, folgt also
@Evai(z) = +1.
Es ist dann
+ 2 “ aB
Vo o®s(2)==x(=) |7
&)
= t(a + 2)*|z|ats.

19



Einsetzen in (4.10) ergibt somit

Ripope (6 Cadluol = Ry e (G, 6, (2)) [0 wo]
e 20, (FC, 6, (2) (97w,

F(at2)=als| " 3F2

falls die zweite Resolventenfunktionen ausreichend analytisch fortgesetzt werden
kann. Physikalisch bedeutet dies, dass die Pfadintegrale in Impulsdarstellung fiir
ganz verschiedene Potentiale auseinander hervorgehen. Duale Exponenten ergeben
sich durch a = O?—f2 Diese Dualitat fiir Zentralpotentiale war wohl schon Newton
bekannt [9)].

(2) Das dreidimensionale Coulombpotential ist mittels des zu der Faserung St —
S3 — S? (Hopfabbildung) gehorigen sphirischen harmonischen Morphismus zu der
Darstellung von C'3 adquivalent zum harmonischen Oszillator. Die Abbildung wird

mit
d:R* - R?

bezeichnet. Nach (3.8) ist diese Abbildung eigentlich und es ist |®(x)| = |z|? sowie
ANr) = dg(2)? = 4|z

Sei nun V(z) = —ﬁ. Dann ist
Afz?
TV = — =4
|@(2)|
sowie
b —|z|?
Vod(z) '

Einsetzen ergibt nun:

R—ﬁ (57 G l’)[U()] = R—\m|2(_4C= —4¢, ¢(w))[q)*u0]

Dies zeigt die Dualitiat zwischen dem dreidimensionalen Coulombpotential und dem
vierdimensionalen harmonischen Oszillator.

4.13 Bemerkung. Die Transformation ® ist in der Himmelsmechanik schon lange
als Kuustanheimo-Stiefel-Transformation bekannt. Dort reqularisiert sie die nicht-
hausdorffschen Punkte des Modulraumes der klassischen Bahnen [19], p.277.

4.14 Bemerkung. Natirlich hdtte man auch gleich mit der Hopfabbildung die
zugehorigen Schrodingergleichungen ineinander tiberfiihren konnen.
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5. h-harmonische Morphismen.

In diesem Abschnitt werden die Transformationsformeln (4.8), (4.10) auf den Fall
h-harmonischer Morphismen verallgemeinert. Es zeigt sich hierbei, dass die Defor-
mation der Metrik einem zuséatzlich auftretenden Potentialterm aquivalent ist.

5.1 Definition (h-harmonische Funktion). Sei h € C*°(M) eine Funktion mit
h(x) > 0 fiir alle x € M. eine Funktion u € C?(M) heifit h-harmonisch, falls gilt:

Apu+2(Viogh,Vu) = 0.

5.2 Bemerkung. (1) Fir dim(M) # 2 ist
Al = @m0 (Ayy + 2(Viogh, V.))

der Laplace-Beltrami-Operator zur Metrik g = hmg auf M. h-harmonische
Funktionen auf (M, g) sind also harmonische Funktionen auf (M,g"™). (2) Falls
h selbst harmonisch ist, so ist u h-harmonisch genau dann, wenn w - h harmonisch
15t.

5.3 Definition (h-harmonischer Morphismus). Eine stetige Abbildung ® :
M — N heifst h-harmonischer Morphismus, falls fir alle auf einer offenen Menge
V C N harmonischen Funktionen f:V — R die Funktion fo® : ® (V) - R auf
f~Y(V) h-harmonisch ist.

5.4 Bemerkung. Fir dim(M) = dim(N) = 2 gibt es nur h-harmonische Mor-
phismen mit h = 1. (5.2) bedeutet also keine wirkliche Einschrdnkung.

Aufgrund der Bemerkung (5.2) ist es versténdlich, dass h-harmonische Morphismen
eine dhnliche Charakterisierung wie harmonische Morphismen in (2.3) besitzen.

5.5 Proposition. ® = (®!,...,®") : RY — R" ist ein h-harmonischer Morphis-
mus genau dann, wenn eine nichtnegative Funktion A : RN — R(J{ existiert, so
dass

(1) Ap®F +2(Vlogh, VO*) =0
(2) (VOF, V&) (z) = A(z)d*

Beweis. [5], Ch.12, p.140 f. O
5.6 Definition (h-Prozess). Der durch

t
XM:=B, + / V log h(By)ds
0
gegebene Prozess auf RY heisst h-Prozess mit Startpunkt .

Der h-Prozess wird in dem nachher zu beweisenden Analogon der Transformations-
formel (4.8) fiir h-harmonische Morphismen die Rolle der Brownschen Bewegung
in RY spielen. Die Verteilung des h-Prozesses besitzt eine explizit beschreibbare
Girsanovdichte beziiglich des Wienermafles. Diese wird jetzt ausgerechnet.
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5.7 Bemerkung. Aufgrund der Voraussetzungen an h in (5.1) ist der Prozess
¢s := Vlog h(Bs)

pravisibel.

5.8 Satz (Girsanovtransformation). Ist

t 1 [t
D, := exp (_/ Vlog h(Bs)dBs — 5/ |V log h(Bs)‘2ds>
0 0

ein P-Martingal, so ist X' eine Brownsche Bewegung beziiglich Q, wobei

d
%‘FH = Dy fir alle t.

Beweis. [18], (38.9) Theorem, p.82. [

5.9 Lemma. Die Girsanovdichte in (5.8) ldsst sich umschreiben zu

o - (0] o [ s

mit W(z) = (Y22 + 52) (z).

Beweis. Einfaches Einsetzen der Ito-Formel ergibt
1
dlog h(By) = Vlog h(Bt)dB; + iAlog h(Bs)ds,
also
t t 1
/ Vlog h(Bs)ds = / dlog h(Bgs) — §A10g h(Bs)ds
0 0
1 [t
= log h(B¢) — log h(By) — 5 / Alog h(Bs)ds.
0

Einsetzen in (5.8) und

hAh — 2|Vh|?
h2

Vlogh — |Viogh|* =

ergibt die Behauptung. [J

5.10 Bezeichnung. W heifit im Folgenden das h-Potential.
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5.11 Lemma. Sei ® : RY — R" ein surjektiver h-harmonischer Morphismus
und Xy der h-Prozess aus (5.6). Dann geniigt Yy := ®(X;) der stochastischen
Differentialgleichung
dYF = Vor(X,) - dB;.
Beweis. Ito-Formel
1 9%k :
k __ k 7
aYy” = VO (X,) - dX; + §WdXt -dX]
1
= VO*(Xy) - [dB; + Vlog h(B;)dt] + §A<I>kdt
= VO (X,) - [dB; + (Vlog h(B;) — Vlog h(B;))dt]

= VO*(X,)dB,. O

5.12 Proposition. Sei nun wieder

T(t) ::/0 MXM)ds

mit (VO V®I)(x) = XNx)d" die Zeittransformation. Sei weiterhin Z,. gegeben
durch
Zr = X[y

Dann stimmen ®(Z.) und B, in Verteilung tiberein.

Beweis. [7], Theorem 2, p.218. O

Die Situation ist also v6llig analog zu der in Abschnitt 4 behandelten. Die Brown-
sche Bewegung auf RY wird lediglich durch den h-Prozess ersetzt. Die Vertei-
lung des h-Prozesses besitzt eine gutartige Dichte beziiglich Brownscher Bewegung.
Es ist bemerkenswert, dass sich eine quasikonforme Anderung der Metrik darin
iibersetzt, dass man stattdessen genauso eine Brownsche Bewegung im h-Potential
betrachten kann.

5.13 Lemma (Transformationsformel fiir h-harmonische Morphismen).

Sei @ : RV — R” ein surjektiver und eigentlicher h-harmonischer Morphismus
sowie ug € Co(R™). Dann ist

B UOOO dt o (By) exp (— /Ot(g + CV)(BS)ds>]

g UOOO dt *u(B,) {Zig‘z” exp (- /Ot(g F BTV + W)(Bs)dsﬂ .

Beweis. Analog wie bei dem Beweis von (4.8) gilt

E* [/OOO dr uo(B,) exp (— /OT(g + CV)(BU)do)]

_pe [/OOO dt & ug(XM) exp (_ /Ot(gAJqu)*V)(Xf)ds)] ,

23



wobei E die Erwartung beziiglich der Verteilung Q von X[ ist. Wegen (5.9) ist dies
dasselbe wie

BY@) VOOO dt ©*ug(By) {Z%ﬂ exp <— /Ot(g LV — W)(Bs)ds)} O

5.14 Folgerung. Fualls ®*V = ¢ € R, so folgt unter den Voraussetzungen von
(5.13)

Ry (&, ¢, x)[uo]
= Ev@ VOOO dt ®*ug(By) [Z((giﬂ exp <— /Ot(cC + % — W)(Bs)ds)]

fiir alle (§,¢) € L.
Beweis. Einsetzen in (5.13). O

5.15 Bemerkung. Die Formel ist nutzlich, falls exakte Losungen der Schrodinger-
gleichung fiir den Operator H = —%A + W bekannt sind.
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6. Distributive Anfangsbedingungen.

Wenn man in das Feynman-Kac-Funktional formal die Deltadistribution einsetzt,
so erhalt man den Warmeleitungskern. Es ist also niitzlich, auch fiir den Fall distri-
butiver Anfangsbedingungen eine Transformationsformel zur Verfiigung zu haben.
Einsetzen distributiver Anfangsbedingungen macht den U’bergang zur dualen Halb-
gruppe erforderlich. Dies wird im Folgenden erlautert. Zunéchst wird eine Klasse
von Potentialen beschrieben, deren zugehorige Feynman-Kac-Halbgruppen auf einer
offenen Teilmenge der U C R"™ eine Art Fellereigenschaft besitzen: Die Halbgruppe
iiberfiihrt stetige beschrankte Funktionen in R™ in stetige beschrankte Funktionen
auf U. Liegt der Trager einer Distribution in U, so lasst sich die adjungierte Halb-
gruppe in einem fiir den Beweis einer Transformationsformel ausreichenden Mafle
erklaren.

6.1 Lemma. Sei V : R" — R ein nach unten beschrinktes Potential V > Cy/, das
folgender Bedingung (%) gentigt:

Fir fast alle w € Q gibt es eine offene Umgebungen T, := T,(t,x) C R™ wvon
{Bs(w) + z|s € [0,t]} fir allex € R™, t >0, so dass V' auf T, stetig ist.

Dann ist fir f € Cy,(R™) die Funktion

i) = 5 By (- [ vias)|

stetig in .

Beweis. Wahle zunéachst dg so, dass

BY(w) = Bs(w) +y € T,

S

fir alle s € [0,¢] und alle y mit |x —y| < dp(w). Fiir alle s € [0, t] erhalten wir somit
(punktweise) Konvergenz

lim V(Bs(w) + z) = V(Bs(w) +v),

Yy—x

da V|, stetig ist. Aus dem Satz von Lebesgue folgt somit, da V nach etwaiger
Schrumpfung von 7, als beschrankt angenommen werden kann, dass

lim/ V(Bu(w) +2) — V(By(w) + 9)| = 0
y—=z Jq

ist. Wegen

exp (— /Ot V(Bf)ds) — exp (_ /Ot V(ij)ds)‘ < e Ovt

gibt es also zu einem vorgegebenen € > 0 ein d; < §p mit

exp<_/0tV(B§)ds>—eXp< /vBy )‘ W;Itl
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fiir alle y mit |z — y| < 61 (w). Fiir fast alle w erhalten wir somit

exp (— /Ot V(Bf)ds) — exp <— /Ot V(B?’;)ds)‘ = 0.

Weiterhin ist der Ausdruck in Betragsstrichen Lebesgue-beschrankt, namlich durch
2¢~Cvt. Es folgt also

lim
y—)ft

lim 2 [oxp <_ /OtV(Bf)ds> ~exp (- /OtV(B?;)ds)
= lim fexp (— /OtV(Bf)ds) ~ exp (— /OtV(Bg)ds)‘
.y

Da f € Cp(R™) selbst stetig war, folgt auch
lim [f(B) — f(B{)| =0
Yy—x
fiir alle w € 2. Da f beschrinkt ist, ist nach dem Satz von Lebesgue ebenfalls
lim E|f(B{) — f(BY)
y—x
=E lim |f(BY) — f(BY)|
Yy—x
=0.
Aufgrund der Ungleichung

senen (- [ Vi) - e (- [ vienas)

t ¢
exp (—/ V(B?)ds) — exp (—/ V(Bg)ds)‘
0 0
folgt nun sofort

B[ rwnes (- [ vienas) - senes (- [ v <o

Dies ergibt die Stetigkeit von 7T} f in x. [

<emVIF(BT) — F(BY]+IFIl-

lim
y*)CC

6.2 Folgerung. Sei S C R" abgeschlossen und polar fiir Brownsche Bewegung und
das nach unten beschrankte Potential V stetig in R™ — S. Dann ist Ty f stetig in
allen Punkten x € R™ — S.

Beweis. Eine Menge S heifit polar fiir Brownsche Bewegung, falls
P({W| 3t>0 : Bt((.d) € S}) =0.
Ist S zuséatzlich abgeschlossen, so ist fiir fast alle w € 2

inf d(S, B > 0.
ot (S, Bs(w))

Damit erfiillen die hier betrachteten Potentiale die Bedingung (x) aus (6.1). O
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6.3 Definition (einfaches Potential). Die Potentiale in (6.2) heifien einfache
Potentiale. Die Menge der Unstetigkeitsstellen einfacher Potentiale wird im Fol-
genden stets mit S bezeichnet.

6.4 Definition (zuléssige Distribution). Ist V ein einfaches Potential, so heifit
die Distribution mit kompaktem Trdager p € Cy,(R™)* zuldssig fir V, falls

supp(p) C R™ — 8.

6.5 Lemma. Sei u zuldssig fir V und

T p(f) == w(Tef).
Dann ist Ty € Cp(R™)* fiir alle t > 0.

Beweis. Sei U eine Umgebung von supp(p) mit U NS = (). Nach (6.2) ist dann
T, f € C(U) stetig in U fur alle £ > 0.

Da

t

1)) < B |15ty esp (- [ v )
0
< || flle=*
folgt, dass
T2 fllo == sup [T f ()]
zeU
<e IS

ist. Somit ist T} f € Cp(U). Wegen p € Cy(U)* ist auch

1(g)l < Kullgllo

Also folgt

(T )| < Kl T fllo
< Kue @I f]. O

6.6 Bemerkung. Wie man sieht, erhalten wir sogar die Abschatzung

1T pll < el

6.7 Bemerkung. T} ist die adjungierte Halbgruppe zu T;. Starke Stetigkeit von
Ty tbersetzt sich in schwache Stetigkeit von T} im Sinne der Distributionen. Siehe
dazu [20], p.272 ff.

Zum Abschluss soll nun eine Transformationsformel fiir die Deltadistribution d,
angegeben werden.
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6.8 Bemerkung. 6, ist zuldssig fir das einfache Potential V, falls y & S.

Um die Transformationsformel fiir die Deltadistribution zu formulieren, werden
einige bekannte Tatsachen iiber Brownsche Briicken benotigt. Diese werden im
Folgenden zusammengestellt.

6.9 Bezeichnung. Die Brownsche Bewegung mit Startpunkt x € R™ wird mit BY
und das zugehorige Mafl mit P* bezeichnet. Die Brownsche Briicke mit Startpunkt
x € R™, Endpunkt y € R™ und zeitlichem Parameterbereich t wird mit b*¥!, s €
[0,t] bezeichnet. Das zugehorige Maf sei Q*Y:t.

Das Brownsche Briickenmaf ergibt sich aus dem Wienermafl durch Bedingung auf
die o-Algebra o(B; *(F;)). genauer gilt

6.10 Lemma. Sei A € F;,_. Dann gilt

_ (y—=)?
e 2t

P = [y S anra),

Beweis. [17], p.39. O

6.11 Folgerung. Die Feynman-Kac-Formel kann auch in der Form

1) = [ ay %ﬂyw o (- [ t Vs )|

geschrieben werden.

6.12 Lemma. Ist u ¢ S, so gilt die schwache Identitdt

_(y—w)?

w e 2t t
776, = —F — V(b“Yt)d .
0= orn)s {eXp< / (b5*") ﬂ

Beweis. Es ist

Ty 6u(f)

I

>
S
~—~
e
~—~
~
S~—
SN—
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6.13 Lemma. Seien V,K wie in (4.5) und p eine Distribution mit kompaktem
Trager. Sei U eine Umgebung von supp(p) mit U NS = (. Dann konvergiert fir
alle (&,() € K das Integral

Ro(e 0l = [ at S [ (¢ [ viBnas)]

- (E {/OOO dt e ¢ f(BY) exp (_C/Ot V(Bg)dS)})

Die Funktion ist holomorph in K. Kurz bedeutet dies
Ry (& Ol (f) = n(Rv (&, ¢, 2)[f])-

Beweis. Aufgrund der Ungleichung (6.6) erhalten wir fiir Re(¢) > 0

b | 5te (~ | t vy

Damit konvergiert das Integral fiir (£, () € K analog wie beim Beweis von (4.5). Da

nach (6.5)
B[ rstes (¢ t vBds)| € o)

ist, folgt auch die Stetigkeit der Laplacetransformierten

/OOO dt e $'uE {f(Bf) exp (— /Ot V(Bﬁ’)ds)} € Cy(U).

< e~ ROV 1.

Dieses Ergebnis erhalten wir wie folgt: Mit der Abkiirzung

wctet) = B |18 e (¢ [ viBnas)]
folgt namlich fiir (£,¢) e K
\/ dt e Stue(z,t) — / dt e Stue(2/,t)] < /Oo dt et ue(x,t) —ue (2, 1)].
Ist u¢(-,t) stetig in x, so gilt fir alle 2’ mit |z — a:?| < ¢, dass

|UC(CC7t) - UC(ZL’ ,t)' < e_Re(C)CvtE.

Also erhalten wir
|t et - ucla' )
0

< / gt e—(RBe(©+Cv Re(O)t
0

9
~ Re(¢+ Cv()’

was die Stetigkeit der Laplacetransformierten an den Punkten beweist, wo u¢(z,t)
stetig ist.

Aus (4.5) erhalten wir somit die Behauptung. O
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6.14 Folgerung. Ist u ¢ S und V ein einfaches Potential, so ist

t

Rel6 BN =B | [ ar fnen (- [
= Su(Rv(6,¢,2)[f))

e+ as)|

Desweiteren gilt schwach

_(y—w)?

/OOO dt ﬁE [exp (— /Ot(g + CV)(bZ’y’t)ds)} _

Mit diesen Vorbereitungen ldsst sich nun die zu (4.8) analoge Aussage fiir Distri-
butionen mit kompaktem Trager beweisen.

IIls

RV (57 C) [5u]

6.15 Folgerung (Globale Transformationsformel fiir Distributionen). Ist
® : RY — R” ein surjektiver und eigentlicher harmonischer Morphismus mit Dila-
tation dg(x) = MNz)2, f € Co(R™) und p eine zulissige Distribution mit kompaktem
Trager, so gilt

Ry (&, O [d(f) = u (E VOOO dt ®* f(BY™)exp (— /Ot (¢ + CV)(Bf(I))dS)D

nach Auswahl einer Linksinversen 1 von ®.

Speziell etwa flir die Deltadistribution lasst sich ein besseres Resultat erreichen.
Dazu wird das Volumenelement von R™ entlang der Abbildung ® zerlegt. Ansch-
lieBende Integration iiber die Urbilder von Punkten aus R"™ ergibt den Kern einer
Distribution, die direkt auf den Anfangsbedingungen f € C,(R™) wirkt und nicht
nur auf ihren Transformierten ®* f € Cy,(RY).

6.16 Bezeichnung. Sei ® : RY — R"™ wie in (6.15). Mit x werden die Koor-
dinaten in RY und mit dz das zugehérige Volumenelement bezeichnet. y und dy
bezeichnen das Entsprechende fiir R™. K, := ® 1(y) C RY bezeichnet das Urbild
von z und dK () das entsprechende Volumenelement am Punkt x € K. Auferdem
bezeichne x den Hodgeoperator.

Die benétigten Tatsachen iiber die Zerlegung der Volumenform werden im folgenden
Lemma zusammengefasst. Siehe dazu [10],p.2.

6.17 Lemma. (1) Ist in x € RN der Rang der Kotangentialabbildung T ® mazi-
mal, so st

Trd(d Trd(d
Lo T2®(dy) AT 0(dy)

1120 (dy) |2
T ®(dy)

= —* 77 AdK )
TTe(ay)) " @
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(2) Ist I : T R" = T,R" die Identifikation von Tangential- und Kotangentialraum
mit Hilfe des Skalarproduktes und C(x) := T,® oI o T;® : T/RY — T,RY, dann
18t

|75 @ (dy)||* = det C(x).
Insbesondere ist der Rang von T;® genau dann mazimal, wenn C(x) invertierbar
15t.

(8) Speziell fiir den harmonischen Morphismus ® ist

det[CY (z)] = det[(VD', VI7)]
= det(\(z)6%)
= Az)".

Beweis. Zu (1) und (2) siehe [10], p.2. (3) wurde praktisch bereits oben ausgerech-
net. [

Mit dieser Mafzerlegung erhalten wir nun fiir die Deltadistribution die schwache
Identitéat

6.18 Lemma. Seiu ¢ S. Dann erhalten wir fir (€,¢) € K die Darstellung

_le—ww))? w<u>|2

B [ [ e

A=) T E {exp (- /Ot d* (¢ + CV)(b;/’(“)’“)dsﬂ .

Beweis. Es ist

Ry (€, Q)[0u](f)
:RV<£ C‘a )[ ]

WE UOO dt &* f(BY™) exp (— /t (€ + (V)(B;”(“))dsﬂ
0 0

_lz=v )| w(u)l

(6. 10) _ ! * P (u),x,t ):|
/ dt /RN dx @* f(x (27Tt) ———F [exp( /0 Q™ (&4 CV)(bE )ds

wegen (6.17) und der Eigenschaft, dass die Urbilder K, fiir eigentliche harmonische
Morphismen kompakt sind, ergibt sich nun
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o . e_%
Ry Q) = [ a || ek, ) ) s

Blew (- [0+ <v><bz’<“>vw’f>ds)]

| —p(u)|?

/dt /ndy/ dK,( f(y)ﬁ
B e (- / (64 VIO ds )|

_le— w(uﬂ?

:/Rn W 1y / dt/ 4Ky (27rt)

E[exp( /0 (€ + (V)Y )]
O

6.19 Satz (Dualitit der Propagatoren). Ist ® : RY — R" ein surjektiver
und eigentlicher harmonischer Morphismus mit ®*V = c. Dann gilt fir ({,() € L

(siehe (4.10))
(1) Rv(&.QB,I() = Ry (e, e, ()" ]
(2)

[z —(u)|?

/ dt/ K, ( W.A(m)i"
e o)

Beweis. (1) ist folgt aus (6.15) und (4.10). (2) erhélt man nach Einsetzen des
dualen Potentials in (6.18). O

IIle

Ry (&, C)[0u]

6.20 Zwei Beispiele. Die Beispiele aus (4.12) sollen erneut betrachtet werden.
Mit Hilfe der Mehlerschen Formel wird ein Ausdruck fiir den Propagator des 2-
bzw. 3-dimensionalen Coulombpotentials gegeben. Wesentlich ist hierbei, dass die
schwierige Frage der analytischen Fortsetzbarkeit hier wegfallt, da die Mehlersche
Losung fiir den harmonischen Oszillator explizit in den Parametern &, ¢ hingeschrie-
ben werden kann.

(1) Hier wird die Dualitéat gegeben durch (o = 2)

R_ 1 (& ¢ @)[uo] = Rapz2 (G, €, 9 (@) [@ o
- R\z|2(4Ca §7¢($))[4|Z|2u0(22)]
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mit ®(z) = 22
Fiir die Deltadistribution ergibt sich nach (6.19)

R_ 1 (60,10
= Ry.12(4C, €, 2%)[4] 22 f(2)]

) t
1 [T {4|Bﬁ|2f<<3ﬁ>2>exp (—5 / |Bﬁ|2ds)]
0 0

= 4/00 dt e4Ct/ du dv pf(a(x),u) p(b(z),v) - (u? +v?) f(u? — v?, 2uv)
0 R2

mit \/z = a(z) + ib(x). Dabei ergibt sich der Propagator p¢ durch die Mehlersche
Formel

(a4 = exp[—\/g(.:ﬂ2 + y?) coth(y/2€t) — 242y - cosech(\/_t)]
Pk 9= /27 sinh(\/2€t)

Direktes Einsetzen in (6.18) ergibt

R_ (6 Q1,10
|z —yI

/ / dK,(2')———FEexp (4@—45/ Y72 ds).

Wegen K, = {+/z} und dK,(2') = 1[6(2' — \/2) + 6(2' + /)] folgt

00 4¢t g2 t _
R0 = [ | ey (e [ pas)
1] 0 47t 0

/ 2 t
te S Fexp (4Ct —45/ by Y VA 2ds)] .
0

(2) Das dreidimensionale Wasserstoffatom

Hier ist
o = (®', 2, %)

mit
O (z) = (z,epx) : R = R,
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Das Urbild eines Punktes y € R3 ist fiir y # 0 eine 1-Sphiire. Als Bilder der
Erzeugenden der Cliffordalgebra wahlen wir

10 0 O 0 0 0 1 0010
|01 0 o) _fo o -1o) _[0001
1 00 -1 0 |2 0 -1 0 0] 1 000

00 0 -1 1 0 0 0 0100

Das Urbild ist (y # 0)

#71) = { VI (con(5) cos(* ) —con()sin( P,
sin(g) cos(Z ; ’Y),sin(g) sin(£ 7)) ‘ v € [0,47?)} ,

wobei ¢ und 6 die sphirischen Winkelkoordinaten von y € R3 sind.
Wegen \(z) = 4|x|? folgt
det C(x) = \(z)? = 64|x|° = 64[y|?,

die Determinante ist also auf ®~1(y) konstant. Mit r = |y| folgt somit aus (6.18)

R— ﬁ (57 C) [510]
Wt v @12 | gy

0 4w t
€ T
/ dt / d’y 87T2t2 . Eexp (_45/ ‘bf(p)7U( 7979977)7t|2d5>
0 0 0

IIle

mit

+7

U(r,0,0,7) = r (cos(g) COS(90+’Y

), — cos(ﬁ) sin(

),

sin(g) cos(sp ; 7),sin(g) sin(go—g’y)) .

Dieser Ausdruck entspricht dem Propagator im Impulsbild.
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7. Diskussion.

In der vorliegenden Arbeit wurde eine Dualitat zwischen verschiedenen Potentialen
in der Schrodingergleichung konstruiert. Die Schwierigkeit der analytischen Fort-
setzung wurde bereits in der Einleitung genannt. Wie in (4.2) bemerkt wurde,
lassen sich Pfadintegrale zu nach unten beschrankten Potentialen durch das ur-
spriinglich von Feynman zur Definition von Pfadintegralen herangezogene Verfah-
ren naherungsweise berechnen. Wenn fiir keines der dualen Potentiale eine exakte
Losung bekannt ist, liegt es daher nahe, folgendes Problem zu betrachten:

Problem 1. Angenommen, das duale Potential W zu V ist nach unten beschrdnkt.
Dann ist

lim E — Elug(By)e ¢ I W (Bs)ds]

n—oo

uo(By) exp <—% Z W(B’;j)>
k=0

nach dem Satz von Lebesque. Welche Naherungen fir das Pfadintegral zu V erhdlt
man aus dieser Naherung fur das Potential W ?

Um diese Frage zu beantworten und somit die Eichinvarianz zu benutzen, eine
gute Naherungsformel fiir Pfadintegrale zu singuldren Potentialen zu erreichen,
muss man die Eigenschaften der analytischen Fortsetzung der Resolventenfunktion
R(&, ¢, x)[ug] studieren. Dies ist ein schwieriges Problem.

Die zweite Schwierigkeit ist ebenso offensichtlich. Die Transformationsformeln
benotigen als Ausgangsdaten global definierte, surjektive harmonische Morphis-
men, die insbesondere eigentlich sein sollen, um etwa zu gewahrleisten, dass sich
Distributionen mit kompaktem Trager zuriickziehen lassen. Ausser den affin kon-
formen Abbildungen, die aufgrund ihrer konstanten Dilatation weitgehend uninter-
essant sind, und den holomorphen Funktionen im Fall n = 2 haben wir aber bislang
nur die vier spharischen harmonischen Morphismen als Beispiele eigentlicher Ab-
bildungen gesehen. Es besteht in der Literatur ein gewisser Mangel an expliziten
Konstruktionen harmonischer Morphismen. Also:

Problem 2. Finde mdglichst viele eigentliche harmonische Morphismen.

Es ist sehr gut moglich, dass aufgrund der Starrheit harmonischer Morphismen
nicht viele weitere Beispiele nichttrivialer exakter Korrespondenzen, wie sie in der
Arbeit betrachtet wurden, bestehen. Es gibt aber im Prinzip die Mo6glichkeit, ohne
die Benutzung harmonischer Morphismen Korrespondenzen zu konstruieren. Dabei
wird allerdings im Allgemeinen keine so einfache Integralformel existieren, wie die,
mit der hier die verschiedenen Systeme ineinander umgerechnet werden.

Problem 3. Lokalisierung des Problems.

Die Idee zu einer solchen Lokalisierung des Problems weg von globalen harmoni-
schen Morphismen, liegt begriindet in einer Analyse der globalen Formel. Es fallt
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auf, dass der Grund fiir das Verschwinden der Singularitdt des Wasserstoffatoms
beim Ubergang zum dualen Potential darin besteht, dass gleichzeitig A im Ursprung
verschwindet. Das Quadrat der Dilatation ist aber so etwas wie eine lokale Uhr in
RY. Das Verschwinden von \ hat also zur Folge, dass die Pfade des zeittransfor-
mierten Prozesses die Singularitat praktisch nie erreichen.

Wenn diese Zeittransformation also fiir die Regularisierung des Potentials verant-
wortlich ist, liegt es nahe, lokal durch eine stochastische Differentialgleichung einen
Prozess auf R” zu konstruieren, der auf die gleiche Weise den Ursprung nicht er-
reicht. Um hier eine analoge Kompensation der Zeittransformation, wie im globa-
len Fall durch den harmonischen Morphismus, zu erreichen, muss man allerdings
die Kurzzeitasymptotik des durch die stochastische Differentialgleichung gegebenen
Prozesses verstehen.
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Bezeichnungen.

Brownsche Bewegung.

BY Brownsche Bewegung mitStartpunkt x
B, Brownsche Bewegung mit Startpunkt 0
byt Brownsche Briicke
F, kanonische Filtrierung
Cliffordalgebra.

cly, Cliffordalgebra (3.1)
Distributionen.

= schwache Gleichheit
dy Deltadistribution
Harmonische Morphismen.

o (h-) harmonischer Morphismus (1.6), (5.3)
de Dilatation (2.1)
A Quadrat der Dilatation
N Nullstellenmenge von A
o f Liftung der Anfangsbedingung (4.9)
T (Ko)tangentialabbildung
Potentiale.

Cv Schranke eines nach unten beschrénkten Potentials (4.1)
S Menge der Nichtstetigkeitspunkte eines einfachen Potentials (6.3)
Resolventenfunktionen.

Ry (€,¢,2)[f] Resolvente zu f € Cy(R") (4.5)
Ry (&,0Q)[p] Resolvente zu pu € Cp(R™)* (6.13)
K Konvergenzbereich Re(§ + Cy () > 0 (4.5)
L Konvergenzbereich Re(§) > 0, ¢- Re(¢) > 0 (4.10)
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