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Einleitung

In dem Gebiet der geometrischen Darstellungstheorie gehen Algebra (speziell die Dar-
stellungstheorie) und Topologie (speziell die Theorie der Transformationsgruppen) eine
fruchtbare Verbindung ein: Wichtige und interessante Beispiele von Gruppenoperationen
auf Sphéren werden von der Darstellungstheorie von Gruppen geliefert, denn bei jeder
orthogonalen G—Darstellung V' einer Gruppe G 1dt sich die Operation von G auf die
Einheitssphére SV von V einschrianken. Handelt es sich bei G um eine Liesche Gruppe, so
sind solche G—Darstellungssphéren zudem differenzierbare G-Mannigfaltigkeiten. In die-
ser Arbeit beschéftigen wir uns mit homotopietheoretischen Aspekten von Darstellungs-
sphédren und stabil linearen G-Homotopiedarstellungen (wobei G stets eine kompakte
Liesche Gruppe sei).

Darstellungssphéren sind in der Vergangenheit schon unter vielfiltigsten Aspekten, z. B.
als Objekte verschiedener Kategorien untersucht worden. Hier nur eine kleine Auswahl
moglicher Fragen:

e Wann sind zwei Darstellungssphéren SV und SW G-diffeomorph? De Rham hat
bewiesen, dafl dies genau dann der Fall ist, wenn V' und W isomorph sind [33].

e Wann sind zwei Darstellungssphéren SV und SW G-homéomorph? Hier hingt die
Antwort von der Gruppe G ab: Ist beispielsweise Gg C G die Zusammenhangskom-
ponente der Eins und G/G( von ungerader Ordnung, so sind SV und SW genau
dann G-homoéomorph, wenn V' und W isomorph sind (Hsiang—Pardon [21]).

e Welche Darstellungssphéiren SV und SW erlauben eine G-Abbildung SV — SW
vom Abbildungsgrad £17 Antworten auf diese oder dhnliche Fragen finden sich
beispielsweise bei Atiyah-Tall [4], Lee~Wasserman [26], Meyerhoff-Petrie [29] und
anderen Autoren.

e Wann sind zwei Darstellungssphéren SV und SW G-homotopiedquivalent? Dies ist
eine der Fragen, der wir uns in dieser Arbeit widmen werden.

Mit ,, Aquivalenz® sei von nun an dquivariante Homotopiedquivalenz gemeint. Eine weitere
mogliche Frage ist dann die nach stabiler Aquivalenz:

e Es seien V und W gegeben. Gibt es eine G-Darstellung U, s. d. S(V @& U) und
S(W & U) #quivalent sind?



Diese Frage nach stabiler Aquivalenz hat zu der Definition folgender Untergruppen des
reellen bzw. komplexen Darstellungsringes gefiihrt:

ROL(G) = {V =W € RO(G)|SV und SW sind stabil dquivalent },
RL,(G) = {V-W € R(G)|SV und SW sind stabil orientiert dquivalent }.

Diese letzte Definition ist sinnvoll, da komplexe Darstellungssphéren SV sich in kano-
nischer Weise, und zwar induziert durch die komplexe Struktur des Vektorraumes V,
orientieren lassen. Ist

ROy(G) :={V —W € RO(G)|YH C G : dimg V¥ = dimg W"} ¢ RO(G)

und Ry(G) C R(G) die analog definierte Untergruppe von R(G), so gilt in jedem Fall
ROL(G) C ROy(G) und Ry(G) C Ro(G). T. tom Dieck hat beispielsweise gezeigt, wie
sich die durch diese homotopietheoretische Fragen definierten Faktorgruppen

ROo(G)/ROW(G) und  Ro(G)/Rn(G),

falls G eine p—Gruppe ist, in rein algebraischer Weise beschreiben lassen ([10]; [12], Theo-
rem (9.1.5)).

Eine anderer Zugang (der iiber die Untersuchung von Darstellungssphéren hinausgeht) ist
der, die wichtigsten homotopietheoretischen Eigenschaften von G—Darstellungssphéren zu
einem neuen Begriff zusammenzufassen und diese so definierten Objekte bzw. ihre mogli-
chen (stabilen) G-Homotopietypen gesondert zu untersuchen. Dies haben T. tom Dieck
und T. Petrie mit der Definition des Begriffes der G-Homotopiedarstellung, mit dem wir
uns auch in dieser Arbeit beschéftigen, getan: Eine Homotopiedarstellung ist im wesentli-
chen eine Homotopiesphére X, auf der die Gruppe G so operiert, dafl die Fixpunktmenge
X einer Untergruppe H C G (entsprechend der Einheitssphiire des Fixpunktunter-
vektorraums VH einer orthogonalen Darstellung V) jeweils eine Homotopiesphiire Sr(H)
der topologischen Dimension n(H) ist. Auf der Menge der Aquivalenzklassen von G-
Homotopiedarstellungen liefert der Join eine assoziative und kommutative Verkniipfung
(X,Y) = X xY; in der zugehorigen Grothendieckgruppe V(G) bilden die stabil linea-
ren Homotopiedarstellungen, d. h. diejenigen X, fiir die X * SV ~g SW fiir geeignete
G-Darstellungen V und W, eine (im allgemeinen echte) Untergruppe JO(G). Der Schwer-
punkt unserer Untersuchungen liegt auf diesen, den tatséchlichen Darstellungssphéren am
néchsten stehenden Objekten, den stabil linearen Homotopiedarstellungen.

Inhalt dieser Arbeit

Eine offensichtliche homotopietheoretische Invariante einer Homotopiedarstellung X ist
ihre Dimensionsfunktion DimgX : H — n(H) + 1, die einen Gruppenhomomorphismus
Dimg von V(G) in die (additive) Gruppe der stetigen Funktionen auf der Menge der
abgeschlossenen Untergruppen von G mit Werten in Z liefert. Dimg X klassifiziert den
Homotopietyp von X i. a. jedoch nicht ausreichend. Wir zeigen, daf} fiir stabil lineare
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Homotopiedarstellungen mit Hilfe dquivarianter K—Theorie weitere instabile (und auch
stabile) Invarianten gefunden werden kénnen. Dabei gehen wir folgendermafien vor:

Es sei ®(G) der Raum der abgeschlossenen Untergruppen H von G mit endlicher Weyl-
gruppe WH = NH/H. Grundlage fiir alle weiteren Uberlegungen ist die Beobachtung,
daB es fiir je zwei kohérent orientierte Homotopiedarstellungen X und Y gleicher Dimen-
sionsfunktion D Zahlen ngyx € Z (wobei H C K C G) gibt, so dafl gilt: Fiir eine stetige
Funktion d : ®(G) — Z existiert genau dann eine dquivariante Abbildung f: X — Y
mit deg(fH) = d(H) fiir alle H € ®(G), wenn d (auBer gewissen von der Dimensions-
funktion D abhéngigen Instabilitdtsbedingungen) die Kongruenzen

dH)= — > npkd(K)mod [NH/H] (0.1)
K: HaK
1#K/H zyklisch
erfiillt. (Fiir endliche Gruppen G und endliche G-Homotopiedarstellungen X, Y wurde
dies bereits von Laitinen bewiesen [24].)

Die bei der Klassifikation von Homotopiedarstellungen auftretende Frage lautet nun: Es
seien G-Homotopiedarstellungen X, Y gleicher Dimensionsfunktion gegeben. Gibt es eine
dquivariante Abbildung h : X — Y mit Abbildungsgraden deg(h®) = 41 fiir alle
H € ¢(G)? h wire dann die gesuchte G-Homotopiedquivalenz. Bei genauer Kenntnis
obiger Zahlen ngk kann diese Frage also beantwortet werden. Zunéchst ist allerdings
nur die Existenz der ngx gesichert: alle Informationen iiber X und Y verstecken sich
weiterhin in diesen Koeffizienten.

In zwei Spezialfillen konnten die Zahlen ny k bisher explizit berechnet werden: fiir kom-
plexe Darstellungssphéren (tom Dieck und Petrie [11], [17], Kap. I1.5 ) mit Hilfe dquivari-
anter K—Theorie und fiir reelle Darstellungssphéren endlicher Gruppen (Tornehave [37])
mit Hilfe dquivarianter K O—Theorie. Im ersten Fall geht wesentlich die Bottperiodizitét
der dquivarianten K-Theorie Kg(X) = Kg(X x (DV,SV)) fir eine beliebige komple-
xe G-Darstellung V' ein, im zweiten Fall das Analogon der dquivarianten K O-Theorie
KOg(X) = KOg(X x (DV,SV)) fur reelle Spin-G-Moduln V. In beiden Féllen ist dann
nuk = nak(SV,SW) als Summe von Quotienten bestimmter von den G-Darstellungen
V und W abhéngiger Klassenfunktionen darstellbar.

Die von tom Dieck und Petrie bzw. Tornehave verwendeten Methoden (und Ergebnis-
se) kann man im Fall stabil linearer Homotopiedarstellungen nutzen: Das Prinzip bleibt,
die Koeffizienten ng x = nuk(X,Y) als Summe von Funktionswerten der Quotienten be-
stimmter X und Y zugeordneter Klassenfunktionen A(X)g und A(Y)y : WH — C* dar-
zustellen (H € ®(G)). Mit Hilfe dieser Klassenfunktionen kann dann jeder stabil linearen
G-Homotopiedarstellung X eine ihre (stabile) Aquivalenzklasse eindeutig beschreibende
Invariante zugeordnet werden. Wenn die Homotopiedarstellung X sogar stabil komplex li-
near ist, wenn es also zwei komplexe G—Darstellungen V und W gibt, s. d. XSV ~g SW,
so gehen wir dabei jedoch anders vor als wenn X ,nur® stabil linear ist:

Ist X eine stabil komplex lineare Homotopiedarstellung, so zeigen wir, dafl ein Analogon
zur Bottperiodizitat fiir komplexe G—Darstellungen existiert, d. h. es gibt ein Element



b(X) € Ka(CX,X) (eindeutig bestimmt bis auf Multiplikation mit einer Einheit 7 €
R(G)*), s. d. fur jeden G-Raum A die Abbildung

K&(A) — KE(AX(CX,X))
w = w-b(X)

ein Isomorphismus von R(G)-Moduln ist. Insbesondere ist Kg(CX, X) ein freier R(G)-
Modul vom Rang 1, mit erzeugendem Element b(X). Diese ,,Bottklasse* b(.X) liefert eine
Art ,Eulerklasse“ e(X) € R(G), mit deren Hilfe sich beispielsweise der (Z/2-graduierte)
R(G)-Modul K§(X) beschreiben 148t.

Zum anderen kann man anhand dieser Bottperiodizitit auf direktem Wege die oben be-
reits erwahnten Klassenfunktionen A(X )y definieren (die noch von der speziellen Wahl
von b(X) abhéngen), die in die Berechnung der fiir die Kongruenzen (0.1) notwendigen
Koeffizienten ng x = nax(X,Y) eingechen. Wir konstruieren mit Hilfe der A(X)g folgen-
de Invarianten:

1. Die Invariante Ap(X) beschreibt, zusammen mit der Dimensionsfunktion D von X,
den G-Homotopietyp von X eindeutig.

2. Fiir jede komplexe G—Darstellung V' beschreibt eine nur von der Isomorphieklasse
von V abhéngige Invariante A(V'), wiederum zusammen mit der Dimensionsfunktion
D von SV, eindeutig den stabilen G-Homotopietyp von SV

3. Wegen der oben bereits erwidhnten mdéglichen kanonischen Orientierung komplexer
Darstellungssphéren SV ist es auflerdem sinnvoll, fiir jede G—Darstellung V' eine
dritte Invariante A, (V') (die ebenfalls nur von der Isomorphieklasse von V' abhéngt)
als Element einer Gruppe J,,(G) zu konstruieren, die ihren orientierten stabilen G—
Homotopietyp (eindeutig) beschreibt: mit unseren Methoden ist dies fiir endliche
Gruppen G moglich.

Ist G endlich, so liefert diese dritte Invariante also einen injektiven Gruppenhomomor-
phismus

Ro(G)/Rp(G) 3 [V = W] — Ap(V) Ao (W)L € Toe(G),

d. h. wir erhalten eine rein algebraische Beschreibung der eingangs erwidhnten (und aus
topologischen Griinden definierten) Faktorgruppe Ro(G)/Rn(G).

Fiir p-Gruppen (p # 2) 1afit sich diese letzte Aussage vereinfachen: zwei komplexe Dar-

stellungssphéren SV und SW (gleicher Dimensionsfunktion) sind bereits dann orientiert
AV
AW)1

G-homotopiedquivalent, wenn der Quotient ihrer Klassenfunktionen fiir die triviale

Untergruppe H = 1 eine Einheit im Darstellungsring R(G)* ist.

Bei der Klassifizierung stabil (reell) linearer Homotopiedarstellungen gehen wir, aufgrund
der im allgemeinen fiir orthogonale G-Darstellungen fehlenden Bottperiodizitit, etwas
andere Wege. So ist es u. a. zunéchst nétig, sich um eine gewisse Festlegung der Orientie-
rung von Darstellungssphéren zu bemiihen. Zumindest fiir endliche Gruppen kénnen wir



dann, unter Ausnutzung der Ergebnisse von Tornehave [37], Invarianten #hnlicher Bauart
wie in dem stabil komplex linearen Fall konstruieren. Insbesondere erreichen wir damit
auch eine rein darstellungstheoretische Beschreibung der Untergruppe

ROG(G)/ROK(G) 2 jO(G) = Kern(Dimg) N JO(G) € V(G)

der Grothendieckgruppe V(G) aller G-Homotopiedarstellungen.

Es folgt eine kurzer Uberblick iiber den Aufbau dieser Arbeit:

Im ersten Kapitel stellen wir alle fiir diese Arbeit wichtigen Begriffe und Resultate {iber
Homotopiedarstellungen zusammen. Wir zeigen, inwiefern sich die Gradfunktionen von
G-Abbildungen X — Y zwischen Homotopiedarstellungen mit Hilfe von Kongruenzen
der Form (0.1) beschreiben lassen. Dieses Ergebnis wird in allen darauffolgenden Kapiteln
benutzt.

Die anderen drei Kapitel konnen unabhéngig voneinander gelesen werden: Im zweiten
Kapitel beschiiftigen wir uns mit der orthogonalen Gruppe O(2) des R? sowie mit topo-
logisch zyklischen Gruppen; wir zeigen, dafl fiir diese Beispiele von kompakten Lieschen
Gruppen G jede G-Homotopiedarstellung stabil linear sein mu$}, d. h. V(G) = JO(G).
Im Fall von O(2) zeigen wir zusétzlich, dafi die Dimensionsfunktion einer Homotopiedar-
stellung bereits eindeutig ihre Aquivalenzklasse bestimmt. Mit stabil komplex linearen
Homotopiedarstellungen befassen wir uns im dritten Kapitel, mit stabil linearen Homo-
topiedarstellungen endlicher Gruppen in Kapitel 4. Das oben erwidhnte Resultat fiir kom-
plexe Darstellungssphéren von p—Gruppen ungerader Ordnung beweisen wir im letzten
Abschnitt des dritten Kapitels.

An dieser Stelle mochte ich einigen Personen meinen Dank aussprechen, die in verschie-
dener Weise am Entstehen dieser Arbeit beteiligt waren:

Ich danke Herrn Prof. Dr. tom Dieck fiir die Betreuung der Arbeit und den Vorschlag des
Themas aus diesem spannenden Gebiet, sowie fiir seine Geduld und niitzlichen Anregun-
gen. Meinen Kolleginnen und Kollegen danke ich fiir ihre Anteilnahme und Gespréchsbe-
reitschaft; ganz besonders mochte ich mich bei Bernd Beyerstedt fiir die Hilfe und sein
offenes Ohr bedanken. Dem SFB 170 und der S. Berliner—Stiftung bin ich dankbar fiir die
Finanzierung meiner Arbeit.

Allen meinen Freunden, Freundinnen und Verwandten danke ich fiir ihre riickhaltlose Un-
terstiitzung und Freundschaft, besonders in den letzten Monaten des Entstehens dieser
Arbeit. Ganz besonders herzlich méchte ich mich bei allen BabysitterInnen bedanken, ins-
besondere bei Markus, Marlies und Jutta, ohne deren liebevolle Hilfe die Arbeit sicherlich
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Kapitel 1
Grundlagen

In dieser Arbeit sei G stets eine kompakte Liesche Gruppe. Wir nennen zwei G-Raume
X und Y &aquivalent und schreiben X ~g Y, wenn sie dquivariant homotopiedquivalent
sind. Mit dem Begriff , Invariante von X“ sei stets eine Invariante des G-Homotopietyps
eines G-Raumes X gemeint.

1.1 Homotopiedarstellungen

In dem Begriff der G-Homotopiedarstellung haben T. tom Dieck und T. Petrie die wich-
tigsten homotopietheoretischen Eigenschaften von Einheitssphéren endlichdimensionaler
orthogonaler G—Darstellungen zusammengefafit: es handelt sich im wesentlichen um Ho-
motopiesphéren, auf denen die Gruppe G so operiert, dafl die Fixpunktmengen von Unter-
gruppen (entsprechend den Einheitssphéren von Untervektorrdumen) wiederum Homoto-
piesphiren sind. In der Arbeit [13] haben tom Dieck und Petrie Homotopiedarstellungen
endlicher Gruppen G eingefiihrt. In [17], I1.10, sowie [16] finden sich Definition sowie
einige wichtige Eigenschaften von Homotopiedarstellungen kompakter Liescher Gruppen.
Eine gut lesbare Arbeit iiber die Grundlagen der Theorie der Homotopiedarstellungen
endlicher Gruppen ist auflerdem der Artikel [24] von E. Laitinen.

Wir werden in diesem Abschnitt die Definition von Homotopiedarstellungen sowie eini-
ge ihrer wichtigen Eigenschaften, die spéter immer wieder benotigt werden, zusammen-
stellen. Entsprechende Beweise finden sich zumeist in den oben zitierten Arbeiten. Im
zweiten Abschnitt dieses Kapitels zeigen wir auf, wie mogliche dquivariante Abbildun-
gen zwischen Homotopiedarstellungen X — Y beschrieben werden konnen: es existieren
bestimmte Koeffizienten ngx(X,Y) € Z (H C K C G), die eine Beschreibung ermogli-
chen. Bei Kenntnis dieser Koeffizienten kann also theoretisch entschieden werden, ob eine
G—Homotopiedquivalenz h : X — Y existiert. Dies werden wir in den darauffolgenden
Kapiteln benutzen, um fiir bestimmte Klassen von Homotopiedarstellungen, die sogenann-
ten stabil linearen Homotopiedarstellungen, Invarianten des Aquivalenztyps zu definieren:
in diesen Féllen konnen wir die Koeffizienten ny g namlich explizit berechnen.



1.1.1 Definition und wichtigste Eigenschaften

Um befriedigend mit Homotopiedarstellungen arbeiten zu konnen, wird gefordert, daf} sie
den G-Homotopietyp eines G-CW-Komplexes haben. Ausfiihrliche Beschreibungen von
G-CW-Komplexen und ihren Eigenschaften finden sich z. B. in den Biichern von Liick
([28], Chap. 1 und 2) oder tom Dieck ([17], II.1 und II.2).

Definition 1.1 Eine G-Homotopiedarstellung ist ein G-Raum X', der dquivariant ho-
motopiedquivalent zu einem endlichdimensionalen G-CW-Komplex X ist, welcher die
folgenden Bedingungen erfiillt:

(i) X hat endlichen Orbittyp, d. h. es gibt nur eine endliche Anzahl von Isomorphie-
klassen von Bahnen der Operation von G auf X.

(ii) Fiir jede Unterguppe H von G hat die Fizpunktmenge X® den Homotopietyp einer
Sphiire S"™) (wobei im Fall von X = () n(H) = —1 gesetzt werden soll).

(iii) Fiir jede Unterguppe H von G hat X® die topologische Dimension n(H).
() Ist H eine Isotropiegruppe von X und L 2 H, so ist n(L) < n(H).

X' heifit endlich, falls fiir X ein endlicher G-CW-Komplex gewdhlt werden kann.

Eigenschaft (i) ist dquivalent dazu, daff es nur endlich viele Konjugationsklassen (H) von
Isotropiegruppen H C G der Operation von G auf X gibt. Ist die Gruppe G endlich, so
folgt aus Eigenschaft (iv), dafl die Menge Iso(X) der Isotropiegruppen von X abgeschlos-
sen unter Durchschnitten ist (Laitinen [24], Proposition 2.8). Ist G kompakt, so gilt dies
nicht. In [17], I1.10, erkldrt tom Dieck die Eigenschaft ,Iso(X) ist abgeschlossen unter
Durchschnitten“ zu einem weiteren Teil der Definition von Homotopiedarstellungen; da
diese Bedingung aber auch von Einheitssphiren orthogonaler G-Darstellungen (wenn G
kompakt ist) nicht immer erfiillt ist, miissen wir in dieser Arbeit auf sie verzichten.

In fritheren Ansétzen (siehe z. B. [13]) haben tom Dieck und Petrie die Definition von
G-Homotopiedarstellungen auflerdem ohne die Eigenschaft (iv) formuliert, u. a. da diese
Eigenschaft stabil (genau wie die Abgeschlossenheit von Iso(X) unter Durchschnitten)
immer erzwingbar ist. Da wir jedoch auch instabile Ergebnisse erzielen wollen und dabei
auf die dquivariante Form des Klassifikationstheorems von Hopf zuriickgreifen, ist diese
Eigenschaft fiir uns unverzichtbar.

Da wir uns im wesentlichen nur fiir die moglichen G-Homotopietypen (und nicht fiir
die tatséchliche Zellstruktur) von Homotopiedarstellungen interessieren, und um unter
anderem die folgenden Aussagen (i) und (7i) zu ermoglichen, ist es notwendig, bei der
Definition von Homotopiedarstellungen nur zu fordern, dal diese den G-Homotopietyp
eines G-CW-Komplexes haben:

Bemerkung 1.2 Es sei G eine kompakte Liesche Gruppe, H C G eine abgeschlossene
Untergruppe und X eine G-Homotopiedarstellung.
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(i) Res§X, d. h. X gesehen als H-Raum, ist eine H-Homotopiedarstellung.

i) Ist X® die H-Fizpunktmenge von X und WH := NH/H die Weylgruppe von H,
(ii) g ylg
d. h. der Quotient von H in seinem Normalisator NH, so ist X® eine WH-Ho-
motopiedarstellung.

(iii) Der Join (Verbund) X %Y zweier G-Homotopiedarstellungen X und Y, d. h. der
Quotient von X x [0, 1] xY nach der von (x,0,y) ~ (2,0,y") und (z,1,y) ~ (', 1,y)
erzeugten Aquivalenzrelation, mit G—Operation g[(z,t,y)] = [(gz,t, gy)], ist wieder-
um eine G-Homotopiedarstellung.

Beweis: In jedem der drei Félle besteht die Schwierigkeit darin, zu sehen, daf§ die ent-
sprechenden Réume wiederum die Struktur eines (endlichdimensionalen) dquivarianten
CW-Komplexes von endlichem Orbittyp haben. Wir werden hier nur Beweisskizzen ge-
ben:

Ein Beweis, daf auch Res$X den Homotopietyp eines (endlichdimensionalen, da X end-
lichdimensional ist) H-CW-Komplexes X’ hat, findet sich bei Waner ([38], Prop. 3.8).
Benutzt man, dafl die homogenen Raume G /K (fiir abgeschlossene Untergruppen K von
G), da sie differenzierbare kompakte H-Mannigfaltigkeiten sind, die Struktur eines endli-
chen H-CW-Komplexes haben (Illman [23], Cor. 7.2), so sieht man anhand des von Waner
gegebenen Beweises, dal, wenn X endlichen Orbittyp hat, auch der zu Res§X #quiva-
lente H-CW-Komplex X’ von endlichem Orbittyp gewéhlt werden kann. Es ist aber zu
betonen, dafl, wenn G /H nicht diskret ist, es auf Res§X keine kanonische Struktur eines
H-CW-Komplexes gibt. Ist G diskret, so siehe [28], (1.7), oder [17], Prop. I1.(1.16).

Die zweite Behauptung wird z. B. bei tom Dieck ([17], Prop. II.(1.14)) oder bei Liick
([28], (1.36)) bewiesen: XH besitzt sogar eine kanonische WH-CW-Struktur, da (G/K)H
jeweils eine kanonische WH-CW-Struktur hat; der WH-Raum (G /K)H ist niimlich die
disjunkte Vereinigung endlich vieler Bahnen (Bredon [7], IL.(5.7)).

Um zu sehen, dafl der Join zweier G-CW-Komplexe wiederum ein G-CW-Komplex ist,
benutzt man, daf}, wenn A ein G-CW-Komplex ist und B ein H-CW-Komplex, A x B
die kanonische Struktur eines G x H-Komplexes hat ([28], (1.27)). Auflerdem ist mit A
auch der Kegel C'A iiber A ein G-CW-Komplex ([28], (1.29)). Damit besitzt der Raum
CXxYUX xCY eine kanonische G x G-CW-Struktur. Benutzt man nochmals [28], (1.29),
sowie die (da X und Y lokal kompakte Hausdorff-Rédume sind) dquivariante Homéomor-
phie X xY =g (CX X Y)Uxxy (X x CY), so sieht man, daB X *Y in kanonischer Weise
die Struktur eines endlichdimensionalen (G x G)-CW-Komplexes endlichen Orbittyps
besitzt. Nun folgt die Behauptung, wenn man Teil (i) der Bemerkung auf die (abgeschlos-
sene) Untergruppe der diagonalen Elemente G = {(g,9)|g € G} C G x G anwendet. O

Auf der Menge der Aquivalenzklassen (bzgl. dquivarianter Homotopie) von G—Homoto-
piedarstellungen liefert der Join eine assoziative und kommutative Halbgruppe V*(G).
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Definition 1.3 V(G) sei die zu V7 (G) gehorige Grothendieckgruppe der G-Homoto-
piedarstellungen. Zwer Homotopiedarstellungen X und Y heiflen stabil dquivalent, wenn
[(X]-[Y]=0€V(G), d. h. wenn es eine G-Homotopiedarstellung Z gibt, s. d. X «Z ~g
Y xZ.

Beispiele fiir G-Homotopiedarstellungen sind, wie bereits zu Anfang erwdhnt, die Ein-
heitssphiaren SV orthogonaler (endlichdimensionaler) G—Darstellungen V: SV ist eine
(kompakte) differenzierbare G-Mannigfaltigkeit und hat somit, da G kompakt ist, die
Struktur eines endlichen G-CW-Komplexes (Illman [23], Cor. 7.2). (Ist G endlich, so
kann man die G-CW-Struktur von SV auch direkt angeben, siche Liick [28], Example
(1.8)). Eine Homotopiedarstellung X mit dem dquivarianten Homotopietyp einer solchen
Darstellungssphéire SV heifit linear, sie heifit stabil linear, wenn es zwei orthogonale G—
Darstellungen V und W gibt, s. d. X « SV ~g SW.

Wegen
SV« SU ~g S(VeaU)

bilden auch die Aquivalenzklassen von Darstellungssphiren mit dem Join als Verkniipfung
eine Halbgruppe, deren Grothendieckgruppe JO(G) genannt wird. Ist RO(G) der reelle
Darstellungsring und

ROL(G) ={V =W € RO(G) |Es gibt ein U: S(V @ U) ~¢ SW aU)},

SO ist
JO(G) = RO(G)/ROL(G).

Der kanonische Gruppenhomomorphismus JO(G) — V(QG) ist injektiv (siehe Bemer-
kung 1.16), d. h. wir kénnen JO(G) als eine Untergruppe von V(G) auffassen, die Unter-
gruppe der stabil linearen G-Homotopiedarstellungen. Eine Homotopiedarstellung X ist
also insbesondere bereits dann stabil linear, wenn [X] = [SV] — [SW] € JO(G) C V(QG).
Ist G endlich, so existiert sogar fiir jede gegebene Homotopiedarstellung Y eine Homoto-
piedarstellung Z sowie eine (0. E. komplexe) Darstellungssphére SV s. d. Y * Z ~g SV
(tom Dieck—Petrie [13], Theorem 8.24).

Im allgemeinen ist weder eine stabil lineare G-Homotopiedarstellung notwendig linear
noch ist JO(G) = V(G), d. h. der Begriff der Homotopiedarstellung erweitert tatséchlich
den der Darstellungssphére:

Bemerkung 1.4

(a) (Nagasaki [30]) G sei eine endliche Gruppe. Genau dann sind alle G-Homoto-
piedarstellungen stabil linear, wenn G = Z/m zyklisch ist oder G = Dam eine
Diedergruppe der Ordnung 2™.

(b) (Nagasaki [32]) G sei eine endliche Gruppe. Genau dann sind alle G-Homotopie-
darstellungen linear, wenn G = Z/p™ zyklisch von Primzahlpotenzordnung ist oder

G = Dom.
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(c) (tom Dieck [14]) Ist G =2 S* x St x ... x S der n-dimensionale Torus, so sind alle
G-Homotopiedarstellungen stabil linear.

In Kapitel 2 werden wir zeigen, dafl es fiir kompakte, nicht endliche Liesche Gruppen
weitere Beispiele dieser Art gibt:

Satz 1.5 Sei G = O(2) die orthogonale Gruppe des R* oder G eine topologisch zyklische
Gruppe, d. h. G enthdlt eine zyklische dichte Untergruppe. Dann ist jede G-Homotopie-
darstellung stabil linear.

Es sei U(G) die Menge der abgeschlossenen Untergruppen von G, versehen mit der Haus-
dorffschen Topologie (siehe [17], IV.3). Die Dimensionsfunktion

DimegX :  W(G) — Z
H — DimgX(H):=n(H)+1

(wenn XH ~ S™H) einer G-Homotopiedarstellung X (die konstant auf Konjugations-
klassen ist), meist kurz Dim X genannt, liefert eine erste Invariante von X. Da fiir die
Fixpunktmengen (X * Y)H = XH « YH gilt und der Join S™ * S™ zweier Sphéren stets
homotopiesiquivalent zu S™t™+! ist, erfiillt die Dimensionsfunktion

Dimg (X #Y) = Dimg X + DimgY-
Daher erhalten wir sogar einen Gruppenhomomorphismus
Dimg: V(G) — C(¥Y(G);Z)

von V(G) in die Gruppe der stetigen Funktionen V(G) — Z, wobei Z hier mit der
diskreten Topologie versehen sei (siche [17], Prop. I1.(3.3) und (3.4)).

Auch die Dimensionsfunktionen von Homotopiedarstellungen sind nicht notwendig linear
oder stabil linear: Nach der Definition von Bauer [5] heifle eine kompakte Liesche Gruppe
niltoral, wenn jede abgeschlossene Untergruppe H ; G echte Untergruppe ihres Norma-
lisators ist. Jede nilpotente Gruppe ist auch niltoral, aber die Umkehrung gilt nicht, da
beispielsweise O(2) niltoral aber nicht nilpotent ist. Fiir endliche Gruppen stimmen die
beiden Begriffe jedoch {iberein.

Satz 1.6 Genau dann sind alle Dimensionsfunktionen von G-Homotopiedarstellungen
stabil linear, d. h. fir jede G-Homotopiedarstellung X ¢ibt es zwei orthogonale G—-Dar-
stellungen V- und W mit Dimg X = DimgSV — DimgSW, wenn G niltoral ist.

Beweis: tom Dieck und Petrie ([13], Prop. 10.23) fiir endliche Gruppen, Bauer [5] fiir
kompakte Liesche Gruppen. a

Fiir die (stabile) Aquivalenz zweier Homotopiedarstellungen ist die Gleichheit der Dimen-
sionsfunktionen zwar notwendig, aber im allgemeinen nicht hinreichend:
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Bemerkung 1.7

(a) (Nagasaki [31]) Sei G endlich. Genau dann ist der Kern der Dimensionsfunktion
Null, d. h. zwer G-Homotopiedarstellungen gleicher Dimensionsfunktion sind stabil
daquivalent, wenn G isomorph zu einer der folgenden Gruppen ist:

Z/n (n=1,2,3,4,6), Dy, (n=2,3,4,6), Ay, Sy.
Dabei sei Ay bzw. Sy die alternierende bzw. symmetrische Gruppe von n Elementen.

(b) (tom Dieck [1}]) Set G = S' x ... x S ein Torus. Genau dann sind zwei G-
Homotopiedarstellungen dquivalent, wenn sie dieselbe Dimensionsfunktion haben.

Wir zeigen in Kapitel 2, dafl die Aussage (b) auch auf G = O(2) zutrifft.

Es seien X und Y zwei G-Homotopiedarstellungen gleicher Dimensionsfunktion. Die Fra-
ge, ob es eine G-Homotopiedquivalenz f : X — Y gibt, ist dquivalent zu der Frage,
ob eine G-Abbildung f : X — Y existiert, s. d. alle durch f induzierten Fixpunktab-
bildungen fH : X" — YH fiir beliebige H € ¥(G) Homotopiedquivalenzen sind ([17],
I1.(2.7)). Da X® und Y® Homotopiesphéren derselben Dimension sind, kann man der
Abbildung fH bis auf das Vorzeichen einen Abbildungsgrad deg(f¥) zuordnen, der genau
dann = +1 ist, wenn fH eine Homotopiesiquivalenz ist. Um auch dieses Vorzeichen exakt
definieren zu konnen, ist es notig, Homotopiedarstellungen zu orientieren.

1.1.2 Orientierungen

Fiir unsere Zwecke ist es wichtig, alle G-Homotopiedarstellungen einer Dimensionsfunk-
tion gleichzeitig zu orientieren.

Sei C'A der Kegel iiber einem Raum A (also der aus einem Punkt bestehende Raum, falls
A =) und H"(-) die singuldre Kohomologie mit ganzzahligen Koeffizienten. Fiir jede
Untergruppe H C G ist dann HP™XHE)(CXH xH) >~ 7

Ist NH der Normalisator von H in G, so operiert die Weylgruppe
WH := NH/H

auf dem Raumpaar (CXH XH) damit auch auf HP™XHE(CXH XH) ynd induziert
somit einen Homomorphismus

€xXH " WH — Aut(Z) =7 = {1, —1};

die Familie der ex g (H € ¥(G)) heifit das Orientierungsverhalten von X. Dieses héingt
nur von der Dimensionsfunktion von X ab: Ist w € WH und K > H das inverse Bild in

NH von der von w erzeugten abgeschlossenen Untergruppe von WH, so gilt
eX,H(w) _ (_1)DimX(H)—DimX(K) (1.1>
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(Laitinen—Liick [25], Prop. 6.4). Fiir zwei punktierte Rdume (A, a) und (B,b) sei AN B
das Smashprodukt AA B = A x B/(A x {b} U {a} x B). Wegen der Aquivalenz

CX*Y)/X*Y g (CX xCY)/(CXxYUXXxCY)=(CX/X)N(CY/Y)
und der Kiinneth—Formel fiir das Kreuzprodukt
HY(CXH X% @, H™(CYH, yH) = grrm((ox® XH) x (0YH, vH))

(mit n = DimgX(H), m = DimgY (H)) ist exn - eym = exs«ym, wir erhalten einen
Homomorphismus ey : V(G) — Hom(WH,Z*). Die Wahl von Erzeugern

2(X,H) ¢ FPmX®) (o xH yH)

fir alle H € ¥(G) ist eine Orientierung von X. Damit jedoch z. B. sichergestellt ist,
daB z(X,H) = 2(X,K) falls XH = X¥ und damit Gradfunktionen von G-Abbildungen
f: X — Y zwischen Homotopiedarstellungen (der selben Dimensionsfunktion) konstant
auf Konjugationsklassen sind, mufl diese Wahl in geeigneter Weise getroffen werden. Dazu
zunéchst einige technische Bemerkungen, die auch spéter noch haufiger benotigt werden:

Es sei

(G):={He ¥Y(G)||WH| < co}. (1.2)
Lemma 1.8 Seien H C K C G kompakte Liegruppen. Ist H € ®(G), so auch K € ®(G).

Beweis: (Siehe auch tom Dieck [17], S. 126.) Auf dem Raum (G/K)H operiert WH
mittels

WHx (G/K)* — (G/K)H
(7, 9K) — zgK (x € NH),
dabei treten nur endlich viele Bahnen auf ([7], Cor. I1.(5.7)). Da jede Bahn hochstens
|[WH]| < oo Elemente hat, ist also auch |(G/K)¥| < co. Auf der anderen Seite haben wir
die freie Operation von WK auf (G/K)H
(G/KExWK — (G/KH
(K. 7) — gyK  (y € NK).

(G/K)H enthiilt mindestens die Restklasse des Einselementes o := eK, dessen Bahn,
da die Operation frei ist, genau |WK| Elemente enthilt, also |[WK| = |[WK - o <
(G/K)H| < . O

Lemma 1.9 Sei L € ®(G). Dann enthilt F := {P D L|P € Iso(X)} nur endlich viele
Elemente.
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Beweis: Da X endlichen Orbittyp hat, ist die Anzahl der (P) mit P € F kleiner unend-
lich. In jeder Konjugationsklasse (P) eines P € F sind aber nur endlich viele P’ € F,
denn fiir P’ = aPa~! gilt:

LCP <= a'LaCP < daP € (G/P)",

und |(G/P)¥| < oo, wie bereits im Beweis zu Lemma 1.8 erliutert. O

Essei D := Dim X = Dim Y. Fiir jede Untergruppe H C G enthélt die Menge I(D, H) :=
{Kc G|KD>H,D(K)=D(H)} ein eindeutig bestimmtes maximales Element, genannt
H = m(D,H) ([17], IL. Prop. (10.14)).

Lemma 1.10 Sei L € ®(G) und D die Dimensionsfunktion einer G-Homotopiedarstel-
lung X. Dann ist L = m(D,L) € ®(G) eine Isotropiegruppe von X .

Beweis: Angenommen, diese Aussage ist falsch. Fiir P 2 L ist nach Definition D(P) <
D(L) = D(L). Also ist, nach den Lemmata 1.8 und 1.9,

xt= U x*
POL

Pelso(X)

eine endliche Vereinigung von topologischen R&umen kleinerer Dimension. Dies ist ein
Widerspruch. O

Die Menge
Iso(D):={HcC G|H=m(D,H), D(H) > 0}

héngt nur von der Dimensionsfunktion D ab. Es folgt

Folgerung 1.11 Ist D die Dimensionsfunktion der G—Homotopiedarstellung X, so gilt
O(G)NIso(X)=D(G)NIso(D).

O

Bei der Wahl der Orientierungen von G-Homotopiedarstellungen der Dimensionsfunktion
D gehen wir nun folgendermaflen vor:

Aus jeder Konjugationsklasse (H) eines H € ¥(G) wihlen wir jeweils eine Gruppe H’
fest aus, Up(G) C VU(G) sei die Menge dieser Reprisentantinnen. Dabei kénnen wir
Up(G) o. E. so festlegen, dafl mit H auch stets m(D, H) als Vertreterin ausgewihlt wird.
(Diese Konvention ist nicht notwendig, erleichtert aber unsere Berechnungen in Kapitel
4.) Fiir jedes weitere K € (H) bestimmen wir ein gx € G mit K = gxH'gy'. (Falls das
Orientierungsverhalten der Homotopiedarstellungen der Dimensionsfunktion D trivial ist,
so z. B. falls D nur geradzahlige Werte annimmt, so ist es egal, welches g gewahlt wird.)
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Ist K = m(D,K), so gilt damit (wegen der Eindeutigkeit von H = m(D,H’)) auch
K = gxHgy'. Es sei

Konj(G,¥p(G)) = (9x)Kew(@)\¥p(G)-

Eine Homotopiedarstellung X der Dimensionsfunktion D orientieren wir nun in folgender
Weise:

1. Ist H € Iso(D)NV p(G), so legen wir eine Orientierung von XH d. h. einen Erzeuger
2(X,H) ¢ HPME)(CXH XH) fest.

2. Fir jedes weitere K € Iso(D) mit (K) = (H) fiir eine Untergruppe H € ¥p(G)
wéhlen wir dann die Orientierung z(X, K) so aus, daff, mit g := g, fiir die durch
die Operation von g auf X definierte Linkstranslation Iy, : X — X¥ gilt:

(Ix0)" (2(X, K)) = 2(X, H).

3. Fiir eine beliebige abgeschlossene Untergruppe H C G mit D(H) # 0 sei die Ori-
entierung z(X, H) schlieBlich so gewihlt, daf fiir die Inklusion i : X® — XH die
Gleichheit

i* (2(X,H)) = 2(X,H)

gilt.

Letzteres ist moglich, da fir je zwei Hy € Hy € G mit D(H,) = D(H,) die Inklusion
XHz2 X1 eine Homotopiedquivalenz ist ([24], Lemma 2.1, oder [17], Prop. 11.(10.12)).
Ist X nach obiger Methode orientiert, so gilt fiir beliebige H € U p(G) und K = gxHgg'

(Ix.ga) " (2(X, K)) = ex m(95 9 H) - 2(X, H). (1.3)
Fiir je zwei zueinander konjugierte Untergruppen H; und Hy = gH;g™! definiert die

Gleichung (Ix 4)* (2(Hz2, X)) = €(g, Hy, X) - 2(H;y, X) ein Vorzeichen €(g, Hy, X) € {£1}.

Definition 1.12 Zwei orientierte G-Homotopiedarstellungen X, und X5 derselben Di-
mensionsfunktion D heiflen kohdrent orientiert, wenn folgendes gilt:

1. €(g,H, X7) = €(g,H, X3) fiir alle H € ¥(G), g € G.

2. Fiir alle K ¢ H mit D(H) = D(K) # 0 gilt fiir die Inklusion ix, : X{* — X[ stets
iy, (2(X,K)) = 2(X;, H) (1=1,2).

Da das Orientierungsverhalten (ex k) einer Homotopiedarstellung X nur von ihrer Di-
mensionsfunktion abhéngt ([25], Prop. 6.4), haben wir mit der obigen Methode also alle
Homotopiedarstellungen der Dimensionsfunktion D kohérent orientiert. Wenn wir zusétz-
lich fiir die H C G mit D(H) = 0 stets deg(fH) = 1 festlegen, so hat jede G-Abbildung
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f + X — Y zwischen Homotopiedarstellungen der Dimensionsfunktion D durch die
Gleichungen

(fH)" (:(HY)) = deg(f") - 2(H, X) (1.4)
wohldefinierte Abbildungsgrade deg(fH). Die Gradfunktion

df): VG — Z
H — deg(f™)

ist stetig, d. h. d(f) € C(V(G),Z) ([17], Prop. IV.(3.3) und (3.4)). Dank der kohé&renten
Orientierungen haben wir u. a. sichergestellt, da3 d(f) auf Konjugationsklassen konstant
ist. Gradfunktionen d = d(f) erfiillen also die folgenden, von D abhéngigen Instabilitéts-
bedingungen B(D):

(1) d(H) =d(K) falls (H) = (K),
(i) d(H) =1 falls D(H) = 0,
(i7i) d(H) € {1,0,—1} falls D(H) =1,
(iv) d(H) = d(K) falls K € H und D(K) = D(H).

1.1.3 Stabile Klassifizierung

Es sei o(G) das kleinste gemeinsame Vielfache der Ordnungen |WH| der endlichen Weyl-
gruppen der H € ®(G) und ®'(G) = {(H) |H € (G)}. o(G) ist endlich (tom Dieck
[9] oder [17], Prop. IV.(6.15)). Zu je zwei G-Homotopiedarstellungen X, Y gleicher Di-
mensionsfunktion existiert eine G-Abbildung f : X — Y, deren samtliche Abbildungs-
grade deg(fH) teilerfremd zu o(G) sind; wir sagen, dafl f eine invertierbare Gradfunk-
tion hat ([17], Theorem II.(10.20)). Weiterhin existiert zu solch einem f stets eine G-
Abbildung g : Y — X, so dal deg(fH) - deg(g™) = 1 mod o(G) fiir alle H C G ist ([17],
Prop. 11.(10.21)). Wir definieren

C(G) == C(3'(G), Z), (1.5)

d. h. C(QG) ist die (additive) Gruppe der stetigen Funktionen ®'(G) — Z. Die Restklasse
von d(f) in C(G) := C(G)/o(G)C(G) ist also ein Element aus C(G) , der Gruppe der
multiplikativen Einheiten in C'(QG).

Der Burnsidering A(G) einer kompakten Lieschen Gruppe wird definiert auf der Men-
ge der Aquivalenzklassen [X] von endlichen G-CW-Komplexen X, wobei X ~ Y genau
dann, wenn fiir alle H € ¥(G) die Fixpunktriume X und YH dieselbe Eulercharak-
teristik haben, y(XH) = x(YH™). Addition bzw. Multiplikation werden induziert durch
disjunkte Vereinigung bzw. karthesisches Produkt von G-Komplexen; A(G) ist damit ein
kommutativer Ring mit 1 (siehe beispielsweise [17], IV.2). Jeder endliche G-CW-Komplex
X induziert eine Abbildung ¢y € C(®'(G),Z) = C(G), (H) — x(XH). Diese liefern wie-
derum einen wohldefinierten und injektiven Ringhomomorphismus ¢ : A(G) — C(G),

18



[X] — ¢x ([17], Prop. IV.(4.6)). Der Burnsidering A(G) kann also als Unterring von
C(G) aufgefafit werden. Dieser Unterring A(G) C C(G) 148t sich mittels Kongruenzen
beschreiben:

Satz 1.13 FEs sei d € C(G) und ¢ die FEulersche ¢—Funktion. Genau dann ist d' €
A(G) C C(G), wenn d fir alle (H) € ' (G) die Burnsideringkongruenzen

S |NH/NHN NK|6(K/H]|) - d(K) = 0 mod |IWH]| (1.6)

(K):HIK,
K/H zyklisch

erfillt, wobei iber die NH-Konjugationsklassen der K summiert wird. Ist d die durch d’
induzierte stetige Abbildung d : ®(G) — Z, die konstant auf Konjugationsklassen ist, so
ist dies dquivalent dazu, daf d fir alle H € ®(G) die Burnsideringkongruenzen

> ¢(|K/HJ) - d(K) = 0 mod [WH] (1.7)

K:H<K,
K/H zyklisch

erfillt.

Beweis: tom Dieck [17], Theorem IV.(5.7). Fiir endliche Gruppen G siehe auch Laitinen
[24], §1. 0

Insbesondere ist also o(G)C(G) C A(G). Es seien A(G) := A(G)/o(G)C(G) und

*

Pic(G) := C(G) /C(G)*A(G) (1.8)

(wobei R* die Einheitengruppe eines Ringes R sei); die Namensgebung dieses Quotienten
rithrt daher, daf die so definierte multiplikative Gruppe Pic(G) isomorph zur Picard—
Gruppe des Burnsideringes A(G) ist (tom Dieck [16], Kapitel 5).

Satz 1.14 Ist X eine G-Homotopiedarstellung und f : X — X eine G-Abbildung, so
ist die Gradfunktion d(f) € A(G).

Beweis: tom Dieck [16], Hilfssatz (3.4); Laitinen-Liick [25], Prop. 6.5. O

Es seien X, Y zwei Homotopiedarstellungen derselben Dimensionsfunktion und f : X —
Y eine G-Abbildung mit invertierbarer Gradfunktion. Benutzen wir Satz 1.14 sowie die
oben erwihnte zu d(f) mod o(G) in C(G) " inverse Gradfunktion d(g) einer G-Abbildung
g Y — X, so sehen wir, daB die Restklasse [d(f)] € Pic(G) nur von X und Y und
nicht von der speziellen Wahl von f abhéngt. Durch Quotientenbildung iiber C'(G)* wird
auflerdem die Willkiir bei der Wahl der Orientierungen von X und Y korrigiert. Wegen
d(f1 = f2) = d(f1)d(f2), und da die Gradabbildung einer G-Homotopieiquivalenz aus

C(G)* ist, erhalten wir also einen Homomorphismus

g : Kern(Dimg) — Pic(G).
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Satz 1.15 0 ist ein Isomorphismus.

Beweis: tom Dieck [16], Kapitel 3 und 4. Ein Beweis der Injektivitét von 6 findet sich
auch in [17], Theorem II.(10.27). O

Fiir den Beweis der Injektivitét von 6 wird gezeigt, dafl es fiir zwei Homotopiedarstellungen
X, Y mit [X]-[Y] € Kern® C Kern(Dimg) stets eine G-Darstellung V' mit X « SV ~g
Y % SV gibt. Daraus folgt die bereits im ersten Abschnitt erwéhnte

Bemerkung 1.16 Der kanonische Homomorphismus JO(G) — V(G) ist injektiv. Gibt
es fiir eine G-Homotopiedarstellung X zwei orthogonale G-Darstellungen V und W, s. d.
(X]=[SV]—=[SW] e V(G), d. h. [X] € JO(G) C V(G), so ist X stabil linear.

Weiterhin folgt aus Satz 1.15 bzw. aus dem dazugehorigen Beweis (siehe [17], I11.(10.18)
und (10.19))

Bemerkung 1.17 FEuzistiert fiir zwei G-Homotopiedarstellungen X und Y gleicher Di-
mensionsfunktion eine G-Abbildung h : X — Y mit deg(h®) = £1 fiir alle H € ®(G),
so ist bereits fiir jedes H € U(G) deg(h™) = &1, d. h. h ist eine G-Homotopieiquivalenz.

Mit Hilfe des Isomorphismus 6 : Kern(Dimg) — Pic(G) kénnen somit G-Homotopie-
darstellungen im Prinzip bereits bis auf stabile Aquivalenz klassifiziert werden: Haben
X und Y dieselbe Dimensionsfunktion, so kann die Frage, ob sie stabil dquivalent sind,
beantwortet werden, sobald man die Gradfunktion (bzw. deren Werte auf ®(G)) einer
G-Abbildung f : X — Y mit invertierbaren Abbildungsgraden kennt. Man besitzt
aber damit noch keine hinreichenden Invarianten, die G-Homotopiedarstellungen direkt
zugeordnet werden konnten. Nicht beantwortet ist damit auch die Frage nach instabiler
Aquivalenz von X und Y.

Fiir endliche Gruppen G gibt es eine weitere Beschreibung von Kern(Dimg) von Liick
([28], Chapter 20), formuliert mit Hilfe von reduzierter dquivarianter Reidemeister—Torsion.

1.2 Gradfunktionen von dquivarianten Abbildungen
zwischen Homotopiedarstellungen

Ziel der Kapitel 3 und 4 dieser Arbeit ist die Klassifikation der Aquivalenztypen stabil
(komplex) linearer G-Homotopiedarstellungen mittels direkter Zuordnung von Invarian-
ten. In diesem Abschnitt werden Vorbereitungen dazu getroffen:

Nach Bemerkung 1.17 reicht es zur Beantwortung der Frage, ob zwei Homotopiedarstel-
lungen X und Y derselben Dimensionsfunktion dquivalent sind, aus, die Gradfunktionen
d(f) aller moglichen G-Abbildungen f : X — Y als Funktionen d(f) € C(®(G),Z)

beschreiben zu konnen.
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Einen Weg zur Beschreibung dieser Gradfunktionen anhand bestimmter Kongruenzen hat
Laitinen in [24] aufgezeigt, sofern G endlich ist und X und Y endliche Homotopiedarstel-
lungen sind. Er benutzt dies weiter, um einige Folgerungen fiir die Klassifikation solcher
Homotopiedarstellungen zu ziehen. Laitinens Ergebnis und der von ihm gegebene Beweis
sind auch, mit leichten Modifikationen, auf die allgemeine Situation iibertragbhar. Seinen
Ideen folgend zeigen wir zunéchst, dafi solche Gradfunktionen d(f) € C(®(QG),Z) stets
bestimmte Kongruenzen erfiillen:

Satz 1.18 Es seien X und Y kohdrent orientierte G—Homotopiedarstellungen der glei-
chen Dimensionsfunktion. Dann gibt es Zahlen nax € Z (H<K; H, K € ®(Q)), so daff
die Abbildungsgrade jeder G-Abbildung f : X — Y fir alle H € ®(G) die Kongruenz

deg(fH) = — Z nHﬁKdeg(fK) mod |[WH)| (1.9)
1#[?/:}?:/Il(<lisch

erfiillen. Dabei kénnen die Koeffizienten nyx so gewdhlt werden, daf nggg—1 ginkn-1)g-1 =
nak fir alle g€ G, n € NH.

Beweis: Es sei ¢ die Eulersche ¢-Funktion und g : ¥ — X eine fest gewédhlte G-
Abbildung mit invertierbarer Gradfunktion. Dann kénnen wir fir alle H € ®(G) ganze
Zahlen d'(H) finden, so daf3 deg(g™) - d'(H) = 1 mod |WH)|.
Ist f: X — Y gegeben, so erfiillt die Gradfunktion d(g o f) = d(g) - d(f) von go f :
X — X nach Satz 1.14 die Burnsideringkongruenzen (1.7)

deg(g™)deg(ff) =d(go YH) = — > ¢(K/H]) - deg(g™)deg(f*) mod |WH]

K:H<K
1#K/H zyklisch

(H € ®(G)). Fiur die Abbildungsgrade von f gilt demnach

deg(ff) = d'(H)deg(g™)deg(f™)
= — > ¢(K/H|)d(H)deg(g") - deg(f*) mod [WH];

K: HK
1#K/H zyklisch

wir konnen also
nak = ¢(|[K/H|) - d'(H) - deg(g®)

wéhlen, falls H normal in K ist, H (und damit nach Lemma 1.8 auch K) ein Element aus
®(G) und K/H zyklisch aber nicht trivial ist. Sonst setzen wir einfach ngx = 0. O

Nun wollen wir Laitinens Aussage iiber hinreichende Bedingungen fiir die Existenz von
G-Abbildungen X — Y mit einer gegebenen Gradfunktion d ([24], Theorem 2) in der
Verallgemeinerung fiir beliebige Homotopiedarstellungen X, Y einer kompakten Lieschen
Gruppe G formulieren. Fiir den dazugehorigen Beweis bendtigen wir die dquivariante
Form des Satzes von Hopf:

21



Dazu erinnern wir daran, daf§ das Orientierungsverhalten einer G-Homotopiedarstellung
nur von ihrer Dimensionsfunktion abhéngt, d. h. wenn X und Y dieselbe Dimensions-
funktion D haben, sind die WK-Moduln HP®)~1(X¥.7) = 7 und APE-1(YK,7) =2 7
stets isomorph. Damit erfiillen je zwei G-Homotopiedarstellungen der gleichen Dimensi-
onsfunktion insbesondere die Voraussetzungen, die fiir die dquivariante Form des Klassi-
fikationstheorems von Hopf benétigt werden. Mit G, bezeichnen wir die Isotropiegruppe
von z € X und X°H = {z € X|HS G,} ¢ X". Ist H € ®(G) eine Isotropiegruppe
von X, so ist
X>H — U XP

P2H
Pclso(X)

nach Lemma 1.9 eine endliche Vereinigung von Homotopiesphéren kleinerer Dimensionen
D(P)—1 < D(H) — 1, fiir die topologischen Dimensionen gilt also dim X>H < dim X*.
Die fiir uns wichtige Aussage des Satzes von Hopf kénnen wir daher folgendermafien
formulieren:

Satz 1.19 (Satz von Hopf fiir Homotopiedarstellungen) Es seien X und Y zwei
kohdrent orientierte G—Homotopiedarstellungen gleicher Dimensionsfunktion D. Dann
qgilt

(i) Es gibt G-Abbildungen X — Y.

(i1) Esseien f: X — Y eine G-Abbildung und H € ®(G)NIso(X) so, dafy D(H) > 2.
Dann gibt es fir jedes k € Z eine G-Abbildung g : X — Y mit g|x>u = f|x>n
und deg(g®) = deg(fH) + k- |WH].

(iii) Sei H wie in (ii). Sind fir zwei G-Abbildungen fo,f1 : X — Y fo| X"B und
f11X>8 als WH-Abbildungen homotop, so gilt

deg(fy') = deg(fi') mod [WH.
(i) Gilt fir alle H € ®(G) N Iso(X) D(MH) > D(L) + 2 fir alle L 2 H, dann sind
zwei dquivariante Abbildungen fo, f1 : X — Y genau dann G-homotop, wenn

deg(f8) = deg(fB) fiir alle H € ®(G) N Iso(X).

Beweis: tom Dieck [17], Theorem II.(4.11). O

Weiterhin brauchen wir

Lemma 1.20 FEs seien X und Y zwei G-Homotopiedarstellungen der Dimensionsfunkti-
on D und H € ¥(G) so, dafp D(H) > 2. Dann lifst sich jede WH-Abbildung g : X~ —
Y 2u einer WH-Abbildung ¢’ : X® — Y erweitern.
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Beweis: Mit n := D(H) — 1 > 1 ist YH ~ S" p-einfach und (n — 1)-zusammenhéngend,
und (XH X>H) ist ein relativer WH-CW-Komplex mit freier Operation auf X\ X>H
einer Dimension < n. Die Behauptung folgt daher nach [17], Prop. I1.(3.15). O

Tieferer Grund fiir die Erweiterbarkeit eines jeden solchen g ist das Verschwinden sdmtli-
cher Kohomologiegruppen Hip g (XH, X>H: 7 (YH)) der dquivarianten Hindernistheo-
rie, in denen die Hindernisse zur Existenz der Erweiterung ¢’ liegen (siehe [17], I1.3): Diese
Kohomologiegruppen, die unter Verwendung des zelluliren Kettenkomplexes C, (X X >H)

e Hopy (X XH) oy g (XH X g (D

m—1

X,rIT_Il_2) —> ...

definiert werden, sind nach Konstruktion Null fiir m > D(H), da die zelluldre Dimension
des relativen WH-CW-Komplexes (X, X>H) kleiner gleich der topologischen Dimension
von XH ist, welche nach Definition D(H) — 1 ist. Ist m < D(H), so ist 7,1 (YH) = 0.

Nun folgt der Satz iiber hinreichende Bedingungen fiir die Existenz von G—-Abbildungen
X — Y mit einer gegebenen Gradfunktion d.

Satz 1.21 Es seien X und Y kohdrent orientierte G—-Homotopiedarstellungen der glei-
chen Dimensionsfunktion D und die Zahlen nux € Z (H € ®(G), H< K; mit nax =
nw i falls H = gHg™' und K' = gnK(gn)™! fiir g € G, n € NH) so gegeben, daf alle
G-Abbildungen f: X — Y die Kongruenzen (1.9) aus Satz 1.18 erfiillen.

Erfillt dann d € C(®(QG),Z) die Instabilitdtsbedingungen B(D)

—~

(i) d(H) = d(K) falls (H) = (K),
(i) d(H) =1 falls D(H) = 0,
(i) d(H) € {1,0,-1} falls D(H) = 1,
() dH) = d(K) falls K ¢ H und D(K) = D(H),
sowie die Kongruenzen
dH)= — Z nukd(K) mod |[NH/H]| (1.10)

1#K/H zyklisch

fir alle H € ®(G) N Iso(X), so gibt es eine G-Abbildung f : X — Y mit Gradfunktion
d(f) =d, d. h. deg(f®) = d(H) fiir alle H € ®(G).

Beweis: Wir konstruieren die gesuchte G-Abbildung f : X — Y mit d(H) = deg(fH)

fir alle H € ®(G) per Induktion iiber die Orbittypen.

Es sei Iso'(X) die Menge der Konjugationsklassen der Isotropiegruppen von X. Da Ho-
motopiedarstellungen per Definition endlichen Orbittyp haben, konnen wir

[SO’(X) = {(Hl)a cee 7(Hs)}

schreiben und dabei die Indizes so wéhlen, daf fir (H;) > (H;) gilt ¢ < j. Wir definieren
die Teilmengen
X, ={z € X|(G;) =(H;) firein j <r}
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von X und konstruieren damit induktiv G-Abbildungen f, : X, — Y, fiir die gilt:

Ist K€ ®(G) und (K) = (H,41) oder (K) > (H,) fiir ein i <r

—7 deg(f¥) = d(K). (111)

Fiir solche K ist nach Konstruktion X¥ = X¥ und wegen X, = X sind wir nach s
Schritten fertig: Ist K € ®(G) beliebig, so ist nach Lemma 1.10 K = m(D,K), das
eindeutig bestimmte maximale Element von {L C G|L D K, D(L) = D(K) }, eine
Isotropiegruppe von X und € ®(G), und daher ist auch deg(f¥) = deg( fsﬁ) = d(K) =
d(K).

Wir beginnen zunichst mit X, := @), wobei fiir f; dann nichts zu tun ist. Sei nun f,
bereits gegeben und H = H,,; abgekiirzt. Die G-Erweiterungen f,.; : X, .1 — Y von
[ entsprechen genau den WH-Erweiterungen f/., : X® — YH von f] := f,|x>u (siehe
[17], Satz 1.(7.4)).

Falls D(H) = 1, d. h. X® = 80 YH = §0 o ist X*H = ) und wir kénnen die
WH-Abbildung f/,, : X — YH (da X und Y gleiches Orientierungsverhalten ha-
ben) problemlos so festlegen, daB deg((f/.,)®) = d(H) € {-1,0,1} (und damit auch
deg(fri,) = d(H) fiir die dazugehorige G-Abbildung f,41 : X,41 — Y) erfiillt ist.

Sei nun D(H) > 2. Dann existiert nach Lemma 1.20 eine WH-Erweiterung f/,, : X —
YH von f/. Wendet man dieses Argument (s — r)-mal an, so erhalten wir

Lemma 1.22 Jede G-Abbildung f, : X, — Y lafit sich zu einer G-Abbildung f : X —
Y erweitern. O

Wir betrachten ein solches f mit fH = f/,, und f|X, = f.:

(a) Angenommen H € ®(G). Dann gilt fiir die Abbildungsgrade von f nach Induktions-
voraussetzung fiir alle K 2 H = H,; (da dann nach Lemma 1.8 auch K € ®(G))
deg (<) = deg(f) = d(K), also

deg(ff) = — > nuxdeg(f¥) mod [WH]
1¢I§/:I-§{z<)]lll(<lisch

= —> nukd(K) mod |[WH]
= d(H) mod |WH].

Da wir D(H) > 2 angenommen hatten und da H € Iso(X) N ®(G), kénnen wir,
nach dem Satz von Hopf 1.19 (ii), f wie gewiinscht abdndern: wir kénnen eine WH-
Abbildung f/,, : X® — YH mit [/ | X7 = f/_|X>H finden, die d((f/.)") =

d(H) erfiillt und definieren dann f,,; : X,,; — Y als die entsprechende G-
Abbildung mit f,11]|X, = f, und f1|X® = f7,,.

(b) Angenommen H ¢ ®(G). Dann nehmen wir eine beliebige G-Erweiterung f, ;1 :
X,11 — Y von f,. : X, — Y (siehe Lemma 1.22).
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Wir haben nun fir f..; : X,4,; — Y die Bedingung (1.11) zu priifen, sei also ein
entsprechendes K € ®(G) gegeben:

Gilt bereits (K) = (H,41) oder (K) > (H;) fiir ein ¢ < r, so ist XX, = X¥ = XK
und damit nach Induktionsvoraussetzung deg(fX ) = deg(f¥) = d(K). Die Méglichkeit
(K) = (H,41) = (H) scheidet fiir D(H) > 1 im Fall (b) aus, da dort H ¢ ®(G) vorausge-
setzt war; im Fall (a) und falls D(H) = 1 ist nach Konstruktion deg(fX ) = deg(f,) =
d(H) = d(K).

Es bleibt also der Fall (K) = (H,;2) zu untersuchen. Sei K = m(D,K) 2 K. Da
K € ®(G), so ist nach Lemma 1 10 (K) = (H;) € Is0'(X) mit einem i < r+2. Ist i = r+1,
so ist nach Konstruktion deg(fX,) = d(K), ist i < r, so ist deg( r+1) = deg(f¥) = d(K).
Daher haben wir deg(f¥%,) = deg( E ) = d(K) = d(K), d. h. f¥, hat den gewiinschten
Abbildungsgrad. O

Sind die Zahlen ng k explizit bekannt, so kann also gepriift werden, ob eine G-Homoto-
piefiquivalenz f : X — Y mit deg(fH) = £1 fiir alle H € ®(G) moglich ist. Bei Laitinens
(und unserer bisherigen) Vorgehensweise werden die Koeffizienten ng x allerdings nicht
konkret berechnet, da sie anhand der (invertierbaren) Gradfunktion einer G-Abbildung
g Y — X konstruiert wurden, von der wir im allgemeinen nicht mehr wissen, als dafl
sie existiert. Es bleiben also zundchst auch weiterhin alle Informationen iiber X und Y in
den Zahlen ng x = nuk(X,Y) versteckt.

Eine Folgerung Laitinens aus den Sétzen 1.18 und 1.21 148t sich ebenfalls verallgemeinern:
Es seien

Co(G) € C(G), Ap(G) ¢ A(G)" und Cp(G)* € C(G)*

jeweils die entsprechenden Untergruppen der (Restklassen von) Funktionen, die die Insta-
bilitatsbedingungen B(D) einer gegebenen Dimensionsfunktion D zweier Homotopiedar-
stellungen X und Y erfiillen. Genau dann sind X und Y &dquivalent, wenn die Restklasse

Op([X] - [Y]) := [d(f)] € Picp(G) := Cp(G) /Cp(G)* Ap(G)

einer G-Abbildung f : X — Y mit invertierbarer Gradfunktion als Element der ,insta-
bilen“ Gruppe Picp(G) verschwindet, d. h. [d(f)] =1 € Picp(QG).

Eine weitere von Laitinens Schluffolgerungen ist hingegen nicht mehr méoglich, wenn die
Gruppe G nicht endlich ist: Ist G endlich, so sind zwei Homotopiedarstellungen X und Y
bereits dann orientiert dquivalent, wenn sie stabil orientiert dquivalent sind ([24], Theorem
4). Diese SchluBifolgerung kann man, wenn ®(G) # V(G), aus Satz 1.21 nicht ziehen,
da wir nur Auskunft iiber die Gradfunktionen d(f) € C(®(G),Z) erhalten: auch wenn
d(f) =1: ®(G) — Z konstant ist, mufl f keine orientierte G-Homotopieaquivalenz
sein.
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Kapitel 2
Zwei Beispiele

In diesem Kapitel wollen wir fiir weitere Beispiele kompakter Liescher Gruppen G, und
zwar fiir die orthogonale Gruppe O(2) des R? sowie fiir topologisch zyklische Gruppen,
zeigen, dafl jede G-Homotopiedarstellung stabil linear sein muB. Im Fall von O(2) zeigen
wir zusétzlich, daf3 die Dimensionsfunktion einer Homotopiedarstellung bereits eindeutig
ihre Aquivalenzklasse bestimmt; dabei benutzen wir Ergebnisse aus Abschnitt 1.2.

2.1 Die orthogonale Gruppe O(2)

Satz 2.1 Ist G eine kompakte Liesche Gruppe mit o(G) = kgV{|WH|| He &(G)} =1
oder = 2, so hdngt der dquivariante Homotopietyp einer G-Homotopiedarstellung nur
von ihrer Dimensionsfunktion ab; insbesondere ist Kern(Dimg) = Pic(G) = 0. Ist G
zusdtzlich niltoral, so ist jede G-Homotopiedarstellung stabil linear, d. h. V(G) = JO(G).

Beweis: Es seien X und Y zwei G-Homotopiedarstellungen derselben Dimensionsfunk-
tion D. Ist o(G) = 1, so folgt aus Satz 1.21, da8 jede Funktion d € C(®(G),Z), die die
Instabilitatsbedingungen B(D) erfiillt, als Gradfunktion einer G-Abbildung X — Y
realisierbar ist, insbesondere also auch die konstante Funktion d = 1.

Ist o(G) = 2, so mufl d noch zusétzlich fiir alle H € ®(G) bestimmte Kongruenzen (1.9)

deg(fH) = — Z nHdeeg(fK) mod |[WH)|
1#[?/:1-11{z<}]}lflisch

erfilllen. Ist |WH| = 2, so gilt fiir eine G-Abbildung ¢ : ¥ — X mit invertierbarer
Gradfunktion deg(g¥) = 1 mod 2; mit der Konstruktion aus Satz 1.18 kann fiir K = NH
also npk = 1 gewéhlt werden. Die konstante Funktion d = 1 : ®(G) — Z erfiillt also
auch in diesem Fall die Voraussetzungen, um Gradfunktion einer G-Homotopiedquivalenz
zu sein; X und Y sind dquivalent.

Ist G zusétzlich niltoral, so hat jede Homotopiedarstellung eine stabil lineare Dimensi-
onsfunktion (siehe Satz 1.6) und ist damit selbst bereits stabil linear. a
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Folgerung 2.2 Es sei G = O(2) die orthogonale Gruppe des R? oder G = St x ... x S!
ein Torus. Dann sind je zwei G-Homotopiedarstellungen gleicher Dimensionsfunktion
dquivalent. Auflerdem ist jede G-Homotopiedarstellung stabil linear, d. h.

V(G) = JO(G).

Beweis: Die orthogonale Gruppe des R? wird von einer Spiegelung ¢ (an einer festen
Achse) sowie den Drehungen e(a) € SO(2) um den Winkel « erzeugt: Jedes Element
€ O(2) hat die Form e(«) oder e(a)t fiir ein a € R/27Z, wobei t? = 1, e(a)e(S) = e(a+3)
und te(a)t™! = e(—a) = e(a)~!. Die abgeschlossenen Untergruppen H von O(2) aufler
O(2) und der trivialen Untergruppe sind dann die folgenden:

1. Eine von einer Drehung endlicher Ordnung erzeugte Untergruppe (e(2%)) = Z/n ist
fir alle n normal in O(2) und damit kein Element von ®(O(2)).

2. SO(2) ist normal in O(2) mit entsprechender Weylgruppe O(2)/S0(2) = Z/2.

3. Die von einer Spiegelung e(a)t erzeugte Untergruppe H, = Z/2 (wobei alle Unter-
gruppen dieser Form wegen e(a)t = e(§)te(§)™" konjugiert zueinander sind) hat
den Normalisator NH,, = (e(7), e(a)t), d. h. WH,, = Z/2.

4. Hyp = (e(@)t, e(35)) ist isomorph zur Diedergruppe Ds, der Ordnung 2n (und bei
festem n sind alle diese Untergruppen mit beliebigem « konjugiert zueinander). Der
Normalisator ist in diesem Fall NH,, = (e(a)t,e(2%)) = Hy 2, d. h. auch hier ist
WH,, = 7/2.

Also ist 0(O(2)) = kgV{|WH| |[H € ®(0(2))} = 2, auBerdem ist O(2) niltoral; die

Voraussetzungen aus Satz 2.1 sind also erfiillt.

Da ein Torus G 2 S* x ... x ST abelsch und deshalb insbesondere niltoral ist und ®(G) =
{G}, gilt auch die Aussage iiber den Torus. Diese wurde allerdings umgekehrt zum Beweis
von der hier wesentlich einflieBenden Bemerkung 1.17 verwendet und ist somit kein neues
Ergebnis (siehe bereits tom Dieck [14]). O

2.2 Topologisch zyklische Gruppen

(In diesem Abschnitt verwenden wir fiir die zyklische Gruppe der Ordnung m ausnahms-
weise die Bezeichnung Z/mZ.)

Satz 2.3 G sei eine topologisch zyklische kompakte Liegruppe, also G = T x (Z/mZ)
mit einem Torus T = S1 x ... x St und m € Z. Dann ist jede G-Homotopiedarstellung
stabil linear bzw.

V(G) = JO(G).
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Beweis: Wir wollen fiir jede G-Homotopiedarstellung X zwei reelle G-Moduln V' und
W konstruieren, s. d. X xSV und SW G-homotopieiquivalent sind. Dazu reicht es, daf3
eine G-Abbildung

h: XxSV-—SW

mit Abbildungsgraden deg(h®) = +1 fiir alle H € ®(G) existiert (sieche Bemerkung 1.17).

Da G abelsch und also insbesondere niltoral ist, hat X eine stabil lineare Dimensions-
funktion (sieche Satz 1.6), d. h. wir konnen G-Darstellungen V und Wy mit

Dimg (X * SVy) = Dimg(SWy) =: Dy
finden. Dabei seien ohne Einschriankung V5 und Wy grofl genug, so dafi Do(G) > 2 und
Iso:={H,,... H,},

die Menge der paarweise verschiedenen Isotropiegruppen von X xSV}, abgeschlossen unter
Durchschnitten ist: Zunéchst gibt es Darstellungen V’ und W’ s. d. Dimg(X * SV’) =
Dimg (SW’) und Dimg(SW')(G) > 2. Da G abelsch ist, ist die Voraussetzung, dafl
die Homotopiedarstellung X x SV’ endlichen Orbittyp hat, dquivalent dazu, dafl sie nur
endlich viele Isotropiegruppen besitzt. Deshalb konnen wir eine Darstellung V' finden, so
daB I'so(X x SV') C Iso(SV) (Bredon [7], Theorem 5.2). Ist n € N die Anzahl der K €
Iso(SV), so erfiillen Vy := V' @ nV und W, := W' @ nV die gewiinschten Bedingungen.

Iso sei so geordnet, daf§ aus H; > H; folgt, dal ¢ < j. Weiterhin sei fiir jede G-
Homotopiedarstellung Y mit I'so(Y) = Iso

Y(r)={xe€Y |G, =H, fireini <r}.

(Wir erinnern daran, dafl Y (r)H: = YHi falls i < r.) X xSV, und SW) seien kohiirent ori-
entiert (also z. B. nach der Methode von Abschnitt 1.1.2). Wir konstruieren nun induktiv
(orientierte) G—Darstellungen V., W,. und G—Abbildungen

fr: X, =X xSV, — SW,
mit den Eigenschaften
(i) DimgX, = DimgSW, =: D, erfiillt D,.(G) > 2,
(ii) Iso(X,) = Iso={Hy,... ,H},
(i) X, (= 1) = X, a(r — 1) und £ X,(r = 1) = foa] X1 (r — 1),

(iv) deg(fH) =1 fiir alle i < r mit H; € ®(G).

h := f, ist dann die von uns gesuchte G-Homotopiedquivalenz, denn fiir jede abgeschlos-
sene Untergruppe L € ®(G) ist m(D;, L) = H; mit einer Isotropiegruppe H; € ®(G) von
X, (siehe Lemma 1.10) und damit deg(f¥) = deg(fH) = 1.
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Wir beginnen mit einer Abbildung fy : X «SVy — SW, mit invertierbarer Gradfunktion,
d. h. ggT(deg(f&),0(G)) = 1 fiir alle H C G, wobei hier o(G) := kgV{|WH||H €
O(G)} =m.

Sei nun f, bereits konstruiert und H := H,; abgekiirzt. Falls H ¢ ®(G), so setzen wir
einfach X, := X,., Wyq := W, und f,,1 := f,. Nehmen wir also an, dafl H € ®(G).

Wir wollen zuniichst zeigen, dal deg(fH) stets teilerfremd zu |[WH] ist: Fiir fy ist dies
nach Konstruktion so; es sei also r > 1 und p ein Primteiler von |WH]|. Dann gibt es eine
Untergruppe L C G mit HC L € NH s. d. L/H = Z/pZ (Satz von Cauchy). F, sei der
Korper mit p Elementen. Aus der P. A. Smith—Theorie folgt insbesondere

Satz 2.4 Es seien S1 und Sy zwei F,~Kohomologie-n-Sphiren, auf denen G = Z/pZ so
operiert, daff S¢ und S jeweils F,~Kohomologie—m-Sphiren sind. Ist ¢ : Sy — Sy eine
beliebige G-Abbildung, so gilt fiir die Abbildungsgrade

SG =0 =S¢ oder deg(¢p®) #£0€F, <= deg(¢p)#0€T,.

(Ein Beweis findet sich z. B. in [17], 111.(4.29).) In unserem Fall ist also genau dann
deg(fB) #£ 0 mod p, wenn deg(f¥) # 0 mod p. Wegen H € ®(G) ist auch L € ®(G)
(Lemma 1.8), und damit ist m(D,,L) eine Isotropiegruppe von X, (Lemma 1.10): H &
L ¢ m(D,,L) = H;, wobei i <r und H; € ®(G). Also ist nach Induktionsvoraussetzung
deg(f¥) = deg(fH) = 1 # 0 mod p. Da dies fiir alle Primteiler p von |[WH)| gilt, ist
folglich ggT (deg(fH), |WH]|) = 1.

Wir kénnen daher stets ein ¢ € N mit gg7'(q,m) = 1 so wihlen, daf§
¢~ deg(f;') =1 mod [WH].
Wegen H € &(G) mufl T C H sein, d. h. H ist von der Form
H =T x (hZ/mZ)

fiir einen Teiler h von m.

Wir betrachten nun die unitédren Darstellungen von G: Sei j € {1,... ,m} und V(j) die
eindimensionale komplexe irreduzible G—Darstellung

GxV() — V()
((t,l mod m),v) — ()0  (teT,1€Z &=e"/mcC);

der Kern von V (j) ist T x (kZ/mZ) C G mit k = —*—. SV(j) erhalte die kanonische,

99T (m,j)"
durch die komplexe Struktur des Vektorraumes V'(j) induzierte Orientierung. Dann hat

die dquivariante Abbildung

g: SV(Z®) — SV(g-2) =S5
¢ —
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den Abbildungsgrad ¢, und beide Darstellungen haben den Kern H, also Iso(SV (7)) =
Iso(SV(q-7T)) = H=H,;. Es seien Vi, .=V, @ V(F) und W,y =W, @ V(g-7)
(V(F) und V(g - 5) jetzt als orthogonale G-Moduln gesehen), mit entsprechender Pro-
duktorientierung, sowie

f7,,+1 = fr*gi XT*SV(%) GX*SV;_H —>SW *SV( ) ~a SWT_H

Da Iso(X,) = Iso D Iso(SV (%)) nach Konstruktion abgeschlossen unter Durchschnitten
ist, ist Iso(X, * SV(7)) = Iso. AuBerdem gilt fiir die Isotropiegruppe G, eines y =
(2, t,v)] € (X, * SV(PI)N\X,, d. h.t #1, G, = G, NH, ;1 € H,y4, also G, = H; mit
7 > r -+ 1. Somit erfiillen

X1 = Xo x SV(R),

SW,41 und f/,, bereits die Bedingungen (i)-(iii), insbesondere ist deg(f'rs,) = 1 falls
i <rund H; € &(G). AuBlerdem ist nach Konstruktion

deg(f'741) = q- deg(f}) = 1 mod |WH.

Wir betrachten f’ 5_1 als WH-Abbildung. Nach der dquivarianten Form des Klassifika-
tionstheorems von Hopf (Satz 1. 19) gibt es dann eine WH-Abbildung f/,, : X%, —
SWH mit f7 | XZ7H = . |X7H und deg(f”,,"") = 1. Diese Erweiterung entspricht

genau einer G-Abbildung

P X (r+1) — SWopy

r

it (205 = oy und £ X1 (1) = FLaa Xosa(r) = £1X,(r) ([17], Satz 1(7.4)). Nach
Lemma 1.22 1483t sich ;’J’rl zu einer G-Abbildung f,y1 : X, 11 — SW,.y1 erweitern. f,. 4
geniigt nun auch der Bedingung (iv). O
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Kapitel 3

Stabil komplex lineare
Homotopiedarstellungen

G sei weiterhin eine kompakte Liesche Gruppe und * stets der aus einem Punkt beste-
hende Raum. In diesem Kapitel werden wir, mit Hilfe dquivarianter K—Theorie, stabil
komplex linearen G-Homotopiedarstellungen Invarianten zuordnen, die, zusammen mit
der Dimensionsfunktion, ihren (stabilen, orientierten) G-Homotopietyp eindeutig kenn-
zeichnen:

Im ersten Abschnitt beweisen wir, daf} es fiir stabil komplex lineare Homotopiedarstellun-
gen X ein Analogon zur Bottperiodizitit Kg(*) = K c(SY) fiir komplexe G-Darstellungen
V' gibt. Wir konstruieren entsprechende Bottklassen b(X}) und Eulerklassen e(X}) €
R(G) fir X, wobei der Index h anzeigt, dal die Wahl dieser Klassen noch von der Wahl
einer G-Homotopiedquivalenz X x SV ~g SW abhéngt. e(X}) beschreibt dann u. a. die
Kg—Gruppen von X. Diese Bottperiodizitdt benutzen wir, um im zweiten Abschnitt Ko-
effizienten ng x = Nk (X, Y') zu berechnen (wobei X und Y zwei stabil komplex lineare
Homotopiedarstellungen gleicher Dimensionsfunktion sind), die Satz 1.18 erfiillen: damit
erhalten wir explizit Kongruenzen, die die Gradfunktionen von G-Abbildungen X — YV
beschreiben. Aus dieser Konstruktion der Koeffizienten nygx(X,Y) entwickeln wir im
darauffolgenden Abschnitt 3.3 Invarianten der (evtl. orientierten oder stabilen) Aquiva-
lenzklassen stabil komplex linearer Homotopiedarstellungen. Dafl diese Invarianten sich
in dem Spezialfall der orientierten Aquivalenzklassen komplexer Darstellungssphiren von
p—Gruppen ungerader Ordnung vereinfachen lassen, zeigen wir dann im letzten Abschnitt.

Wie wir spater sehen werden, kénnten die Ergebnisse der Abschnitte 3.2 und 3.3 auch
mit den Methoden des Kapitels 4 erzielt werden. Da komplexe Darstellungssphéren in
kanonischer Weise orientierbar sind, wiirden zudem die bei (reellen) Darstellungssphéren
auftretenden Probleme mit der Wahl geeigneter Orientierungen wegfallen, so dafi die Sétze
3.10 und 3.12 (und damit alle sich aus ihnen ergebenden Folgerungen) mit weit geringerem
Aufwand als dem in diesem Kapitel vorgestellten bewiesen werden konnten. Wir haben
hier trotzdem den beweistechnisch langeren Weg zu diesen Ergebnissen gewihlt, weil zum
einen die Existenz der Bottperiodizitét fiir stabil komplex lineare Homotopiedarstellungen
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ein fiir sich bereits erwidhnenswertes Ergebnis ist (zumal sich mit Hilfe einer Bottklasse
b(X}p) von X der (Z/2-graduierte) R(G)-Modul K&(X) berechnen 148t). Zum anderen
wird bei der expliziten Berechnung der Invariante Ap(X') deutlicher, woher diese Invarian-
te stammt, und dafl die ihr zugrundeliegenden Klassenfunktionen A(X)g : WH — C mit
Hilfe bestimmter Charaktere des Darstellungsringes R(WH) definiert werden kénnen, die
ihren Ursprung in der Kg—Theorie von X haben. In diesem Sinne ist der hier vorgestellte
Beweis ,,schoner*.

Eine Zusatzstruktur fiir stabil komplex lineare Homotopiedarstellungen

Eine G-Homotopiedarstellung X heifit stabil komplex linear, falls es zwei komplexe G-
Moduln V und W und eine G-Homotopiedquivalenz

h: X*xSV—SW

gibt. Die feste Wahl solch einer Aquivalenz hy : X % SVy — SWx fassen wir in diesem
Kapitel zunéchst als Zusatzstruktur fiir stabil komplex lineare Homotopiedarstellungen
auf und zeigen dies durch den Index h an, wobei also

X = (X, hX : X*SVX — SWX)

sei; wir werden der Einfachheit halber solch ein Tupel X} weiterhin eine stabil komplex
lineare G-Homotopiedarstellung nennen.

Weiterhin sei fiir jede gegebene stabil komplex lineare G-Homotopiedarstellung X die
Homotopiedarstellung X, wie in Abschnitt 1.1.2 erlautert, so mit einer Orientierung verse-
hen, daf} je zwei Homotopiedarstellungen gleicher Dimensionsfunktion kohérent orientiert
sind. Da Homotopiedarstellungen mit geradzahliger Dimensionsfunktion triviales Orien-
tierungsverhalten haben (siehe Gleichung (1.1)), kénnen wir dabei fiir den Join X * Y
zweier orientierter Homotopiedarstellungen o. E. stets die Produktorientierung von X
und Y wéhlen. Weiterhin sei eine komplexe Darstellungssphéire SU o. E. kanonisch, d. h.
induziert durch die komplexe Struktur des Vektorraums U, orientiert: ist uq,... ,u, eine
Basis von U, so liefert die geordnete Basis (uy, iuy, ... ,u,, tu,) des U zugrundeliegenden
reellen Vektorraums eine Orientierung von U, die unabhéngig von der speziellen Wahl von
U, ... U, ist. Auf diese Weise hat fiir jede stabil komplex lineare Homotopiedarstellung
X, die stabile Aquivalenz hy wohldefinierte Abbildungsgrade deg(hfl) € Z* (die die zu
der Dimensionsfunktion von X *x SVx bzw. SWyx gehdrenden Instabilitdtsbedingungen
erfiillen).

Ist H € ¥(G), so sei mit X} stets die stabil komplex lineare WH-Homotopiedarstellung
X = (XH pf XxH i svE — s (3.1)

gemeint, ebenso kénnen wir X;, mit den entsprechenden Restriktionen, als stabil komplex
lineare H-Homotopiedarstellung auffassen. Fiir den Join zweier Homotopiedarstellungen
X und Y definieren wir (X *Y'), vermoge

hX*y = hX * hy : (X x Y) * S(VX D Vy) — S(WX @ Wy) (32)
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(wobei wir die — dank der kanonischen Orientierung der Darstellungssphéren — orientierten
Aquivalenzen (X * SVx) * (Y * SVy) ~g (X *Y) x S(Vx @ V3) und SWyx * SWy ~¢
S(Wx @ Wy) benutzen).

Die im néchsten Abschnitt konstruierte Bottklasse b(X},) und Eulerklasse e(X},) wird eine
Invariante der stabil komplex linearen G-Homotopiedarstellung X sein, d. h. abhéngig
von X mit der Zusatzstruktur Ay : X * SVxy — SW.

3.1 Aquivariante K—Theorie

Wir wollen zunéchst zeigen, daf§ es fiir jede stabil komplex lineare G-Homotopiedarstel-
lung X ein Analogon zur Bottperiodizitit der dquivarianten K—Theorie fiir eine komplexe
G-Darstellung gibt. Insbesondere ist der K& (x)-Modul K& (CX, X) frei vom Rang 1, d. h.
K5(CX, X) = K&(x) = 0 falls 4 ungerade und K& (CX, X) & K5(x) & R(G) ist ein
freier R(G)-Modul vom Rang 1 falls i gerade.

Dazu zunéchst ein paar Vorbemerkungen iiber dquivariante K—Theorie und die Bottpe-
riodizitat fiir eine komplexe G—Darstellung.

K&(-) (n € Z) seien die Kohomologiegruppen der dquivarianten K—Theorie auf der Ka-
tegorie der G-Raume. Fiir einen endlichen G-CW-Komplex X konnen wir Kg(X) =
K&(X) als die Grothendieckgruppe der komplexen G-Vektorraumbiindel iiber X anse-
hen. Insbesondere ist K& (x) isomorph zu R(G), dem komplexen Darstellungsring. Der
auf diese Weise definierte kontravariante Funktor K g und die daraus resultierende dquiva-
riante Kohomologietheorie fiir kompakte G-Raume werden beispielsweise bei Segal [34]
oder Friedrich [19] ausfiihrlich beschrieben. (Siehe auch Atiyah [1], in dessen Buch der
Schwerpunkt allerdings auf nicht—#quivarianter topologischer K—Theorie liegt). Mit Hilfe
eines die Kg—Theorie darstellenden G-Spektrums wird die Kohomologietheorie K¢ fiir
alle G-Raume definiert. (Eine genau Konstruktion findet sich z. B. in dem Buch von Le-
wis, May und Steinberger [27], siehe insbesondere Kapitel X und dort speziell Prop. 2.1;
einen guten Uberblick gibt auch der Ubersichtsartikel von Greenlees [20]).

Im einzelnen gelten folgende fiir uns wichtige Fakten: Ist X ein punktierter G-Raum mit
ausgezeichnetem Basispunkt = (der ein Fixpunkt der G—-Operation ist), und ist i : x < X
die Inklusion, so ist die reduzierte Kg—Gruppe Kg(X) definiert als

Ka(X) = Kern(Ka(X) - Ka(¥));

weiterhin ist fiir ein G-Raumpaar (X,Y) Kg(X,Y) := Kg(X/Y) (wobei Y der Ba-
sispunkt des Quotienten X /Y sei). Ist der punktierte Raum X7 die disjunkte Verei-
nigung aus X und einem zusétzlichen Basispunkt (auf dem G trivial operiert), so ist
Kg(X) = Kg(X*). Ist n € N, so gilt Kg"(X) = Kg(S™ A XT); insbesondere ist
Kg'(x) = 0. Fiir je zwei G-Raumpaare (A, A’), (B, B') haben wir eine Multiplikation

K&(A A @z K& (B, B") — K& ((A, A") x (B, B")),
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bzw. fiir je zwei punktierte G-Rdume A und B
Kg&(A) @z K& (B) — K& (AN B).

Setzen wir A = %, so sehen wir wegen Kg(x) = R(G), dafl mit dieser Multiplikation
insbesondere alle Kohomologiegruppen R(G)-Moduln werden.

Die dquivariante Kohomologietheorie K§(-) zeichnet sich durch die Existenz des Bottiso-
morphismus aus (siche beispielsweise [34], §3, und [20], 3. und 4.). Ein Spezialfall hiervon
ist die sogenannte Bottperiodizitét:

Ist V' eine unitdre G-Darstellung, mit Einheitskreisscheibe DV und Einheitssphéare SV,
bzw. SV der sogenannte Bottraum, d. h. die Einpunktkompaktifizierung von V mit dem
unendlich fernen Punkt als Basispunkt, so ist der R(G)-Modul K¢ (SY) 2 Kg(DV, SV)
frei vom Rang 1, mit einem erzeugenden Element b(V) € Kg(SY) = Kg(DV, SV), Bott-
klasse von V' genannt, welches mit Hilfe der Vektorraumstruktur von V' definiert wird.
Fiir jeden punktierten G-Raum X ist die Multiplikation mit dieser Bottklasse

Oy: Ki(X) — K& X ASY)
w — w-bV)

ein Isomorphismus von (graduierten) R(G)-Moduln (ein entsprechender Isomorphismus
gilt fiir G-Raumpaare bzw. unpunktierte G-Réume). Wegen Kg"(X) = Kg(S" A XT)
fiir n € N gilt insbesondere, da wir fiir V' die triviale Darstellung V' = C wéhlen koénnen,
KG"(X) =2 Kg" ?(X). (Auf diese Weise wird in der urspriinglichen Konstruktion der
Kohomologietheorie die Graduierung vermoge Kg"™(X) = K&(X) mit i € {0, -1}
auf Z ausgedehnt.) Wir kénnen K§(+) also auch als Z/2-graduierte Kohomologietheorie
auffassen.

Ist V' — x das triviale Vektorraumbiindel und 7 : DV — %, so kénnen wir uns b(V) €
Kg(DV,SV) als das mit Hilfe des Koszul-Komplexes

2 n
0—C—71V-—=ATV—... 2> A\7TV— ...

definierte virtuelle Vektorraumbiindel iiber DV vorstellen (zur genauen Definition siche
Segal [34], §3). Es sei i : « < DV die Inklusion der Null. Die Abbildung ¢y, die das
Diagramm

Ka(DV, SV) K&(DV)
Oy ¥
X ' X
Kg(») v - Kg(x)

kommutieren 148t, ist die Multiplikation mit der sogenannten Eulerklasse e(V') von V/,
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dim¢ V
e(V):=x4(V)= > (-1)'A'V € R(G)
=0
(wobei A’V die i-te duBere Potenz von V sei). Nach Konstruktion sind Bottklasse und
Eulerklasse vertriglich mit der Restriktion auf Untergruppen H C G, wir werden deshalb
bei solch einem Wechsel die Bezeichnungen b(V') bzw. e(V') einfach beibehalten. Die Bott-
periodizitét ist transitiv in dem Sinne, daf fiir je zwei komplexe G—Darstellungen V' und
W gilt

b(V)B(W) = b(V @ W) € Ka(D(V & W), S(V & W)) 2 Ke((DV,SV) x (DW, SW));

entsprechend ist e(V)e(W) =e(V & W).

3.1.1 Bottperiodizitit fiir stabil komplex lineare Homotopiedar-
stellungen

Betrachten wir die Einheitssphére einer komplexen (unitdren) G—Darstellung V' als Ho-
motopiedarstellung X = SV, so entspricht die Einheitskreisscheibe DV dem Kegel C'X
von X, wobei CX = X x[0,1]/X x{0} D X x{1} = X, insbesondere ist Kg(DV,SV) =
Kg(CX, X). Der Bottraum SV ist G-homdomorph zur unreduzierten Einhéingung C X/ X
von X = SV. Wir schreiben deshalb fiir einen beliebigen G-Raum X die unreduzierte
Einhédngung als

oX =CX/X, (3.3)

o X ist ein punktierter G-Raum mit Basispunkt X. Wir formulieren nun das angekiindig-
te Analogon zur Bottperiodizitat fiir stabil komplex lineare G-Homotopiedarstellungen
in der Version fiir punktierte Rdume, da dies bei unseren spéateren Anwendungen am sinn-
vollsten ist; eine Formulierung fiir Raumpaare oder nicht punktierte Rdume wére genauso
moglich.

Satz 3.1 Sei X eine stabil komplex lineare G-Homotopiedarstellung. Dann gibt es ein
Element b(X) € Kg(0X) (eindeutig bis auf Multiplikation mit einer Einheit € R(G)*),
so daf fir jeden punktierten G-Raum A die Abbildung

K&(A) — K&(ANoX)
w — w-b(X)

ein Isomorphismus von R(G)-Moduln ist. Insbesondere sind die R(G)~Moduln K&(oX)
und K& (%) isomorph, d. h. K5(CX, X) = K& (0X) ist ein freier R(G)-Modul vom Rang
1 falls i gerade und ist Null falls i ungerade.
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Beweis: (Siehe auch [14].) Da es nach Voraussetzung zwei komplexe G-Darstellungen V/
und W und eine G-Homotopiedquivalenz h : X x SV — SW gibt, die auf den Kegeln
die Abbildung C'(h) : C(X * SV) — C(SW) = DW induziert, existiert also eine G-
Homotopiedquivalenz

(CX/X)N(DV/SV) — DW/SW,

ebenfalls h genannt. Fiir jeden punktierten G-Raum A induziert id4 A h damit einen
Isomorphismus

(ida AR)* 1 K&EANTSW) — KE(ANoX AaSV)
von (graduierten) R(G)-Moduln. Deshalb kénnen wir einen Isomorphismus
O4(Xy): K&(A) — K&(ANGX)

so definieren, dafl das Diagramm

K&(AAoX) (V) - K&(ANGX AoSV)
©a(Xp) (ida A h)*
K&(A) (W) - K& (AN GSW)

kommutiert. Ist speziell A = +T, so ist Kg(*T) = Kg(*) 2 R(G) > 1 und wir erhalten
einen Isomorphismus

O(X)): Kg(*x) — Kg(0X). (3.4)
Definieren wir

b(Xy) == 0(X,)(1) € Kg(0X), (3.5)
so ist also h*(b(W)) = b(X}) - b(V) € Kg(oX A oSV). Da nun fiir alle w € K§(A)

O4(Xn)(w) - B(V) = (ida A ) (w- (W)
ida)’ (@) - 1" (b(W))
— W b(X,) - b(V),

so gilt wegen der Bottperiodizitét fiir V' fiir den Isomorphismus © 4(X},)

O4(Xp) (W) = w - b(Xy) (w e Kg(4)).
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3.1.2 FEulerklassen

Die Bottklasse b(V') einer komplexen G-Darstellung V' ist keine topologische Invarian-
te des Bottraumes SV bzw. ¢SV, sondern wird (wie eingangs erliutert) mit Hilfe der
Vektorraumstruktur von V' definiert. Entsprechend gibt es fiir eine stabil komplex lineare
G—Homotopiedarstellung X kein ausgezeichnetes erzeugendes Element des freien R(G)—
Moduls K¢ (0X) vom Rang 1: wir haben b(X},) € Kg(0X) in Abhéingigkeit von der Wahl
der G-Homotopiedquivalenz hx : X * SVyx — SWx und der Vektorraumstruktur von
Vx und Wy festgelegt.

Wir unterdriicken bei hy, Vx und Wy weiterhin den Index X. Es soll nun das zu
b(Xp) € Kg(0X) gehorige Element e(X},) € R(G) bestimmt werden, das Analogon zu
der zur Bottklasse b(V) € Kg(S") gehérenden Eulerklasse e(V) € R(G): wir definieren
dieses Element so, daf der durch die Multiplikation mit e(X},) gegebene Endomorphismus
Kg(x) — Kg(x) das Diagramm

Ka(%) V) Ka(%)
/ 'e(X ) / N
Kg(oX) ov) ‘ : - Kg(oX NoSV) v
-e(W)
V/KG(*> 7G(*)
Ke(*) W) -~ Kg(oSW)

kommutieren 148t. Dabei seien alle Abbildungen mit Ziel K¢ (%) jeweils durch die Inklusion
der Null in die entsprechenden Kegel induziert. Es sei 1 € Kg(*) = R(G).

Definition 3.2 Mit den Bezeichnungen aus dem Beweis zu Satz 3.1 sowie aus obigem
Diagramm nennen wir ©(X,) : Kg(x) — Kg(0X) den Bottisomorphismus, b(X},) =
O(Xn)(1) € Kg(0X) die Bottklasse sowie

€(Xh) S R(G)

die Fulerklasse der stabil komplex linearen G-Homotopiedarstellung Xj,.

Ist h sogar eine orientierte Aquivalenz, so hingen diese Begriffe iibrigens nur noch von
V und W, nicht aber von der speziellen Wahl von h ab, denn da die Dimensionsfunktion
von X x SV bzw. SW nur geradzahlige Werte hat, ist nach dem Satz von Hopf h bis auf
G-Homotopie durch seine Gradfunktion eindeutig bestimmt. Wir werden gleich sehen,
daB die Eulerklasse e(X},) auch sonst nur von V und W abhéngt.

37



Die Eulerklasse e(X}) € R(G) von Xj, = (X, h : X * SV — SW) erfiillt, wie man dem
letzten Diagramm entnehmen kann, die Gleichung

e(Xp) - e(V) =e(W).

Da R(G) im allgemeinen nicht nullteilerfrei ist, wird e(X}) durch diese Gleichung noch
nicht eindeutig bestimmt (genau dann, wenn V einen trivialen Faktor enthélt, ist e(V)
sogar identisch Null). Trotzdem 148t sich die Eulerklasse von X in gewisser Weise als
Quotient der Eulerklassen von V und W berechnen.

Berechnung der Eulerklasse

Ist eine Gruppe C abelsch, so zerfillt jede endlichdimensionale komplexe C—Darstellung
U in eindimensionale irreduzible C—Darstellungen U, U = U; @ ... @ U, fiir diese ist
e(U,) = (=1 A"U, = 1 — U,. Da die Eulerklasse multiplikativ ist, gilt also e(U) =
[1*_,(1 = U,) € R(C). Wird C C G von g erzeugt, so ist deshalb der Charakterwert
e(U)(g) genau dann # 0, wenn U€ = 0; ist U = U€ @ Ug die orthogonale Zerlegung
der C—Darstellung U in die Fixpunktmenge und ihr Komplement, so ist insbesondere

e(Uc)(g) # 0.

Satz 3.3 Es sei g € G und C der Abschlufl der von g erzeugten zyklischen Untergrup-
pe von G. Dann gilt fir den Charakterwert der Eulerklasse e(X},) einer stabil komplex
linearen G-Homotopiedarstellung X, = (X, h: X x« SV — SW) an der Stelle g

(X)) 0 falls DimgX(C) >0
€ = e .
W el9) falls Dime X (C) =0

Beweis: Da die Restriktion ResS (X)) von X, eine stabil komplex lineare C—Homoto-
piedarstellung ist, konnen wir zur Berechnung des Charakterwertes e(X};)(g) o. E. G=C
annehmen.

Wegen dime W€ > dimc VEC ist W =2 WC @ We = VC @ W’ mit einer C-Darstellung
W' h:0X NoSV — oSW induziert deshalb eine C-Homotopiedquivalenz

W:oSVEANoX NoSVe — oSVE Ao SW'.
Nach unserer Definition des Erzeugers b(X}) € K¢(0X) ist
W (b)) = b(X))b(V) € Kc(oX AaSV).

Wegen der Transitivitit der Bottperiodizitéit gilt deshalb fiir den durch A’ induzierten
R(C)-Modulhomomorphismus (k')* : K¢(6SVC AaSW') — Kc(oSVE AoX A oSVe)

(H) (b(VEW)) = b(VEIB(X)b(Ve):
Wir erhalten deshalb das kommutative Diagramm
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'G(Xh) / (h/)* »

» Kc(oSVC AoX AoSVE)

Kc(oSVE A oX)

‘ (W)

VKC (*) VC (*)
(W)

Kc(oSVE) ~ Kc(oSVC A aSW)

wobei auch hier wiederum alle Abbildungen K¢(-) — K¢ (%) durch die Inklusion der
Null in die entsprechenden Kegel induziert seien. Fiir e(X}) € R(C) folgt also

e(Xn) - e(Vo) = e(W'),

wobei e(Ve)(g) # 0, da C von g erzeugt wird. O

Die Eulerklasse e(X}) von X; = (X, hyx : X * SVx — SWy) ist also nur von Vy und
Wx, nicht aber von der speziellen Wahl von hx abhéngig. Sie ist insofern multiplikativ
bzgl. des Join, als daf3

e((X % Y)) = e(Xp) - e(Y) (3.6)

gilt (siehe (3.2)). Da die Bottklasse b(X}) als erzeugendes Element des freien R(G)-
Moduls Kg(0X) bis auf Multiplikation mit einem invertierbaren Element aus dem Dar-
stellungsring eindeutig bestimmt ist, ist die Restklasse

e(X) := [e(Xn)] € R(G)/R(G)"

nicht mehr von der Wahl der Homotopiedquivalenz hx : X % SVxy — SWx abhingig;
¢(X) ist eine Invariante der Aquivalenzklasse von X. Diese Invariante ist multiplikativ
bzgl. des Join, d. h.

e(X*xY)=e(X)- eY).

Ein einfaches Beispiel dafiir, da} die FEulerklasse auch fiir eine komplexe Darstellungs-
sphére keine Invariante des Homotopietyps ist, gibt es schon fir G = Z/3: Es sei V die
komplexe eindimensionale G—Darstellung

GxV — V
(Imod 3,v) > ('-v

(l1€Z,¢=e"PecC)und V2=V V.
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Beispiel 3.4 Es sei Vi =V @V und Vo = V2 @ V2. Dann sind SVi und SV, orientiert
G -homotopiedquivalent, aber e(Vy) # e(Va).

Beweis: Wegen SV,¢ = SV,¢ = () ist jede G-Abbildung SV; — SV; bereits durch ihren
gewohnlichen Abbildungsgrad bis auf G-Homotopie eindeutig bestimmt (Satz 1.19). Die
G-Abbildung

. CoOSV — S(V?)
A= )\

vom Grad 2 induziert eine Abbildung f % f : SV; — SV, vom Grad 4. Nach dem
dquivarianten Satz von Hopf ist wegen 1 = 4 mod 3 deshalb auch eine G-Abbildung
SVi — SV, vom Grad 1 realisierbar, die dann die gewiinschte orientierte Aquivalenz ist.
Identifiziert man nun V' mit ¢ in R(G) = Z[t]/(1 — t?), so ist wegen V; = 2t und V, = 2t*
(1 —¢t)?mod (1 — %) =e(V) # e(Vz) = (1 — t*)? mod (1 —¢3). O

Zwei Anwendungen der Eulerklasse

Unter anderem kann man mit Hilfe der Eulerklasse e(X},) einer stabil komplex linearen
G-Homotopiedarstellung X}, den (Z/2-graduierten) R(G)-Modul K&(X) berechnen.
Es sei Anng(x) der Annihilator eines Elements x in einem Ring R und (x) das von z in R
aufgespannte Hauptideal. Dann gilt unabhingig von der speziellen Wahl der Aquivalenz
hX:X*SVX —)SWX

Bemerkung 3.5 Fiir eine stabil komplex lineare G—Homotopiedarstellung X, gilt fir die
R(G)-Moduln der Kg—-Kohomologietheorie von X

KL(X) 2 Annge(e(Xn)) und  K§(X) 2 R(G)/(e(X)).

Ist die Homotopiedarstellung X so, dafi X % S° stabil komplex linear ist (z. B. X =
S(V @ R) mit einer unitiren G—Darstellung V'), so ist

K&(X) 2 R(G)® R(G) und Kg&(X)=0.

Beweis: (Siche auch Atiyah [1], Cor. 2.7.3, fiir den Fall X = SV.) Angenommen X ist
stabil komplex linear. Aus der langen exakten Sequenz der Kohomologietheorie K§(+)

fiir das Raumpaar (CX, X) erhalten wir mit Hilfe des Isomorphismus ©(X},) und wegen
Kg'(CX)=0= K§(CX, X) das kommutative Diagramm

0 — Kg'(X) — K&(CX,X) — K&(CX) — K&(X) — 0,

1%

O(Xn)

©(Xn)

Kg(x) Kg(x)
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wobei ¢(X},) die Multiplikation mit e(X}) ist. Daher haben wir eine exakte Sequenz

0 — KL(X) — R(G) ™ RG) — K%(X) — 0,

woraus die erste Behauptung folgt. Ist X so, dal X * S stabil komplex linear ist, so ist
wegen C(X * S9) /X x S° ~g S'A(CX/X)

K2(CX,X) = K&(O(X % 8%, X % 8%
und  Kg'(CX, X) = K&(C(X % SY), X xS

I
o

12

R(G).
Die lange exakte Sequenz
o= 0= K (X) = 0= KQ(CX) = KA(X) = K&(OX, X) =0 — ...

ergibt also, da K& (CX, X) = R(G) als freier R(G)-Modul die exakte Sequenz 0 —
R(G) — K&(X) — R(G) — 0 spaltet, K&(X) = R(G) ® R(G) und K4(X)=0. O

Bemerkung 3.6 Es sei G = S! und X eine G-Homotopiedarstellung mit leerer Fix-
punktmenge X€ = (. Dann ist X stabil komplex linear, und die (eindeutig bestimmte)
Eulerklasse e(X) € R(G) von X beschreibt die Dimensionsfunktion und damit auch die
Aquivalenzklasse von X eindeutig.

Beweis: tom Dieck beweist in [14], Theorem 1, daf es fiir jede G-Homotopiedarstellung
X genau ein W —V € RO(G) mit X = SV ~g SW gibt. Ist U die eindimensionale
komplexe G-Darstellung

GxU — U
(Cav) — C'U

(¢ € G = S' C C), soist eine reelle irreduzible G-Darstellung entweder trivial oder die
Reellifizierung von U* fiir ein k € Z\{0}. Ist daher X¢ = (), so kénnen V und W mit
X*SV ~qg SW sogar komplex gewahlt werden, d. h. jede G-Homotopiedarstellung X mit
leerer Fixpunktmenge ist stabil komplex linear, und W —V € R(G) und e(X) := e(X},)
sind dabei eindeutig bestimmt.

Ist die erste Behauptung bewiesen, so folgt die zweite aus der Tatsache, daff fiir einen

Torus zwei Homotopiedarstellungen gleicher Dimensionsfunktion bereits dquivalent sind
([14], Prop. 1).

Nun zur ersten Behauptung. Identifizieren wir die G—Darstellung U mit ¢, so ist der
komplexe Darstellungsring des Torus R(G) isomorph zu Z[t,t~!], dem Polynomring in
der Unbestimmten ¢ und ¢~'. Wir kénnen daher R(G) als Unterring der auf C\{0} ho-
lomorphen Funktionen auffassen. Wie oben erlautert, ist X x SV ~g SW, wobei o. E.
VG =0=W&E, also

V= > nadUu* uwd W= Y m(dU*
dez\{0} dez\{0}
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mit m(d),n(d) € Ny. Fiir die Eulerklasse e(X) gilt dann e(X) - e(V) = e(W). Da nach
Voraussetzung e(V) # 0 # e(W), ist e(X) € Z[t,t™'] die holomorphe Fortsetzung der
rationalen Funktion

e(W) _ TI(L — ¢4

(V) ~ TI(1 — )@

auf C\{0}. Es sei & := >™/* ¢ S! C C. Fiir die von &, erzeugte Untergruppe K von S*
ist

)

U falls k|d
N
e { 0 sonst

und deshalb gilt fiir die Dimensionsfunktion von X

0 < DimgX(K) = DimgSW(K) — DimgSV(K)
== dlmRWK — d1mRVK
. <m(d) _ n(d)> - dimg0
d: k|d
= 2 O(k)v

wobei o(k) 1= Yy 44 (m(d) - n(d)) sei. Zugleich ist & aber auch Nullstelle von e(X) der
Ordnung o(k). Da eine (abgeschlossene) Untergruppe von S' entweder S! selber ist (nach
Voraussetzung war Dimg X (G) = 0) oder aber von einem Element der Form & erzeugt
wird, so ist die Dimensionsfunktion von X durch die Nullstellenordnungen von e(X) in
den & (k € N) festgelegt. O

3.2 Kongruenzen fiir Gradfunktionen

Wie in Kapitel 1.2 beschrieben, ist ein gegebenes d € C(®(G),Z) genau dann Grad-
funktion einer G-Abbildung f : X — Y zwischen zwei G-Homotopiedarstellungen X
und Y gleicher Dimensionsfunktion D, wenn d die Instabilitdtsbedingungen B(D) sowie
bestimmte Kongruenzen

dH) = > nuxd(K) mod |[WH]

K: HaK
1#K /H zyklisch

erfiillt (Satz 1.18 und Satz 1.21). Bei Kenntnis der von X und Y abhéngigen Koeffizien-
ten ngk € Z kann also festgestellt werden, ob eine G-Homotopiedquivalenz X — Y
existiert. Wir wollen nun in dem Fall, dal X und Y stabil komplex linear sind, mit Hilfe

der Bottperiodizitdt die Zahlen ng x berechnen. Dabei folgen wir Ideen von tom Dieck
und Petrie ([11], [17] I1.5).

Gegeben seien also zwei stabil komplex lineare G-Homotopiedarstellungen X, = (X, hx :
X *SVy — SWx) und Y, = (Y, hy : Y x SV4 — SWy) sowie eine dquivariante
Abbildung f: X — Y. f induziert einen R(G)-Modulhomomorphismus

f*: Kg(oY) — Kg(oX).
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Da Kg(oY) bzw. Kg(0X) jeweils frei vom Rang 1 mit Erzeuger b(Y) baw. b(X},) sind,
gibt es ein Element ag(fn) € R(G), dquivarianter K-theoretischer Abbildungsgrad von
f bzgl. hx und hy genannt, so dal f* beschrieben wird durch

£ (b)) = a(fn) - b(X). (3.7)

Die Charakterwerte von ag(f;) sollen nun berechnet werden.

Es seien C C G der Abschlu8 der von einem Element g € G erzeugten zyklischen Un-
tergruppe und ix : X€ < X sowie iy : Y© < Y die Inklusionen der jeweiligen C—
Fixpunktmengen. Wir kénnen, da X}, und Y, — mit den entsprechenden Restriktionen —
stabil komplex lineare C—Homotopiedarstellungen sind und ag(f1)(9) = ac(fr)(g), o. E.
annehmen, dafl C = G. Mit der Einschrinkung f€ : X€¢ — Y von f auf die Fixpunkt-
mengen kommutiert dann das Diagramm

Ralov)—— Reox)
K&(oY©) 7oy - K&(0X©).

Wir definieren nun die Elemente Ac(X}) und Ac(Ys) € R(C) so, daB

iy(b(Ya)) = Ac(Ya) - b(¥)")
sowie i (0(X3)) = Ac(Xn)-b(XP).

Da f€ eine Abbildung zwischen Homotopiesphéren mit trivialer C-Operation ist, gilt
(O (b(Y,0)) = deg(£€) - b(XT), (3.10)

wobei deg(f€) der in Abschnitt 1.1.2 definierte Abbildungsgrad von f€ ist (siche dazu
auch [4], IT §1). Wegen der Kommutativitdt obigen Diagrammes erhalten wir also

i o (b)) = ac(fi)rc(Xn) - (XY)
= (fO) oy (b(V)
= deg(fO)rc(Vh) - bXY),

und damit, wegen des Bottisomorphismus fiir X,

ac(fa)Ac(Xn) = Ac(Ya)deg(f©). (3.11)

Nun gilt es, die Charakterwerte Ac(X}p)(g) und Ac(Ys)(g) fiir den Erzeuger g von C zu
berechnen.
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Bemerkung 3.7 Sei C eine kompakte Liesche Gruppe und X, = (X,h : X xSV —
SW) eine stabil komplez lineare C-Homotopiedarstellung. Dann gilt

Ac(Xn) - e(Vo) = e(We) - deg(h®).

Beweis: Mit der durch die Inklusion der Null in DV induzierten Abbildung
oSVEANTX — 0SVE AN X AaSVe

kommutiert das Diagramm

(id Aix)*

Kc(0SVOA o X A SVe) — Ke(aSVEA 0 X) Kc(oSVCOA 0 X©)
Ko(o(X % SV)) [XesV ~Ko(o(X = SV)©) .

Sind weiterhin iy : SWE < SW die Inklusion der Fixpunktmenge sowie, wie im Beweis
zu Satz 3.3, W = VC @ W’ und

B oSVEAcX ANoSVe — oSVEAaSW'

die durch h : X * SV — SW induzierte C-Homotopiedquivalenz, so erhalten wir das
folgende kommutative Diagramm:

h/C * B
(n7) Kc(oSVEA aSW'C)
N id Ais ) -
Fo(osvonox©) LN 1 svon ox) -
-6(Vc) 'B(VC)
iy
_ AN i) - (Vo) -
Fo(osvon ox©) LN 5 ayen o x) PV o rSVOn o X o SVe)
b(X») (h)*
2% C 'b(W,) % C /
Kc(oSV©) Kc(oSVEAN o SW!) ———
Wegen

(W) (B(VOBW')) = deg(l'C) - b(VO)(XF)
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und deg(h'®) = deg(hC) erhalten wir
(W) oy (bVEBW)) = (W) (e(We) - b(VEBW'T))
= deg(h®)e(We) - b(VO)b(XY)
= e(Vo) - (id Nix)" (b(VO)b(Xn))
= e(Vo)ra(Xn) - (VX))
und somit, da b(VC)b(XC) den freien R(C)-Modul Kc(cSVEA 0 XC) erzeugt,
deg(h®)e(We) = e(Ve)re(Xn),

womit die Behauptung bewiesen wére. O

Erzeugt g topologisch die abgeschlossene Untergruppe C C G, so ist, wie auf Seite 38
erlautert, e(Vc)(g) # 0.

Folgerung 3.8 FEs sei C der Abschluf$ der von g € G erzeugten zyklischen Untergruppe.
Dann ist in der obigen Situation fir X, = (X, h: X * SV — SW)

AX)(9) = Ac(X)(0) = SN - deg(1) £ 0, (.12

Auch fiir diese Klassenfunktionen \(X},) gilt, genauso wie fiir die Eulerklassen e(X},), die
multiplikative Formel

AUX #Y)p) = MXp)A(Yn)- (3.13)

Wir haben hiermit den Charakter des dquivarianten K—theoretischen Abbildungsgrades
ag(fn) € R(G) von f: X — Y aus (3.7), d. h.

ac(fu)(9) = ac(fu)(g) = To5s - deg(f€) (g€ G, {g) =C)

(3.14)

(nach Gleichung (3.11)), berechnet.

Nehmen wir voriibergehend an, daf§i G endlich ist, so gilt nach den Orthogonalitéitsrela-
tionen fiir jede virtuelle Darstellung x von G

> x(9) = |G| < x,1 >g= |G| - dim x©

geG

(wobei mit < -, - >g das innere Produkt im Darstellungsring bezeichnet werde); wir haben
also

> ac(fr)(g) = 0 mod |G. (3.15)

geG
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Es seien C* die erzeugenden Elemente einer zyklischen Gruppe C. Definieren wir zusam-
menfassend fiir jede zyklische Untergruppe C von G

B o A(Yn)(9)
¥ =X C) = 2 XX €C

(wobei diese Summe nur von der Konjugationsklasse von C in G abhéngt), so erfiillen
also die Abbildungsgrade von f: X — Y die Kongruenz

> n(Yy— X5, C) - deg(f€) = 0 mod |G

CCG zyklisch

Lemma 3.9 Die Koeffizienten n(Y, — X3, C) sind ganze Zahlen.

Beweis: (Siehe auch tom Dieck [17], Lemma II.(5.10).) Es sei 0. E. |[C| = n # 1 und
¢ := €™/ Da fiir alle g € C A(Y})(g) und A(X3)(g) in Q(€) liegen, gilt dies auch fiir
n(Yy, — Xp, C). Ist I' = Gal(Q(£)/Q) die Galoisgruppe der Korpererweiterung Q(§) iiber
Q, wobei T isomorph zu (Z/|C|)* ist vermége (Z/|C|)* 2 k — (9 : € — &F) € T, so
operiert I' auch auf R(C) mittels Galoiskonjugation der Charakterwerte. -y, entspricht
dabei der Adams—Operation

YF: R(C) — R(C)
X — @ g x(d)

Wegen der Summation {iber die erzeugenden Elemente von C ist

o Je((V)o)
(= %, C) = 37 R

daher invariant unter I' und damit n(Y, — X, C) € Q. Andererseits ist n(Y;, — X, C)
aber auch ganz iiber Z: Es sei

(9)

Ry(G) :={V —W € R(G) | Dimg(SV) = Dimg(SW)}. (3.16)
Ist Z[I'] der ganzzahlige Gruppenring von I' und
I(I) = {an% € 7|l ‘ n; € Z,v; € F;Zni = O}
das Augmentationsideal, so gilt
Ry(G) =I(TI")R(G) (3.17)

(siehe z. B. [17], II1.(5.8) und (5.9) oder [26], Prop. 3.17; die dort gegebenen Beweise
fiir den reellen Darstellungsring RO(G) sind genauso fiir R(G) durchfithrbar). Demnach
ist %(g) also ein Produkt von Quotienten der Form

99T (k,n). Fiir t mit ¢ - k = [ mod n ist

75,1, wobei ggT'(l,n) =

1_£l_t—1 . 7
T~ (€ €2l
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somit ist auch n(Y, — X;,C) € Z[¢], also ganz algebraisch. Jede ganz algebraische Zahl
€ Q ist aber bereits € Z. O

Bisher war angenommen worden, daf§ die Gruppe G endlich ist. Gehen wir nun von einer
beliebigen kompakten Lieschen Gruppe G aus, so ist fiir jede abgeschlossene Untergruppe
H von G X! bzw. Y;B eine stabil komplex lineare WH-Homotopiedarstellung (siehe
Bemerkung 1.2 sowie (3.1)) und fH: XH — YH eine WH-Abbildung. So erhalten wir
fiir jedes H mit endlicher Weylgruppe WH eine Kongruenz

> nmaxdeg(f¥) = 0mod |WH],

K: HaK
K/H zyklisch

wobei p (hH)
eg\nx H H
=22 .Y, - X;" K/H 7.
NH K deg(hH) n(Y, W K/H) €

Speziell ist nguy = 1. Auflerdem héngen die ng k nur von den entsprechenden Konju-

gationsklassen von H und K ab, d. h. nggg—1 gkg1 = nux = NHak,— fiir alle g € G,
n € NH.

Satz 3.10 Es seien X, = (X, hx : X« SVy — SWx) und Y, = (Y, hy : Y x SVy —
SWy) zwei kohdrent orientierte, stabil komplex lineare G—Homotopiedarstellungen glei-
cher Dimensionsfunktion D € C(V(G),Z), sowie d € C(P(G),Z). Genau dann ist d
Gradfunktion einer G-Abbildung f: X — Y, wenn (1) und (ii) erfillt sind:

(i) Fir alle H € ®(G) N Iso(X) ist

dH) = — > nux-d(K) mod [WH],
1¢Ii</ZHHz<yIk<lisch

wober fir die Koeffizienten dieser Kongruenzen gilt

- deg(hX) 5 A (9)
deg) 2w NXF)(9)

(i1) d erfillt die Instabilititsbedingungen B(D), d. h.

(a) d ist konstant auf Konjugationsklassen,
(b) d(H) =1 falls D(H) = 0,
(¢c) d(H) = d(H’) fir alle H C H mit D(H) = D(H).

Weiterhin erfillt die Gradfunktion d(f) einer G-Abbildung f : X — Y die Kongruenzen
aus (i) auch fir alle H € ®(G).
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Bemerkung 3.11 Definieren wir ny i := [NH/NH N NK]| - ngx, so kénnen die Kon-
gruenzen aus (1) ersetzt werden durch

dH)= — > nyg-dK) mod [WH],
(K): HOK ’
1#K/H zyklisch
wobei dann tiber NH-Konjugationsklassen solcher K summiert wird. Dabei ist die Kon-
gruenz fir H € ®(G) nur von der Konjugationsklasse von H in G abhingig, der Satz

kann somit auch fir Abbildungen d € C(®'(G),Z) formuliert werden. Wir haben dies hier

MY (9) , .
NX)(g) der Koeffizienten nyk in

threr Eigenschaft als Werte von Klassenfunktionen auf WH von Bedeutung sind.

nicht getan, weil fiir uns die einzelnen Summanden +

Beweis des Satzes 3.10: Daf§ die Gradfunktion d(f) einer G-Abbildung f: X — Y
stets die Kongruenzen aus (i) erfiillt, haben wir soeben hergeleitet. Die Behauptung folgt
also mit Satz 1.21. a

3.3 Invarianten fiir stabil komplex lineare
Homotopiedarstellungen

Aus Satz 3.10 kann man ein notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir die Aquivalenz
zweier stabil komplex linearer G-Homotopiedarstellungen herleiten. Aus jeder Konjuga-
tionsklasse (H) von Untergruppen H € ®(G) wihlen wir eine Untergruppe H' fest aus,
Py (G) C P(G) sei die Menge dieser Vertreterinnen.

Satz 3.12 Seien X; = (X, hx : X * SVx — SWx) und Y, = (Y, hy : Y x SV —
SWy) zwei kohdrent orientierte, stabil komplex lineare G-Homotopiedarstellungen gleicher
Dimensionsfunktion D € C(V(G),Z). Dann sind dquivalent:

(1) X undY sind G-homotopiedquivalent.

(2) Es gibt eine stetige Funktion € € C(®(G),Z)*, die die Instabilitdtsbedingungen B(D)
erfillt, sowie fir alle H € &y (G) N Iso(X) = &y (G) N Iso(D) ein g € R(IWH)*,
s. d. fir jedes g € WH = NH/H, das eine Untergruppe K/H C WH erzeugt, gilt

AV (0) = X))

(3) Es gibt eine stetige Funktion e € C(V(G),Z)*, die die Instabilititsbedingungen B(D)
erfillt, sowie fir alle H € U(G) ein Ty € R(WH)*, s. d. fiir jedes g € WH, das
topologisch eine (abgeschlossene) Untergruppe K/H C WH erzeugt, gilt

AV (g) = A(XH)(g) - 9
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Ist (2) (und damit auch (1) und (3)) erfillt, so iste € C(®(G),Z)* die Gradfunktion einer
G-Homotopieiquivalenz X — Y. Weiterhin gilt fiir die Eulerklassen von Y bzw. X

e(Yi') = - e(X3)

fir alle H € V(G).

Beweis: ((3) = (2)) ist klar.

((2) = (1)): Es seien € € C(P(G),Z)* (also ¢(K) = +1 fiir alle K € ®(G)) und die
™ € R(WH)* fur alle H € & (G) N Iso(X) mit den unter (2) genannten Eigenschaften
gegeben. Dann ist also fiir solche H und jede zyklische Untergruppe K/H von WH

n(YE-XHK/H) = Y mlg)

ge(icme €(K)
Damit gilt
deg(h
)+ Y mked®) = Y 29w g ()

K: HaK K: HaK deg(hY)

1#K/H zyklisch K/H zyklisch
= + ) 7ulg) = 0mod |WH],

geWH

d. h. e erfiillt fir alle H € ®(G) N Iso(X) die Kongruenzen aus Theorem 3.10 (die
nur von der Konjugationsklasse von H in G abhéngen). Da nach Voraussetzung auch
die Instabilitdtsbedingungen B(D) von e erfiillt werden, ist € als Gradfunktion einer G-
Homotopiedquivalenz h : X — Y realisierbar.

((1) = (3)): Sei nun umgekehrt h : X — Y eine G-Homotopiedquivalenz. Dann ist
fiir alle H € ¥(G) die dadurch induzierte Abbildung h® : XH — YH eine WH-Homo-
topiedquivalenz, die einen Isomorphismus

von R(WH)-Moduln liefert; fiir die jeweiligen Erzeuger b(Y;F) bzw. b(XH) gilt also
(W) (b(VT) = - ()

mit einer Einheit 7g € R(WH)*. Sei H normal in K. Wir betrachten h¥ : XH — YH a5
K /H-Homotopiedquivalenz. Mit den entsprechenden Inklusionen iy und iy kommutiert
das Diagramm

(R™)*

Ky pu(oY™) - Kic/u (o X™)
- K (h%)* - K
KK/H(O-Y ) 'KK/H(UX )



Also ist
ix o (M) (b)) = Resi fix(me) Me/m(XE) - b(XS)
= () o iy (b(V}F)
= (Y deg(h®) - b(X}),
woraus die Behauptung (3) wegen der Bottperiodizitiit fiir X¥ unmittelbar folgt, wenn
man fiir € die Gradfunktion d(h) von h wihlt.

Sind (1) bis (3) erfiillt, so liefert (wiederum mit den Inklusionen der Null in die entspre-
chenden Kegel) das kommutative Diagramm

KWH(UYH> 7Y > KWH(UXH)
Ky (*) () =id - Ky (%)
auBerdem e(YH) = g - e(X}). O

Die Frage nach orientierter Aquivalenz zweier G-Homotopiedarstellungen ist mit den
hier entwickelten Methoden nur beantwortbar, wenn die Gruppe G endlich ist: in die-
sem Fall ist ®(G) = U(G). Genau dann kann also fiir zwei stabil komplex lineare G-
Homotopiedarstellungen X, und Y}, bei Kenntnis der Koeffizienten ng x = ngx (X, Ya)
der Kongruenzen aus Satz 3.10 gepriift werden, ob eine G—Abbildung A : X — Y mit
deg(h®) = 1 fiir alle Untergruppen H von G, also eine orientierte G—Homotopiefiquiva-
lenz, existiert. Wir erhalten

Satz 3.13 Die Gruppe G sei endlich, und X, und Y} seien zwei kohdrent orientierte, sta-
bil komplex lineare G—Homotopiedarstellungen der gleichen Dimensionsfunktion D. Dann
sind dquivalent:

(1) X undY sind orientiert G-homotopiediquivalent.

(2) X undY sind stabil orientiert G-homotopiedquivalent.

(3) Fiir alle H € Iso(X) N Uy (G) = Iso(D) N Uy (G) ist 2a) € RWH)*.

AXR)

(4) Fir alle H € W(G) ist jg(g; € R(WH)".

Beweis: Da die konstante Funktion e = 1 : ¥(G) — Z* die Instabilitatsbedingungen
B(D) fiir jede Dimensionsfunktion D erfiillt, folgt nach Satz 3.12 aus (3), dafl eine orien-
tierte Aquivalenz X — Y existiert. Zu zeigen ist also nur die Implikation ((2) = (4)):
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gilt aber fiir eine Homotopiedarstellung Z, dal X « Z und Y % Z orientiert dquivalent sind,
so ist nach Satz 3.12

R(WH)* >

MY = 2)) _ AYHAMZY) A
M(X x2)H
fir alle H € ¥(G).

Zu ((1) <= (2)) siehe auch Laitinen [24], Theorem 4. 0

Da die fiir eine stabil komplex lineare G-Homotopiedarstellung X gewéhlte Orientierung
im wesentlichen willkiirlich ist, ist die Frage nach orientierter G-Homotopiedquivalenz
im allgemeinen miiflig. Interessant ist sie ausschliefllich, wenn wir uns mit komplexen
Darstellungssphéren SV beschéftigen: Orientierung und Bottklasse konnen dann in kano-
nischer Weise, d. h. induziert durch die komplexe Struktur des jeweiligen Vektorraumes
V', gewihlt werden, woraus offensichtlich

AV)u(g) = ASVi)(g) = e((VP)e)lg)  (HC G, g€ WH) (3.18)

folgt (wobei C C WH die von dem Element g erzeugte zyklische Untergruppe sei). A(V )y
ist also eine mit Hilfe von K—theoretischen Eulerklassen definierte, nur von der Isomor-
phieklasse von V' abhéngige Klassenfunktion.

Folgerung 3.14 Ist die Gruppe G endlich, so sind zwei komplexe Darstellungssphdren
SV und SW genau dann orientiert dquivalent bzw. stabil orientiert dquivalent, wenn

AV)n
AW)n
fir alle H € Iso(SV) Ny (G) = Iso(SW) Ny (G). 0

€ R(IWH)*

Wir werden im néchsten Abschnitt 3.4 beweisen, dafl wir uns in dem Fall, dal G eine
p-Gruppe ist (p # 2 prim), in der Formulierung obiger Folgerung auf die triviale Unter-
gruppe H = 1 beschrénken kénnen, d. h. SV und SW sind genau dann (stabil) orientiert

dquivalent, wenn AA((V“/,))II € R(G)*.

Man kann Satz 3.12 auch benutzen, um die Frage nach stabiler Aquivalenz komplexer
Darstellungssphéren zu beantworten.

Satz 3.15 Es seien V und W zwei komplexe G—Darstellungen der gleichen Dimensions-
funktion. Dann sind dquivalent:

(1) SV und SW sind stabil G-homotopiediquivalent.

(2) Es gibt eine stetige Funktion € € C(®(G),Z)*, die konstant auf Konjugationsklassen
von Untergruppen ist, sowie fir alle H € ®y(G) ein Ty € R(IWH)*, s. d. fiir jedes
g € WH, das eine Untergruppe K/H C WH erzeugt, gilt

AV)ala) = MW ts)- 28
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Beweis: Ist U eine G-Darstellung, so sei Iso’(U) die Menge der Konjugationsklassen von
Isotropiegruppen von SU. Fiir jede stetige Funktion ¢ € C(®(G),Z), die konstant auf
Konjugationsklassen ist, existiert eine endliche Menge Iso(¢) von Konjugationsklassen
von Untergruppen von G, abgeschlossen unter Durchschnitten, so dafl es fiir jedes H €
®(G) ein eindeutig bestimmtes minimales Element H D H gibt, s. d. (H) € Iso(e) und
e(H) = ¢(L) = ¢(H) fiir alle H C L C H. Weiterhin existiert fiir jede endliche Menge M
von Konjugationsklassen von Untergruppen von G eine (0. E. komplexe) G-Darstellung
U, so dafl Iso'(U) abgeschlossen unter Durchschnitten ist und Iso’(U) D M (Bauer [5],
Lemma (2.4)).

Ist € € C(P(G),Z)* aus (2) gegeben und Iso(e) mit den obigen Eigenschaften entspre-
chend definiert, so konnen wir also eine komplexe G-Darstellung U finden, s. d. I'so'(U)
abgeschlossen unter Durchschnitten ist und so'(U) D {(G)} U Iso(e) U Iso' (V). Insbe-
sondere ist Iso'(U) = Iso'(V & U). Damit erfiillt € die Instabilitdtsbedingungen B(D) fiir
Wegen (G) € Isd(V @ U) ist D(G) > 2. Ist H ¢ K mit D(H) = D(K) gegeben,
so ist wegen H C K C K nach Voraussetzung auch H € HNK € Iso(e), und da H
eindeutig war, ist also H C K. Nach Voraussetzung ist H C¢ K € m(D,H) = m(D,K) =:
M € Iso(V @ U) (siche Lemma 1.10) und damit auch HNM € Iso(V & U). Wire
M 2 HNM D H, so erhielten wir die unseren Annahmen widersprechende Ungleichung
D(M) < D(HNM) < D(H), also ist H C K ¢ M C H = K und demnach ¢(H) = ¢(K).

Nach Satz 3.12 sind S(V @ U) und S(W @ U) also G-homotopiedquivalent.
Die Umkehrung ((1) = (2)) folgt wie im Beweis von Satz 3.13. O

Wir wollen diese Ergebnisse nun zusammenfassend, mit Hilfe bestimmter Faktorgruppen,
beschreiben.

Fir H € ¢(G) sei L(WH,C) der Ring der Klassenfunktionen WH — C, mit der
Multiplikation (7 - ¢)(g9) = 7(g9) - ¢(g), und I(WH, C)* seine Einheitengruppe. Dann ist

K(G) = [[ K(WH,C) (3.19)

HE‘I)\/(G)

eine abelsche Gruppe durch komponentenweise Multiplikation

(TH>H6¢V(G) ' <¢H)H6¢V(G) = (TH - PH)HED (G);
mit Untergruppe
HE@V(G)

Sei D € C(¥(G),Z) die Dimensionsfunktion einer G-Homotopiedarstellung. Dann defi-
nieren wir des weiteren

Kh(G) = 11 K(WH,C)* C K*(G) (3.21)

He®y (G)NIso(D)
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sowie

Ry@G) = [  RWH) c R*(G), (3.22)
Hedy (G)NIso(D)

wobei R}, (G) C K5H(G). Sei auerdem £'(G) die multiplikative Gruppe der stetigen
Funktionen ®(G) — Z*, die konstant auf Konjugationsklassen sind. Zu jedem € € £'(G)
definieren wir eg € K(WH, C)* durch

en(gH) == €((g, H)) fir g € NH, (3.23)

wobei (g, H) die von H und g erzeugte Untergruppe von G sei (H € ®(G)). Das Bild des
Homomorphismus

&G — KY(G)
1 o
€ <€H )Hecpv((;) - (€H>HG<I>V(G)
in £*(G) nennen wir £(G). Ist £,(G) C &'(G) die Untergruppe der € € £'(G), die die
Instabilitatsbedingungen B(D) erfiillen, so sei weiterhin
P * / *
£0(G) = { (1) o ey € (G | € € E0(@)} (G,

(€H(G) und damit auch £p(G) beschreiben die Willkiir bei der Wahl méglicher Orientie-
rungen fiir Homotopiedarstellungen der Dimensionsfunktion D.)

Wir definieren nun folgende Faktorgruppen:

J(G) = KY(G)/RY(G)E(G); (3.24)
In(G) = Kp(G)/Rp(G)Ep(G); (3.25)
TG = K*(G)/R*G). (3.26)

Weiter sei, falls G endlich ist,
RL(G) C Ry(G) (3.27)

die Untergruppe der V. — W € R(G), fiir die SV und SW (stabil) orientiert G-homoto-
piedquivalent sind (siehe Satz 3.13).

Ist X, = (X, hx : X * SVx — SWy) eine stabil komplex lineare G-Homotopiedarstel-
lung, so haben wir fiir jedes H € ®(G) die Klassenfunktion

MXn)u = MX) € K(WH, C)*. (3.28)
Nach den Sétzen 3.12 bis 3.15 gilt dann der folgende

Satz 3.16 1. Sei Jp(G) die Menge der Aquivalenzklassen stabil komplex linearer G-
Homotopiedarstellungen der Dimensionsfunktion D. Dann ist

ADZ JD(G) — jD(G)

[X] — Ap[X]:= [()\(Xh>H>H€<I>V(G)ﬂISO(D)

eine wohldefinierte und injektive Abbildung.
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2. G sei endlich. Dann ist mit den durch (3.18) definierten Klassenfunktionen A(V g €
K(WH,C)* die Abbildung
Ao : Ry(G)/Ri(G) — Jux(G)
V=] — [(A0)m AW

HECPV(G):|

ein wohldefinierter, injektiver Gruppenhomomorphismus.

3. Ist J(G) C V(G) die Untergruppe der stabil komplez linearen G-Homotopiedarstel-
lungen sowie j(G) C J(G) der Kern der Dimensionsfunktion Dimg|J(G), so ist
die Abbildung

A GG — J(G)

SV] — [SW] s {(A(V)H - )\(W)ﬁl)He%(GJ

ein wohldefinierter, injektiver Gruppenhomomorphismus. Das Diagramm

Ro(G)/Ra(G) —

Jor(G)

i(G) - J(G)

kommutiert. O

3.4 Komplexe Darstellungssphiren von p—Gruppen
ungerader Ordnung

Im letzten Abschnitt wurde u. a. bewiesen, daf§ fiir eine komplexe G—Darstellung V' an-
hand eines Tupels von Klassenfunktionen A(V)g € K(WH,C)* der Aquivalenztyp der
Darstellungssphére SV eindeutig beschrieben werden kann. Wir wollen in diesem Kapitel
zeigen, daf} fiir p-Gruppen G, wobei p eine ungerade Primzahl sei, bereits eine dieser Klas-
senfunktionen, und zwar die zu der trivialen Gruppe 1 C G gehorige A(V); € K(G, C)*,
ausreicht, um SV bis auf orientierte G-Homotopiedquivalenz eindeutig zu beschreiben. In
diesem Spezialfall kénnen also die Invarianten zur Beschreibung des orientierten dquivari-
anten Homotopietyps komplexer Darstellungssphéren noch wesentlich vereinfacht werden.
Zum Beweis dessen werden Besonderheiten des komplexen Darstellungsringes R(G) fiir
p—Gruppen G ausgenutzt.
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Der Homomorphismus Ag

Die Gruppe G sei in diesem Abschnitt stets endlich. Wir fassen zunéchst einige Ergebnisse
des letzten Abschnitts zusammen, teilweise mit leicht veréinderter Notation.

Fiir jede komplexe Darstellung V von G ist Kg(SY) ein freier Modul vom Rang 1
tiber dem Darstellungsring R(G), erzeugt von der Bottklasse b(V'). Eine dquivariante
Abbildung f : SV — SW zwischen komplexen Darstellungssphéren induziert einen
R(G)-Modulhomomorphismus f* : Kg(S") — Kg(SY); das Element a(f) € R(G)
mit f*o(W) = a(f)b(V) wird dquivarianter K-theoretischer Abbildungsgrad von f ge-
nannt. Es seien ¢ € G, C die von g erzeugte zyklische Untergruppe von G und V¢ das
orthogonale Komplement der C-Fixpunktmenge VC, d. h. V =2 VC @ V. Der Wert des
Charakters der K—theoretischen Eulerklasse e(Vo) = A_1(Ve) € R(G) von Vi an der
Stelle g werde in diesem Kapitel kurz mit A(V')(g) bezeichnet (dieser Wert ist stets # 0).
Es wurde bereits gezeigt (siehe (3.11)), dal der Charakterwert von a(f) an der Stelle g

dann
alf)(g) = m - deg(f©)

betragt. Falls f eine G-Homotopiedquivalenz ist, so ist f* ein Isomorphismus von R(G)—
Moduln und deshalb a(f) eine Einheit in R(G)*. Sind SV und SW sogar (stabil) orien-
tiert G-homotopiedquivalent und f : SV — SW die (bis auf dquivariante Homotopie
eindeutig bestimmte) orientierte G-Homotopiedquivalenz, so ist demnach der Quotient
(g = AXW)(9)/A(V)(g) = a(f)(g)) eine Einheit im Darstellungsring R(G). Ist R,(G) die
Untergruppe der W—V € R(QG), fiir die SV und SW (stabil) orientiert G—homotopiedqui-
valent sind, so erhalten wir also einen Homomorphismus

a: Ry(G) — R(G)"
W -V — a(f)=AXW)/\NV).
Andererseits kann man allen Elementen W — V' € Ry(G), d. h. den W — V € R(G),

fiir die SW und SV die gleiche Dimensionsfunktion haben, die folgendermafien definierte
Klassenfunktion A\g(W — V) € K(G, C)* zuordnen:

AW)(9)

AV)(g)

Diese liegt in Q(G)*, den Einheiten im ganzen Abschlufl Q(G) von R(G) in seinem totalen
Quotientenring Quot(R(G)):

Ag(W=V): g+r—

Zum einen gibt es stets eine dquivariante Abbildung f : SV — SW mit konstanten
Abbildungsgraden deg(f®) = |G| fiir alle Untergruppen H C G, da diese trivialerwei-
se sowohl die Kongruenzen (1.10) als auch die Instabilitdtsbedingungen B(D) (fiir jede
Dimensionsfunktion D) aus Satz 1.21 erfiillen. Also 1a8t sich A := Ag(W — V') auch als
A=a(f)/|G] € Z7'R(G) C Quot(R(G)) darstellen. In dem Beweis zu Lemma 3.9 wurde
gezeigt, dal A(g) € C fiir jedes g € G ganz algebraisch iiber Z ist, es gibt also ein Polynom
Py € Z[X] mit py(A(g)) = 0. Fiir p := [[,eq py gilt dann p(A) =0, d. h. X ist insbesondere
ganz iiber R(G). Da all dies ebenso auf A™' = A\g(V — W) zutrifft, ist somit A € Q(G)*.
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Wir haben also einen Gruppenhomomorphismus
Aa: [(G) — Q(G), (3.29)
der, zusammen mit dem zuvor Gesagten, einen Homomorphismus
Ag: Ro(G)/En(G) — Q(G)"/R(G) (3.30)

liefert. Siehe hierzu auch [18], wo diese Abbildungen aus einem anderen Blickwinkel be-
trachtet werden: tom Dieck benutzt den Homomorphismus a, um mit topologischen Hilfs-
mitteln Einheiten des Darstellungsringes R(G) zu konstruieren; es zeigt sich, dafl diese
Methode effektiv® ist, da das Bild von a C R(G)* eine Untergruppe von maximalem
Rang ist. In diesem Kontext sagt man, dafl G die Ganzheitseigenschaft fiir Homoto-
piedquivalenzen hat, wenn Ag injektiv ist.

Fiir unsere Zwecke reicht es, Ag als Homomorphismus Ro(G)/ Ry (G) — K(G,C)*/R(G)*
zu betrachten. Ist Ay @ Ro(G)/Rp(G) — K*(G)/R*(G) der in Abschnitt 3.3 definier-
te injektive Gruppenhomomorphismus und pr : £*(G)/R*(G) — K(G,C)*/R(G)* die
Projektion auf den zur trivialen Untergruppe 1 gehorigen Faktor, so entspricht Ag der
Abbildung proA,,. Es zeigt sich, dal p—Gruppen ungerader Ordnung die Ganzheitseigen-
schaft fiir Homotopiedquivalenzen besitzen:

Satz 3.17 p # 2 sei prim und G eine p—Gruppe. Dann ist Ag injektiv.

Wir geben hier einen von [18], Theorem 10, abweichenden Beweis an, der das Problem
zunéchst auf den Fall, dal G abelsch ist, zuriickfiihrt.

Beweis der Injektivitit von Ag

Wir fithren den Beweis von Satz 3.17 per Induktion iiber die Ordnung von G, wobei im
Fall G = 1 nichts zu zeigen ist. Sei daher |G| = p™ fiir ein n > 1, und die Behauptung sei
fiir alle p-Gruppen der Ordnung < p™ bereits bewiesen.

Fiir alle Untergruppen P C G kommutiert das Diagramm

Ri(G)— S Q@)
Res§ Res§
A
Ry(P) ° Q(P)

AuBerdem ist Res§x € R(P)* fiir alle y € R(G)*, sowie ResS(Ru(G)) C Ry(P), d. h. es
kommutiert auch das entsprechende induzierte Diagramm mit den Abbildungen Ag und
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Ap. Fir [V — W] € KernAg gilt also nach Induktionsvoraussetzung, dafl SV und SW
P-homotopiedquivalent sind fiir alle P ; G.

Sei nun I' 22 (Z/p")* die Galoisgruppe von Q(e?™/P") iiber Q. Dann operiert I' auf R(G)
(bzw. auch auf allen Darstellungsringen R(P) fiir P C G) durch Galoiskonjugation der
Charakterwerte (wie im Beweis zu Lemma 3.9 beschrieben); insbesondere permutiert I'
die Menge Irr(G,C) (bzw. Irr(P,C)) der Isomorphieklassen komplexer irreduzibler G—
Darstellungen (bzw. P-Darstellungen). Ist I(I') = {> n;y; € Z[U) | n; € Z,y; € T3 n; =
0} das Augmentationsideal des ganzzahligen Gruppenringes Z[I['] von I, so gilt Ro(G) =
I(I'R(G) (siehe (3.17)). Sei weiterhin

Ry (G) = I(IRo(G) C Ro(G).
Dann gilt fiir jede endliche Gruppe
Ri(G) C Ru(G),
und fiir p—~Gruppen ist sogar
Ry (G) = Ri(G)
(tom Dieck [10], Theorem 1 und 2, [12], Theorem 9.1.5).

In unserem Fall, d. h. fiir [V — W] € Kern Ag, gilt also ResS(V — W) € R, (P) fiir alle
P & G, und wir werden zeigen, daf8 bereits V — W € Ri(G).

Wir benutzen dazu Ry(G)/R:(G) in der Darstellungweise von tom Dieck ([10], Chap. 1):
Sei X(G) := Irr(G;C)/T der Bahnenraum von I' und [V] die Bahn einer irreduziblen
G-Darstellung V. Fiir jede Bahn [V] € X(G) sei F[V] die freie abelsche Gruppe iiber
den Elementen von [V], so daB R(G) = @pjex () F[V] als additive Gruppe. Es seien
Fo[V]:= Ry(G)N F[V] = I(I)F[V] und Fi[V] := Ri(G) N F[V] = I(I")Fy[V]. Dann ist

R(G) = @ F[V]
VieX(G)
R(G) = D AV
[V]ex(G)
und - Ro(G)/Ri(G) = []69( )FO[V]/FI[V]'
V]eX(G

Da I' abelsch ist, ist die Isotropiegruppe eines Elementes V' der Operation von I' auf
Irr(G,C) unabhéngig von der speziellen Wahl von V' € [V] und kann daher auch I'fy
genannt werden. Man kann leicht nachpriifen, dafl
/Ty — R[V]/E[V]
v o— 1=V
ein Gruppenisomorphismus ist, der nicht von der Wahl von V' abhéngt. Es sei X'(G) C

Irr(G;C) ein fest gewihltes vollstindiges System von Vertreterinnen der Bahnen in
X (G). In unserer Situation reicht es dann, ein Element der Form

r= Y (1-mw)Ve P KRV

VeX'(G) VeX'(G)
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zu betrachten, fiir das Ag(z) € R(G)* ist und das nach Induktionsvoraussetzung insbe-
sondere fiir alle P & G
Resgr € Ri(P)= P K W]
Wex'(P)

erfilllt. Es ist zu zeigen, da8 dann bereits 2 € @ycx/(g) F1[V] ist, was bei dem oben
gewdhlten x bedeutet, dal = 0, d. h. fiir alle V € X'(G) vy € 'y ist.

Wir betrachten zunéchst ein V' € X’(G) der Dimension grofler als 1 und zeigen, dafl
(1 — )V = 0 ist.

Nach dem Theorem von Blichfeldt ([8], Theorem 52.1) gibt es eine echte Untergruppe H &
G und eine komplex eindimensionale H-Darstellung W', s. d. V = Ind§W’; insbesondere
finden wir also auch eine Untergruppe P C G vom Index p, s. d.

V = IndgW
fiir eine irreduzible P-Darstellung W. P ist normal, da G als p—Gruppe nilpotent ist.
Nach [35], 7.3 und 7.4, gilt dann fiir die Restriktion von V'
ResgV =Wy @ ...0 W, ,

wobei (evtl. nach Umordnung) W; & ¢'W fiir einen Erzeuger gP von G/P (g € G). Die
W; sind dabei paarweise nicht isomorph.

In jedem Fall ist I'yy C 'y, da 1 ndSyW = vIndSW fiir alle v € T'. Es gibt nun zwei
Moglichkeiten:

(a) Die W; gehéren alle zu verschiedenen Bahnen. Dann gilt fiir v € I'y,
Wo@...0W,1 = Resg’V = Resgﬂ/ = ’}/RGSSV EAWL D ... &YW,
und es muf} daher, wegen yW; 2 W fiir i # j, auch yW = W sein, d. h. Iy = T'jyy.
(b) Es gibt ein yp € I' und @ # j s. d. noW; = W;.
Wegen der Frobenius-Reziprozitét
< W' ResGV' >p=< IndGW' V' >q

fiir Untergruppen H von G ist eine irreduzible H-Darstellung W’ genau dann di-
rekter Summand von Res§V’, wenn Ind§W' direkter Summand der G-Darstellung
V' ist. Also ist genau dann V = IndSW', wenn W' = W fiir ein i € {0,... ,p— 1},
und deshalb ist zum einen

V = IndsW; = IndgvoW; = yoIndgW; = ~,V,

d. h. v € I'p)\['w), zum anderen permutiert jedes Element v € T’y die Menge
{Wo, ..., W,_1}. Wegen

gAW =~v¢'W  (y€T)
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ist fiir y € Ty mit yW = W; = ¢'W auch v*W = ¢"*W,d. h. [W] D {W,,... ,W,_1}
und 7 € I'yyy.
Insbesondere hat also I'yyj/I'jy) den Exponenten p. Da p # 2 ist, ist I = (Z / p”)*

zyklisch, d. h. wir kénnen annehmen, da Ty = (8%) und Ty = (8%) fiir einen
Erzeuger 3 von I' und einen Teiler d der Ordnung p"~!(p — 1) von £.

Fiir die Einschrankung von z auf P gilt also nach obigen Ausfithrungen

Fi[W] 3 pregmw (resS’x) = DPre,w) (resg(l — ny)V)
= prw) (L=w)Wo+ ...+ (1 —1w)Wp1)
_ { (1 =)W € Fy[W]/Fi[W] im Fall (a)
| p= )W =Q =)W € B [W]/Fi[W] im Fall (b).

Dies ist nur moglich, falls vy € I'yy im Fall (a) bzw. 4y, € Ty im Fall (b). Im Fall (b)
ist also, wenn beispielsweise vy = 8™, 7, = ™ € (8%), d. h. dp|mp und damit auch
d|m: also yy € I'ty). Im Fall (a) ist wegen 'y = 'y ebenfalls vy € T'pyy.

Es bleibt nun zu beweisen, daf§ ein Element der Form

r= 3 (1—3w)V € Ry(G) (3.31)

Vex/(G):
dimc V=1

mit Ag(z) € R(G)* x = 0 sein mufl. Dabei zeigen wir zunéchst, dal es gentigt, abelsche
p—Gruppen zu betrachten:

Sei Gup, := G/[G, G| die Abelisierung von G. Man sieht leicht, da} dann die durch die
kanonische surjektive Abbildung

G — Gab
g — §:=4[G,G]

gegebene Abbildung ¢ : R(Gg) — R(G) die beiden kommutativen Diagramme

AGab

RO(Gab) > C)(G'(JI))>’<
Ro(G) ——© QG)

sowie
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Ro(Gap)/Ri(Gap) o Q(Gaw)"/R(Gap)*
Ro(G)/RA(G) — S Q(G)/R(G)"

induziert. Da fiir alle eindimensionalen G-Darstellungen V' [G, G] C KernV ist, gibt es
stets eine (eindimensionale) Darstellung V' von G, mit ¢«(V’) =V, d. h. = hat die Form
x = 1(2") mit 2’ = > (1 — W)V’ € Ry(Gyp). Wir konnen unsere Betrachtungen also auf
G, beschrinken, sofern o injektiv ist:

Sei p € Q(Gup)* s0, daB p := 12(p) € R(G)* C Q(G)*. Da p in jedem Fall eine Klassen-
funktion auf G, ist, hat es die Form

p= Y. <X,p>Gu X
XEIrT(Gqp;C)

mit den durch das innere Produkt im Darstellungsring (bzw. dessen Erweiterung auf den
Ring der Klassenfunktionen) gegebenen Koeffizienten < x, p >g,, € C. Es reicht daher zu
zeigen, dafl < x, p >q,, € Z fiir alle irreduziblen Charaktere x von Gy ist: Sei x := ¢().
Dann ist nach Definition

X(g7™") - plg) =x(37") - p(g) = X((9a) ™) - Alga)
fir alle a € [G, G] und g € G, und deshalb
1

<X p>a, = - > x(@ Hp(x)
|Gab| z€Gap

_ I6,6G]| 1 TN
- |G| ’ Z (HG,G” X(g )P(Q))

z€Gyp IS

Q
Q)
s!

~ & T e = < x

geG

eyl
V
Q

Mm
N

also ist p € R(Gg). Da dasselbe fiir p=! € Q(Ggp)* gilt, ist p € R(Ggp)* und o somit
injektiv.
Wir koénnen also o. E. annehmen, dafl G abelsch ist. Das folgende Lemma gilt allerdings
fiir jede endliche Gruppe G. Dabei wahlen wir, wie im Beweis zu Lemma 3.9 beschrieben,
fur die Elemente vy € I' = (Z/|G|)* jeweils Représentanten ky aus Z: Wenn
" R(G) — R(G)
X — (W g x(d")

(k € Z, hier teilerfremd zu |G|) die Adams-Operationen sind, so gilt also v,V = UMV,
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Lemma 3.18 Sei v = Yyexi(g)(l — W)V € Ro(G) mit Aa([z]) = 0 gegeben. Dann ist
die Klassenfunktion
Vg G — Z

g I e
Vex'(G)

ein Charakter von G.

Beweis: Man kann anhand der von Atiyah und Tall in [4], §7, angegebenen Eigenschaften
der Bottschen kannibalistischen Klasse 6y (mit k € Z) leicht nachpriifen, daf fiir eine G-
Darstellung V' der Charakter von 0;(V') € R(G) durch

ATV)(9) ) dimeve
A(V)(9)

gegeben ist. (Siehe auch Bott [6], §7. Hat V' die Dimension 1, so ist 0,(V) = 1+V + V2 +
...+ Vk=1) Deshalb ist auch die Funktion

0:(V)(9) =

5\(;(1‘) = Aa(—x) ¢, : G — C
g +— Ac(=)(9)  »u(9)
= w . jdimg V9
VEI);[(G) A(V)(9) v

ein Charakter von G. Da nach Voraussetzung Ag(z) € R(G)* ist, ist also auch ¢, =
Ag(ZL’)Ag($) € R(G) O

Nach diesem Lemma kénnen wir davon ausgehen, daf fiir x aus Gleichung 3.31

Vg G — Z
g — I Kmev
Vex'(G)

Charakter von G ist, wobei G eine abelsche p-Gruppe (p # 2) ist. Insbesondere ist ¢,

invariant unter der Galoisgruppe I' von Q(e%i'ﬁ) iiber Q. Sowohl fiir abelsche Gruppen

als auch fiir p-Gruppen ungerader Ordnung ist R(G)' = Rg(G) (wobei Rg(G) C R(G)
die Untergruppe von R(G) sei, die von den Charakteren der Darstellungen von G iiber Q
erzeugt wird): in diesen Fillen verschwinden alle Schur—Indizes (siehe z. B. [12], Cor. 9.3.2,

35], §12).
Also ist ¢, € Rg(G). Zunéchst zeigen wir die Behauptung ,,x = 0“ fiir zyklische Gruppen.

Lemma 3.19 Sei G = Z/p™ zyklisch. Ist ¢, € Ro(G), so ist x = 0.

Beweis: Wir schreiben ¢, (C) := ¢,(g) fiir die von einem Element g erzeugte zyklische
Untergruppe C C G. Nach Voraussetzung muf fiir jede G-Darstellung & das innere Pro-
dukt < @, & >g€ Z sein. Sei nun &, die (eindimensionale) G-Darstellung mit Charakter

£u(a mod ") = ¢l
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(a € Zyn =0,...,m); wir wihlen X'(G) = {&,... ,&n}, also x = 27 (1 — ¢, ).
Genau dann ist v, € I'fe,j, wenn ke, = 1mod p". C; C G sei die von p™ " mod p™
erzeugte zyklische Untergruppe der Ordnung p'. Dann ist fiir [ # 0

|C;| =p' —pt falls [ <m —n
Z3 Y bl =9 == falls =m—n+1 .
9€CT 0 sonst

Da ¢, auf C; konstant ist, erhalten wir also Gleichungen

(Gn): |Gl <¢ubn>a = D ea(9)nly™)
geG
= > @0 &)
CCG zyklisch geCr
= @m(CO) =+ Z (px(cl)(pl - pl71> - (px(cmfnJrl) : pmfn
=1
= 0 mod p™

(n =1,...,m). (Gy,) sowie die Differenzen (G,) — (Gn41) (n = 1,... ,m — 1) liefern
damit die Kongruenzen

02 (C—n) = ©2(Cppy1) mod p" (n=1,...,m).

Nun ist

SOm(Cl) _ H kii/imc v <
VeX'(G)

= I ke

n=0,... ,m:
C;CKernén

was zU zeigen war. O

Nun wollen wir zeigen, daf3 dieser Satz auch fiir abelsche Gruppen gilt. Der Beweis folgt
dabei Ideen von tom Dieck. Zunéchst formulieren wir das Problem etwas um:

Wir wihlen ein k € Z, dessen Restklasse (Z/p)* erzeugt und das kP~' = 1 + ap mit
a # 0 mod p erfiillt. Dann erzeugt die entsprechende Restklasse von k auch (Z/p®)* fir
alle s € N (siehe z. B. [39], Satz 4.5), insbesondere also auch (Z/|G|)*. v € T sei das k
entsprechende erzeugende Element der Galoisgruppe I' = (Z/|G|)*.

Fiir einen Représentanten = Yy cx/(g)(1 — W)V € Ro(G) von [2] € Ry(G)/Ri(G)
seien jeweils 7, = 4™V (mit my € Z) und entsprechend ky = k™V fest gewidhlt. Dann
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erfiillt )
my — '
v= ¥ (X A)venre)
Vex (@) \ i=0

die Gleichung (1 — v)y = z, und insbesondere ist die Abbildung

a:  R(G)/Ry(G) — Ro(G)/Ri(G)
] — [(1—=7)y]

surjektiv. Man kann leicht nachpriifen, dal die Sequenz
0 — Rg(G) = R(G)" — R(G)/Ry(G) = Ry(G)/R:(G) — 0

somit exakt ist. Fiir unseren Charakter ¢, gilt nun, falls ein beliebiges y € R(G) mit
a([y]) = [z] gegeben ist,

©n (g) _ H k%imc 1%
VeX'(G)

— H (kmv )dim(c Ve

VeX'(G)
o kZVeX’(G) my dimg V9

kdimC y9

Um unsere Behauptung, dafi x € R1(G) = R,(G) ist, zu beweisen, geniigt es demnach zu
zeigen, daf es ein ¥ € Rgy(G) gibt mit a([y']) = [z] bzw. EPMY = kPimy = o € Ry(G),
wobei
Dim y : G — Z
g — dimgy?

die Dimensionsfunktion einer virtuellen Darstellung y € R(G) sein soll. Der Beweis von
Satz 3.17 ist also vollsténdig, wenn wir folgendes zeigen:

Satz 3.20 Sei G eine abelsche p-Gruppe und die G-Darstellung y so, daf$ die Klassen-
funktion kP™Y € Rq(G) ist. Dann gibt es ein x € Rg(G) mit Dim xy = Dimy.

Beweis: Es sei 1g die triviale G-Darstellung. Dann ist ¢ := y — y(1) - 1g aus dem
Augmentationsideal von R(G)

IR(G) = Kern(dimc: R(G) — Z)
= {we R(G)|w() =0},

und wir finden genau dann ein x € Rgp(G) mit Dimy = Dimy, wenn wir eines in

IRo(G) := Ro(G) N IR(G) mit Dim x = Dim ¢ finden.
Wir stellen zunéchst fest, daB fiir jedes g € G p — 1 ein Teiler von dim¢ (7 ist:
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Falls G zyklisch ist, so ist Satz 3.20 fiir G (nach Lemma 3.19) bereits bewiesen, es gibt
also ein x € IRgp(G) mit Dim xy = Dim ¢. Aufgrund der Orthogonalitétsrelationen gilt, da
X(g) =: x(C) nur von der von g erzeugten zyklischen Unterguppe C abhéngt,

dime x? = <Resgx,1c >c

1

= — x(h)
C]| };} )
1 *

= o >, |D*|-x(D)
| | DCC zyklisch
1 D

- Lho+s o Blpo o)
’C| 1#£DCC

zyklisch

Da x € IRy(G) ist, ist x(1) = 0 und damit p — 1 Teiler von dim¢ x¢ = dime ¢? fiir alle
g € G. Wenn nun G nicht zyklisch ist, so gilt fiir ¢ € G und die von g erzeugte zyklische

Untergruppe C
dimg ¢¢ = dime(Res&¢)?,

und wir kénnen das obige Argument fiir zyklische Gruppen auf Res&( anwenden.

Wenn wir I(G) D IRg(G) als den Ring der Abbildungen
f: {(C)|C C G zyklisch} — Z

mit f(1) = 0 definieren, dann gilt also Dim{ = (p — 1) - 7 fiir ein 7 € I(QG).

Es seien Z, die ganzen p-adischen Zahlen und jeweils R, = Z, ®z R die p-adische
Komplettierung eines Ringes R. Fiir das von uns gewihlte k existiert k=! € Z,, und
damit auch k=v® . 1g € Rg(G),. Nach Voraussetzung ist k™Y € Ro(G), also auch
EPim¢ — pPimy . p=y(1) ¢ R4 (G),, und wegen dime ¢ = ¢(1) = 0 ist sogar

kP € 14 IRg(G),.
Nun ist G als abelsche Gruppe insbesondere auch reguldr (zur Definition und zu den

wichtigsten Eigenschaften regulirer p—-Gruppen siehe z. B. [36]). Deshalb induziert der
p—adische Logarithmus einen Endomorphismus

IOg : 1+ IR@(G)p — ]RQ(G)p

von der multiplikativen Gruppe in die additive Gruppe (tom Dieck [15], Prop. (6.3) und
(6.4)). Mit dem von uns gewihlten & erhalten wir wegen k»~! = 1 + ap mit a #Z 0 mod p
also

IRy(G), > log (k:DimC) = log(1l+ap)”
= 71-log(1l+ ap)

= 7 ()

i—1 4
= T-p-u,
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wobei u € Z; eine p-adischen Einheit ist. Demnach ist pr € IRg(G),NI(G). Nun liegt jede
Klassenfunktion ¢ : G — C, fiir die fiir alle Untergruppen H C G und jeden linearen
Charakter ¢ von H das innere Produkt < ResGp, £ >y eine ganze Zahl ist, bereits in
R(G) ([35], Korollar zu Theorem 22). Man kann leicht nachpriifen, daf fiir ein beliebiges
¢ € I(G) diese Bedingung von |G| - ¢ erfiillt wird, es ist also |G| - I(G) C IRyp(G) und
damit speziell auch |G| - pr € IRg(G). Da aber die Injektion IRg(G) — IRgp(G), fiir alle
Potenzen p’ von p einen Isomorphismus

IRy(G)/p'IRy(G) — IRy(G),/p'IRg(G),

induziert, mufl deshalb bereits pr € IRg(G) sein.

Es sei UP : R(G) — R(G) die Adams-Operation, (V?w)(g) := w(g?). Da G regulér ist,
sind die Abbildungen

P
1= IRo(G) — IMo(G)
sowie
pf Dim: IRy(G) — IRg(G)

zueinander inverse Isomorphismen ([15], Prop. (6.3) und (6.4)). Also ist

-1 pP
Dimy = . <plDim> o (1 - > (pT)
p

womit die Behauptung bewiesen wére. O
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Kapitel 4

Stabil lineare
Homotopiedarstellungen

In diesem Kapitel sei G stets eine endliche Gruppe. In Verallgemeinerung der Ergebnis-
se des vorigen Kapitels soll nun jeder stabil linearen G-Homotopiedarstellung eine ihren
G-Homotopietyp eindeutig kennzeichnende Invariante zugeordnet werden. Insbesonde-
re mochten wir fiir jede Darstellungssphére SV eine nur von der Isomorphieklasse von
V abhiingige Invariante AO(V) finden, die ihren (stabilen) Aquivalenztyp eindeutig be-
schreibt. Dazu wird auch hier &quivariante K O—Theorie bemiiht. Da jedoch, im Gegensatz
zum komplexen Fall, auch bereits fiir eine reelle Darstellungssphére SV im allgemeinen
keine Bottperiodizitit KO (x) — KO (DV, SV) existiert, konnen wir dies auch insbe-
sondere fiir eine stabil lineare G-Homotopiedarstellung nicht erwarten. Die Invarianten
konnen also nicht direkt aus der dquivarianten K O—Theorie entnommen werden. Benutzt
wird aber die Bottperiodizitat fiir (reelle) Spin-G—Darstellungen; zusétzlich miissen u. a.
Hilfsabbildungen hinzugezogen werden.

Schon bei der Beschrinkung auf Darstellungssphéren sind wir mit der Festlegung von
Orientierungen konfrontiert: Tornehave [37] hat diesen Fall untersucht. Er konnte die
Koeflizienten ng x = nu k(V, W) berechnen, die in die Kongruenzen

dH)= — > nukd(K)mod [WH]
T

(H € ¥(G)) eingehen, welche, nach Satz 1.21, zusammen mit den Instabilitétsbedingun-
gen B(D) die moglichen Gradfunktionen d von G-Abbildungen SV — SW zwischen
Darstellungssphéren gleicher Dimensionsfunktion D bestimmen. Dabei wihlt er die dazu
notwendige Orientierung von SW in bestimmter Abhéngigkeit von der Orientierung von
SV, unter Ausnutzung der Tatsache, dafi wegen dimg VH = dimg WH (H € ¥(G)) V und
W jeweils die gleiche Anzahl von zueinander durch einen Kérperautomorphismus konju-
gierten irreduziblen Summanden enthalten. Seine Ergebnisse werden ganz wesentlich in
unsere Berechnungen einflielen, und daher riithrt auch unsere Einschriankung auf endliche
Gruppen.
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Zunéchst werden wir, um wohldefinierte Gradfunktionen zu ermoglichen, alle stabil li-
nearen Homotopiedarstellungen gleichzeitig orientieren. Insbesondere wollen wir fiir jede
Isomorphieklasse [V] orthogonaler G-Darstellungen einen (evtl. auch mehrere) in be-
stimmter, noch ndher zu definierender Weise orientierten Représentanten V' bestimmen,
der eine sogenannte bevorzugt orientierte Darstellungssphére SV liefert. Diese Wahl ist
nicht notwendig eindeutig, ist aber so konstruiert, daf§ sie einen nur von der Isomorphie-
klasse von V und W abhéngigen Vergleich zwischen Orientierungen zweier Darstellungs-
sphéiren SV und SW gleicher Dimensionsfunktion ermoglicht, der fiir die Existenz von
wohldefinierten Abbildungsgraden von G—-Abbildungen SV — SW notwendig ist.

Im zweiten Abschnitt werden wir dann, in Abhéngigkeit der fiir X, SVx und SWyx
gewihlten Orientierungen, fiir jedes Tupel X, = (X,hx : X x SVx — SWx) be-
stimmte Klassenfunktionen A(Xj)g definieren. (Dabei sind X eine stabil lineare G-
Homotopiedarstellung, Vyx und Wy zwei orthogonale G-Darstellungen und hy eine fest
gewéhlte G-Homotopiedquivalenz.) Mit deren Hilfe kénnen wir Koeffizienten ngx =
nuk(X,Y) fir Kongruenzen der obigen Form, zustéandig fiir die Beschreibung von Grad-
funktionen dquivarianter Abbildungen X — Y, berechnen. Drittens werden wir aus den
A X)) eine Invariante AOp(X) (bzw. AO(X)) fiir X gewinnen, die die Aquivalenzklasse
(bzw. stabile Aquivalenzklasse) von X bzgl. G-Homotopiedquivalenz eindeutig beschreibt.

4.1 Bevorzugte Orientierungen fiir Darstellungssphi-

remn

Wir werden in diesem Abschnitt definieren, was (bei gegebener Isomorphieklasse von V)
eine bevorzugt orientierte G—Darstellungssphdre SV sein soll. Deren Orientierung ist u. a.
mit einer bestimmten Ordnung in der Zerlegung von V' als orthogonale Summe irreduzibler
Faktoren verbunden, sie ist jedoch i. a. nicht eindeutig.

Sei € = >™7aT, Ist dann T = Gal(Q(£)/Q) die Galoisgruppe der Korpererweiterung Q(€)
iiber Q und Ir7(G) die Menge der Isomorphieklassen irreduzibler reeller G-Darstellungen,
so operiert I auf Irr(G); es sei Irr(G)/T" = {By, ... , B;} der entsprechende Bahnenraum.
Ist Irr’'(G) ein fest gewihltes Vertreterinnensystem von Irr(G), so konnen wir die Ele-
mente aus Ir7’(G) so indizieren, daf

Irr'(G) ={UF|t=1,... ,r;k=0,... e},

wobei die Bahn der Isomorphieklasse von UF eben B; sei (und, wenn I'y, C T die Iso-
tropiegruppe der Isomorphieklasse von U} ist, ¢; + 1 = |['/T'g,|). Weiterhin sei jede
G-Darstellung V' orthogonal, also mit einem G-invarianten, positiv definiten inneren
Produkt versehen. Dann sind stets die Spingruppen Spin (V') bzw. Pin (V') definiert (als
zweifache Uberlagerung von SO(V) bzw. O(V)), die spiter fiir uns von Nutzen sein wer-
den.

Tornehave zeigt ([37], §1), daB die Isomorphieklassen zweier irreduzibler G-Darstellungen
V und W genau dann galoiskonjugiert zueinander sind, d. h. fiir die entsprechenden
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Charaktere xy bzw. yw von V bzw. W gilt yw = vxy mit einem v € ') wenn es
einen Korperautomorphismus ¢ € Aut(C/Q) gibt, so dafi die G-Darstellungen W und
YV (gesehen als Matrixdarstellungen mit Eintrdgen in R) isomorph sind (wobei ohne
Einschriankung — da es sich um reelle Darstellungen handelt — 1 so gewé&hlt werden
kann, daB (i) = i). Dabei gilt fiir die Restriktion ¢’ := ¢|Q(§) € T, dal ¢/'xy =
xw = vxv. Wir kénnen also die Repriisentantinnen UF € Irr’(G) sowie Automorphismen
¥ € Aut(C/Q(4)) so withlen, daf
U tk = wf Uto )

wobei 1Y die Identitit sei. Dann existieren nach Tornehave ([37], Prop. 1.2) jeweils be-
stimmte G-dquivariante und ¢F-lineare Isomorphismen

¢ U @r C — UF @ C (k=1,...,e;5t=1,...,71),

die mit der skalaren Erweiterung der inneren Produkte vertréglich sind. Diese sogenannten
YF—Konjugationen induzieren mit Hilfe einer von Tornehave beschriebenen Konstruktion
bei gegebener Orientierung von U eine (nicht von der speziellen Wahl von ¢f abhiingige)
Orientierung auf UF (und umgekehrt) ([37], §1): wir sagen in diesem Fall, da§ U} die von
U? durch ¢¥ transportierte Orientierung besitzt.

Sei die Dimensionsfunktion D einer Homotopiedarstellung X gegeben. Aus Griinden,
die im néchsten Abschnitt deutlich werden, wihlen wir fiir alle ¢ die Orientierung der
Darstellungssphére S := S(U?) (bzw. fiir alle H C G die Orientierung von (U?)H) in
einer Weise, die leicht von der in Abschnitt 1.1.2 vorgestellten Methode abweicht: Sind
Up(G) C ¥(G)und Konj(G,¥p(G)) = (9k)kew(a)\wp(c) Wie dort beschrieben gegeben,
so withlen wir fiir H € ¥p(G) die Orientierung z(S, H) von SH beliebig und legen fiir
K = gkHgg' die Orientierung z(S, K) mittels

(ZS,9K>*(Z(57 K)) = eS,ﬁ(Q%IQKﬁ) ’ Z<S= H)

fest. (Dabei war (ey,r)rew(g) das — nur von der Dimensionsfunktion abhéngige — Orientie-
rungsverhalten einer Homotopiedarstellung Y. Man vergleiche den Vorfaktor e ( g% gxH)
mit dem in Gleichung (1.3).)

Die Orientierung des Untervektorraumes (UF)H sei dann jeweils die von (UP)® durch (¢F)H
transportierte, die Darstellungssphire S(UF) trage die dadurch induzierte Orientierung.

Definition 4.1 Ein orthogonale G—Darstellung der Form
V=UMrLUZL... LU (4.1)

(wobei L jeweils die orthogonale Summe bedeute) heiffit bevorzugt zerlegt, wenn aus
i < j folgt, dafi 1 < t; < t; < r. Es trage fir alle H C G der Vektorraum (U})H die
oben beschriebene Orientierung und VB die durch die Zerlequng (4.1) induzierte Pro-
duktorientierung. Fine Darstellungssphire SW heifit bevorzugt orientiert (bzgl. der
Dimensionsfunktion D), wenn W bevorzugt zerlegt und die W™ entsprechend orientiert
sind und wenn die lineare Homotopiedarstellung SW die dadurch induzierte Orientierung
tragt.
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In jeder Isomorphieklasse orthogonaler G-Darstellungen existiert mindestens eine be-
vorzugt zerlegte Reprisentantin; da aber die Reihenfolge von zueinander konjugierten
Summanden einer bevorzugt zerlegten G—Darstellung V' nicht weiter festgelegt ist, ist
die bevorzugte Orientierung von SV nicht unbedingt eindeutig bestimmt. Wir haben mit
diesen Orientierungen aber folgendes erreicht:

Ist I(I') das Augmentationsideal des Gruppenringes Z[I'] der Galoisgruppe I" und
ROy (G) = {V =W € RO(G)| dimg V¥ = dimg W fiir alle H € ¥(G) },

so gilt
ROy(G) = I(T"YRO(G)

(siehe [26], Prop. 3.17, oder [17], II1.(5.8) und (5.9)). Haben daher zwei Darstellungs-
sphéaren SV und SW dieselbe Dimensionsfunktion, so besitzen V und W wegen V —W &
ROy (G) fiir jedes t € {1,...,r} jeweils gleichviele Summanden einer Isomorphieklasse
[UF] € Irr(G) mit Bahn B; € Irr(G)/T. Sind also V und W bevorzugt zerlegt und
der m-te Summand von V ist U, so hat der m-te Summand von W die Form U} fiir
ein [ € {0,...,e}. Orientieren wir die beiden Darstellungssphiaren SV und SW also be-
vorzugt und sind V' und W auflerdem grof3 genug, so dafi jede Untergruppe von G als
Isotropiegruppe von SV bzw. SW vorkommt, so sind SV und SW kohérent orientiert.

Weiterhin ist UF zu U} mittels des Kérperautomorphismus
Ui o= 0f o (¥p) € Aut(C/Q(i))
konjugiert. Wir haben die v, ;-Konjugation
Ory = o(p)™: UerC—UFerC,

und mit den von uns gewihlten Orientierungen von UF und U] transportiert ¢y, die
Orientierung von U} in die Orientierung von UF. Fiir diese Situation hat Tornehave Ko-
effizienten ng x berechnet (die von V, W und den ¢} abhiingen), so daf alle Gradfunk-
tionen d von G-Abbildungen SV — SW, bezogen auf die entsprechenden bevorzugten
Orientierungen von SV und SW, die Kongruenzen

1¢Ii</ZI-II{z<)]/£<lisch

erfiillen ([37], Theorem A). Diese Koeffizienten werden wir benutzen.

4.2 Kongruenzen fiir Gradfunktionen

Wir wéhlen fiir alle stabil linearen G-Homotopiedarstellungen einer Dimensionsfunktion
D kohérente Orientierungen wie in 1.1.2 anhand des im letzten Abschnitt festgelegten
Représentantinnensystems Vp(G) sowie der Vertreter Konj(G, Vp(G)).
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Sei nun X eine solche stabil lineare G-Homotopiedarstellung der Dimensionsfunktion
D. Dann kénnen wir insbesondere zwei bevorzugt zerlegte (orthogonale) G-Darstellun-
gen Vx und Wy mit X % SVx ~g SWx finden, so dafl in Vx die Isomorphieklasse jedes
irreduziblen Summanden in gerader Anzahl vorkommt und jede Untergruppe H von G als
Isotropiegruppe von SVx (und damit auch von X % SVx und SWy) auftritt. Weiterhin
seio. E. Vy =V L Vo L ... L Vo, mit Vo = Vo y (4 = 1,...,m). Wir orientieren
SVx und SWx dementsprechend bevorzugt bzgl. der Dimensionsfunktion D und geben
X % SVx die Produktorientierung von X und SVx. Man kann leicht nachpriifen, dafl
unsere etwas umstandliche Wahl der Orientierungen von SVx und SWyx nun dazu fiihrt,
dal auch X x SVx und SWx kohérent orientiert sind. Insbesondere besitzt also auch jede
Aquivalenz

hX X % SVX — SWX (42)

wohldefinierte Abbildungsgrade deg(hfl) (H € ¥(Q)), die die Instabilititsbedingungen
B(Dimg SWy) erfiillen. Analog zur Vorgehensweise in Kapitel 3 fassen wir die Wahl einer
solchen Aquivalenz hy als Zusatzstruktur fiir stabil lineare G-Homotopiedarstellungen
auf, schreiben dafiir kurz

X, = (X, hx : X *SVy — SWX) (43)

und nennen X, der Einfachheit halber ebenfalls eine stabil lineare Homotopiedarstellung.

Definition 4.2 Die Anzahl, mit der die Isomorphieklasse [Uf] € Irr(G) als Summand
in einer G-Darstellung U vorkomme, werde mit ki(U) bezeichnet.

Essei H € ¥(G), g € WH = NH/H sowie t € {1,...,r}. Die Linkstranslation mit g
induziert einen Automorphismus auf (U?)®. Da U} ein reeller G-Modul ist, treten dessen
Eigenwerte, die von der Form &* mit ¢ = X oty sind, dabei — sofern sie ungleich +1
sind — in komplex konjugierten Paaren auf. Von jedem dieser Paare wihlen wir einen
Vertreter

Ain(g) € C (n=1,... ,my), (4.4)

weiterhin wihlen wir jeweils eine Quadratwurzel p;,(g) von A, (g). Dann sind fiir alle
k=1,..., e genau die Zahlen ¥F(A\;,(9)) € C (n=1,... ,m;) die Eigenwerte ungleich
+1 des durch die Linkstranslation mit g auf (UF)H induzierten Automorphismus, und
Y (en(g)) ist jeweils eine Quadratwurzel von ¥ (A, (g)).

Definition 4.3 Mit den obigen Bezeichnungen sei fiir eine reelle G-Darstellung U und
H € V(G) die Klassenfunktion \(U)g € K(WH,C)* definiert als

MU)ax(9) = TTTT TT (4400 (0)) — ebGen(9) ™)

t=11=0n=1
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fiir eine stabil lineare G-Homotopiedarstellung X, = (X, hx : X * SVx — SWy) sei

X =

Ist K/H die von g € WH erzeugte zyklische Untergruppe, so sei weiterhin AN(Xp,)m €
K(WH,C)* gegeben durch

MXn)u(g) = N (X3)(g) - deg(h%).
Es ist zu bemerken, daf3
AU @ Vg = AU)aA(V)a. (4.5)

Sind X}, und Y}, zwei stabil lineare G-Homotopiedarstellungen gleicher Dimensionsfunk-
tion und (K/H)* die Erzeuger der zyklischen Faktorgruppe K/H, so definieren wir

_ deg(hY) AYr)n
nak(Yn — Xp) = deg(hH) > /\(X};)H@)-

(4.6)
ge(K/H)*

Diese ngk (Y, —Xn) € Q(§) (mit £ := eﬁ) sind ganze Zahlen: Wie in Lemma 3.9 zeigt
man, dafl jeder Summand ganz algebraisch iiber Q ist; und durch die Summation {iber
die erzeugenden Elemente g € (K/H)* erreichen wir, da8 ng k (Y, — X},) invariant unter
der Galoisgruppe Gal(Q(&)/Q), also rational ist: insgesamt also ngx(Yy, — X,) € Z.
AuBerdem ist ng (Y, —X5,) = 1, und auch hier sind die ng k nur von den entsprechenden
Konjugationsklassen von H und K abhiingig, d. h. ngx = ng x falls H = gHg™! und
K’ = gnK(gn)~! mit beliebigen g € G, n € NH.

Damit gilt die folgende Aussage:

Satz 4.4 G sei eine endliche Gruppe, und X, und Y}, seien zwei stabil lineare G-Ho-
motopiedarstellungen gleicher Dimensionsfunktion D € C(V(G),Z). Eine Abbildung d :
U(G) — Z ist genau dann Gradfunktion einer G-Abbildung f : X — Y, wenn (i) und
(ii) erfillt sind:

(i) Fir alle H € Iso(X) = Iso(D) C V(QG) ist

dH) = - Y npxd(K) mod [WH], (4.7)
K: NHDKDOH
1#K/H zyklisch

wobet nuHK ‘= nHyK(Yh — Xh)
(i1) d erfillt die Instabilititsbedingungen B(D), d. h.
(a) d ist auf Konjugationsklassen konstant,

(b) d(H) =1 falls D(H) =0,
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(c¢) d(H) =0,1 oder —1 falls D(H) =1,
(d) d(H) = d(H') fiir alle H C H mit D(H) = D(H').

Zusdtzlich erfillt jede Gradfunktion d(f) einer dquivarianten Abbildung f : X — 'Y fir
alle Untergruppen H von G die Kongruenzen (4.7).

Beweis: Seien X;, = (X, hy : X« SVx — SWx) und Y, = (Y, hy : Y x SVy — SWy)
gegeben. Sobald wir bewiesen haben, dafl die Gradfunktion einer jeden &quivarianten
Abbildung f : X — Y die obigen Kongruenzen erfiillt, folgt mit Satz 1.21 auch die
Umkehrung, d. h. jede Abbildung d : ¥(G) — Z, die diese Kongruenzen sowie die
Instabilitatsbedingungen B(D) erfiillt, ist als Gradfunktion einer &quivarianten Abbildung
X — Y realisierbar.

Sei also f: X — Y eine G-Abbildung. Es ist zu zeigen, daB fiir die Gradfunktion d(f)
von f obige Kongruenzen gelten.

Wiéhlen wir fiir den Join jeweils die Produktorientierung, so ist die Vertauschung
t: SVX*SVY—)SVy*SVX

eine orientierte G-Homotopiedquivalenz. Aulerdem gibt es, da nach Voraussetzung Vy
und Vy die Produktorientierung von isotypischen Summanden mit geradzahliger Dimen-
sionsfunktion tragen, bevorzugte Orientierungen auf S(Wx @ Vi) und S(Wy & V), so
daB SWyx x SVy ~g S(Wx @ Vy) und SWy x SVy ~g S(Wy @ V) jeweils orientiert
aquivalent sind. Wir definieren die Abbildung

f: S(Wx@Vy)HS(Wy@Vx)
so, daf} das Diagramm

f=id

X x SVx x SVy Y x SVyx % SVy
~a idxt
~agl| hx *id Y x SVy x SVy
~a hy*ld
SWx x SVy SWy x SVx
=a =G
S(Wx@Vy) S(WY@VX)
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kommutiert. f hat dann die Gradfunktion

d(hy)
d(hx)

Damit haben wir das Problem zuriickgefiithrt auf die Beschreibung moglicher Gradfunk-

d(f) = d(hy) - d(f) - d(hy") = d(f) (4.8)

tionen, die bei dquivarianten Abbildungen zwischen bevorzugt orientierten Darstellungs-
sphéren auftreten; wie in Abschnitt 4.1 erlautert, hat Tornehave [37] fiir diesen Fall Kon-

gruenzen berechnet, die d(f) erfiillt:

Es seien H <K C G so, dal K/H zyklisch ist und (K/H)* die Menge der Erzeuger. Mit
den Klassenfunktionen A\(U)g € K(WH, C)* aus Definition 4.3 und

AWy & Vx)ul(g)

N K \=
K gG(%H)* )‘<WX D VY)H(Q)

erfiillt, wie Tornehave in [37], Theorem A, beweist, die Gradfunktion von f die Kongru-
enzen

deg(f?) = — Z n’H’Kdeg(fK) mod |[WH].
K: HK
1#K /H zyklisch
Wegen
N(YE) AWy @ Vi
NG AWx @ W)n

gilt damit fiir die Abbildungsgrade von f

deg(h3h) )™ deg(h¥)
deg(fH) = —< g Ny i deg(f™) mod |[WH
( ) deg(hlj(l) ;(I:(I/-I;KI%G 1 K deg(h?) ( ) | |

1 zyklisch

— > nuk - deg(f5) mod |WH],
K:HJKCG
1#K/H zyklisch

wobei die Koeffizienten ng g definiert sein sollen als

_deg(h?) Z M

NHK -— )
deg(hll_/l) ge(K/H)* )‘(Xh)H(g)
mit
MYi)u(g) = N (V") (9) - deg(hy?) und  AM(Xp)u(g) = X (X3')(g) - deg ().
Genau dies war aber die Behauptung. a

4.3 Invarianten fiir stabil lineare Homotopiedarstel-
lungen

Nach Satz 4.4 reichen also die Dimensionsfunktion DimgX einer stabil linearen G-
Homotopiedarstellung X;, = (X, hx : X * SVx — SWyx) sowie die Klassenfunktionen
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AMXp)u : WH — C* (H € Iso(X)) bereits aus, um den dquivarianten Homotopietyp
von X zu beschreiben. Bei letzteren handelt es sich aber, wegen ihrer Abhéngigkeit von
der Wahl der Homotopiedquivalenz hy, noch nicht um Invarianten der Aquivalenzklasse
von X. Analog zu Satz 3.12 werden wir nun ein Kriterium fiir die Aquivalenz zweier stabil
linearer G-Homotopiedarstellungen formulieren. Sei wiederum ¥y (G) C VU(G) ein fest
gewahltes Vertreterinnensystem fiir die Konjugationsklassen von Untergruppen von G.

Satz 4.5 Die Gruppe G sei endlich. Sind X, = (X, hx : X *x SVx — SWx) und
Yy, = (Y, hy : Y x SVy — SWy) zwei kohdrent orientierte, stabil lineare G—Homotopie-
darstellungen der gleichen Dimensionsfunktion D, so sind dquivalent:

(1) X undY sind G-homotopiedquivalent.

(2) Es gibt eine Funktion e € C(V(G),Z)*, die die Instabilititsbedingungen B(D) erfillt,
sowie fir alle H € Iso(X) NV (G) = Iso(D) NV (G) ein Ty € ROWH)*, s. d.
fir jedes g € WH, das eine Untergruppe K/H C WH erzeugt, gilt

A)e) = AXia(o) - .

(8) Es gibt eine die Instabilititsbedingungen B(D) erfillende Funktion e € C(V(G),Z)*
sowie fir alle H € V(G) ein Ty € ROWH)*, s. d. fiir jedes g € WH, das eine
Untergruppe K/H C WH erzeugt, gilt

AYa)ea(9) = AXn)ea(g) - T2,

Ist (2) (und damit auch (1) und (3)) erfillt, so ist ¢ € C(V(G),Z)* die Gradfunktion
einer G-Homotopiedquivalenz X — Y.

Beweis: ((3) = (2)) ist klar.

((2) = (1)): Dieser Teil des Beweises verlauft ganz analog zu dem Beweis der entspre-
chenden Aussage in Satz 3.12, diesmal unter Verwendung von Satz 4.4 sowie der Orthogo-
nalitdtsrelation > cyu 7(9) = [WH|- < 7,1 >y = 0 mod |[WH]| fiir 7 aus dem reellen
Darstellungsring RO(WH) C R(WH): es folgt, dal ¢ € C(¥(G),Z)* als Gradfunktion
einer G-Homotopiedquivalenz realisierbar ist.

((1) = (3)): Angenommen X und Y sind G-homotopiedquivalent. Wie im letzten Ab-
schnitt gezeigt wurde, ergibt sich aus der Existenz einer Aquivalenz &' : X — Y eine
G—Homotopiedquivalenz

h” : S(WX () Vy) — S(Wy D Vx)

mit Gradfunktion




wobei S(Wx @& Vy) und S(Wy @ V) bevorzugt orientiert sind (siche (4.8)).

Ist z. B Wxad VW =2V, LV, L ... 1LYV, ene der gewdhlten bevorzugten Orientie-
rung zugrundeliegende bevorzugte Zerlegung, so definieren wir £ := 7V; 1L ... L 7V,
und orientieren die Darstellungssphire S(Uy) von Uy := Wx @ Vy @ E nach einer (be-
vorzugten) Zerlegung Ux = 8V; L ... L 8V,,. Dann ist in der bevorzugten Zerlegung
Wy e Vy =W, LW, L ... L W,, die der Orientierung von S(Wy & V) zugrunde
liegt, W; konjugiert zu V; (i = 1,... ,m), und es gibt eine bevorzugt zerlegte orthogonale
G-Darstellung W7 L 7V; L Wy L7V, L ... W,, L 7V,, isomorph zu Uy := Wy ®Vx B E.
Mit der entsprechenden bevorzugten Orientierung auf S(Uy) existieren dann zwei G—
Homotopiedquivalenzen

Sx S(Wx@Vy)*S(E>—>S(Ux)
und Sy S(Wy@VX)*S(E>—>S(Uy)

mit denselben Abbildungsgraden
deg(sy) = deg(sy) € Z’

fiir alle H € U(G). Die damit durch folgendes kommutatives Diagramm definierte Aqui-
valenz h : S(Ux) — S(Uy)

oy
S(Wx @ Vi) * S(E) ——*

G| Sx ~ag| Sy

S(Ux) ~S(Uy)

besitzt dann dieselbe Gradfunktion wie h”
d(h) =d(h"). (4.10)

In dieser Situation beweist Tornehave ([37], §2), dafl sowohl U als auch UH jeweils reelle
Spin-WH-Darstellungen sind (dabei sei 0. E. H=1, also WH = G):

Zunéchst zeigt er, dafl, wenn U eine beliebige orthogonale G—Darstellung ist, 8U = U L
... L U stets eine Spin-G-Darstellung ist, d. h. der die Darstellung 8U definierende
Homomorphismus G — O(8U) von G in die orthogonale Gruppe von 8U faktorisiert
iiber der Spingruppe Spin(8U) von 8U:

Spin(8U)

SN

G O@sU).




Es seien 11U, . .. , U jeweils zu U durch einen Kérperautomorphismus v; € Aut(C/Q(7))
konjugierte G—Darstellungen. Tornehave beschreibt weiter, wie die durch v,~Konjugatio-
nen ¢; : U ®@r C — (1,U) ®r C (i = 1,...,8) induzierten Homomorphismen Pin(¢;) :
Pin(U ®g C) — Pin((y;U) ®gr C) auch eine Hochhebung

G — Spin(y U LU L ... 1 AgU)

von G — O(mU L ... L 4gU) liefern (Einzelheiten siehe [37], §2).

Theorem 4.6 (Atiyah [2], Theorem (6.1)) Sei X ein kompakter G-Raum, V eine reelle
orientierte Spin-G-Darstellung einer Dimension = 0 mod 8 und b(V') € KOg(DV, SV)
die Bottklasse von V. Dann induziert die Multiplikation mit b(V') einen Isomorphismus

=3

KOg(X) = KOg(X x (DV,SV)).

Wegen dieser Bottperiodizitit der dquivarianten K O-Theorie sind also fiir alle Unter-
gruppen H von G die RO(WH)-Moduln KOwy (DU, SUR) und KOwg(DUE, SUH)
frei vom Rang eins, erzeugt von den Bottklassen b(UR) bzw. b(Uf!) (die abhingig von
den gewéhlten Orientierungen der Vektorraume sind).

Da hH . SU® — SUP eine WH-Homotopiedquivalenz ist, ist die durch h® induzierte
Abbildung

(K?)* . KOwu(DUR, SUP) — KOwu(DUY, SUY)
ein Isomorphismus von RO(WH)-Moduln, d. h. es gibt ein ay := awu(h™) € RO(WH)*,
den #quivarianten K O-theoretischen Abbildungsgrad von hH s. d.

(hH)*(b(UF)) = am - (U,

Sei nun g € WH und K > H so, dafl K/H die von g erzeugte zyklische Untergruppe ist.
Tornehave ([37], §2) berechnet den Wert dieses Charakters ag (bzgl. der durch die von
uns gewdhlten Orientierungen gegebenen Bottklassen) an der Stelle g zu

AUy )nu(9)
AMUx)u(g)

mit den Klassenfunktionen A\(U)g : WH — C* aus Definition 4.3. Dabei ist sein Vorge-
hen analog zu dem von Petrie und tom Dieck in [11] (bzw. zu dem unseren in Abschnitt

an(g) = deg(h¥) -

3.2): Ist U eine Spin-G—Darstellung und C die von g € G erzeugte zyklische Untergruppe,
so induziert die Inklusion der Fixpunktmenge iy : SU€ — SU einen Homomorphismus

ity . Kc(DU,SU) — Kc(DUC, SUC)

zwischen RO(C)-Moduln vom Rang 1, der, mit den entsprechenden Bottklassen b(U) und
b(UC), von einer Gleichung

i (b(U)) = X (Uc) - b(U°)
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beschrieben wird. Fiir die Spin-C—Darstellung U berechnet Tornehave den Wert des Cha-
rakters von N (Ug) € RO(C) an der Stelle g zu

N(Uc)(g) = M - MU)(9g) € C, (4.11)

wobei der Faktor M nur von der Dimensionsfunktion von U abhéngt und A(U) = A(U); €
K(G, C)* die Klassenfunktion aus Definition 4.3 ist (die hiermit ihre Daseinsberechtigung
erhalt).

Die restliche Berechnung von ag(g) verlauft dann wie in Abschnitt 3.2.

Wegen A(V & W)g = A(V)g - A(W)g ergibt sich, nach Definition 4.3,

au(9) AWy @ Vx @ E)m AWy)aA(Vx)n N

deg(hK) ~ A(Wx ® Vy @ B)g ) A(WX)HA(VY)H(Q) N A'(XE>(9)'

Fiir A(X)u(g) = V(XM (g) - deg(h¥) und A\(Y)u(g) = N(Y;H)(g) - deg(h¥) bedeutet
das, mit (4.9) und (4.10),

AYulg) au(9) deg(hf})
T deg(h¥ K
AN Xn)u(9) dezéhgdeg((h/)fc) deg(h%)
_ an(9)
deg((h)%)’
wobei € := d(h') € C(V(G),Z)* die Instabilitdtsbedingungen B(D) aus Theorem 4.4
erfillt und ag € RO(WH)* ist. O

Die Frage nach stabiler Aquivalenz zweier Darstellungssphéren a8t sich, unter Verwen-
dung dieses letzten Satzes, wie folgt beantworten:

Satz 4.7 Ist G eine endliche Gruppe und sind V und W zwei orthogonale G—Darstel-
lungen der gleichen Dimensionsfunktion, so sind dquivalent:

(1) SV und SW sind stabil G-homotopiedquivalent.

(2) Es gibt eine Funktion € € C(V(G),Z)*, die konstant auf Konjugationsklassen ist,
sowie fir alle H € Uy (G) ein Ty € ROWH)*, s. d. fiir jedes g € WH, das eine
Untergruppe K/H C WH erzeugt, gilt

Beweis: Ist V' die reguldare Darstellung von G, so gilt fiir alle Untergruppen H’ 2 H
dimg V¥ = |G/H| > dimg VY = |G/H/| > 1.

Die einzige Instabilitdtsbedingung, die Gradfunktionen von G—Abbildungen
f: XSV ae&R) — Y xSV &R) erfiillen miissen, ist also die Konstanz auf den
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Konjugationsklassen. In der Aussage (2) kann o. E. stets X' durch \ ersetzt werden. Ist
daher (2) erfiillt, so sind nach Satz 4.5 X % S(V @ R) und Y * S(V & R) dquivalent.

Die Umkehrung ((1) = (2)) folgt, wie im komplexen Fall, aus Satz 4.5 wegen der Mul-
tiplikativitat der Klassenfunktionen A(-)g auf G-Darstellungen (siche (4.5)). O

Parallel zu unserer Vorgehensweise in Kapitel 3 wollen wir diese Ergebnisse wiederum zur
instabilen und auch zur stabilen Klassifizierung stabil linearer Homotopiedarstellungen
benutzen: Wir werden sowohl ihre Aquivalenzklassen bei gegebener Dimensionsfunktion
D charakterisieren, als auch eine Beschreibung von JO(G), d. h. der Untergruppe der sta-
bil linearen Homotopiedarstellungen in der Gruppe aller Homotopiedarstellungen V(G),
geben. (Die Frage nach orientierter Aquivalenz eriibrigt sich, da reelle Darstellungssphéiren
keine kanonische Orientierung besitzen.)

Wir erinnern zunéchst an die in Abschnitt 3.3 definierten Gruppen £(G) C K*(G) =
[Taew, @) K(WH, C)*, sowie an die von einer Dimensionsfunktion D € C(¥(G),Z) ab-
hingigen Untergruppen £p(G) C K (G) = [Tuersonynwy ) C(IWH,C)*. Anstelle von
R*(G) C K*(G) und R}, (G) C K}, (G) benodtigen wir die mit Hilfe der Einheitengruppen
der reellen Darstellungsringe RO(WH) definierten Untergruppen

ROG) = [[ ROWH)" c K*(G)
HE‘va(G)
und ROL(G) = [I  ROWH) C Kp(G).
Helso(D)NTy (G)

Definition 4.8 Es sei

JO(G) K*(G)/RO*(G)E(G)
und  JOp(G) = K5(G)/ROL(G)EH(G).

Ist JO(G) C JO(G) der Kern der Dimensionsfunktion Dimg|JO(G) : JO(G) —
C(¥(G),Z), sowie ROL(G) = {V — W € RO(G)|SV ist stabil 4quivalent zu SW } C
ROy(G), so ist

JO(G) = RO (G)/ROK(G).

Aus den Sédtzen 4.5 und 4.7 folgen dann die zu Satz 3.16 analogen Aussagen

Satz 4.9 Die Gruppe G sei endlich.

1. Sei JOp(G) die Menge der Aquivalenzklassen stabil linearer G-Homotopiedarstel-
lungen der Dimensionsfunktion D. Dann ist

AODZ JOD(G) — jOD(G)
[X] — AOp[X]:= ()‘(Xh)H>H€Iso(D)ﬂ\IJV(G)

eine wohldefinierte und injektive Abbildung.
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2. Die durch V +— AO(V) := [(A(V)H)Heqjv(g)] € JO(QG) induzierte Abbildung

AO: RO¢(G)/ROG) — JO(G)
W] —[V] = AO(W)-AO(V)™*

st ein wohldefinierter, injektiver Gruppenhomomorphismus.
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