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If asked why he spares mathematics, the scientist will perhaps say that its laws are
necessarily true; but I think we have here an explanation, rather, of mathematical necessity
itself. It resides in our unstated policy of shielding mathematics by exercising our freedom to
reject other beliefs instead.

Willard van Orman Quine, Pursuit of Truth

1 Einleitung

Zopfgruppen existieren als Uberlagerungen der Coxeter-Gruppen fiir alle Coxeter-Dynkin-
Diagramme. Eine Préisentation der Zopfgruppe entsteht dabei aus der Coxeter-Préisentation der
Coxeter-Gruppe durch Weglassen der quadratischen Relationen. Die Zopfgruppe des Coxeter Dia-
gramms A mit n Vertizes ZA,, ist dann Artins Zopfgruppe mit n Stringen. Die Zopfgruppe 7ZB,,
der B-Serie besitzt demnach eine Présentation mit Generatoren 7;,i = 0,1,...n — 1, wobei die
Generatoren 7;,7 > 1 die Artinsche Zopfgruppe ZA,, erzeugen, also den Relationen

TiT; = T;Tg |Z*j|>1 (1)

TiT;Ty = TjTiTy |i—j|=1 (2)
geniigen, und in der der Generator 7y die folgenden Relationen erfiillt:

ToT1T0T1 = T17T07T170 (3)

ToT: = TiTo 1>2 (4)

Die Zopfgruppe ZB, kann auf verschiedene Arten visualisiert werden (siehe [6], [7],
[8]). Das symmetrische Bild zeigt Elemente aus ZB,, als Zopfe mit 2n Stréngen (numeriert
—n,...,—1,1,...,n), die invariant sind unter einer Drehung um 180 Grad um die senkrechte Mit-
telachse. Im Zylinder-Bild erscheint der B-Zopf als ein Zopf mit n Stringen, der sich um eine feste,
links angebrachte (Zylinder-)Achse (numeriert mit 0) winden kann. Dem Generator 7y entspricht
die in der Symmetrieachse liegende Kreuzung bzw. die Umrundung der 0-Achse. Die Bilder der
Generatoren 7,7 > 0 werden als Xi(G) in Bild 1 gezeigt.

Knoten oder Verschlingungen vom Typ B entstehen durch Schlieffen solcher Zopfe. Das
Zylinder-Bild zeigt dann sehr schon, dafl es sich um Verschlingungen handelt, die in einem Voll-
torus liegen. Verallgemeinerungen auf Henkelkorper beliebigen Geschlechts sind ebenfalls moglich,
verlassen aber den Bereich, der durch das Coxeter B-Diagramm abgesteckt wird.

Zopfe lassen sich in naheliegender Weise zu Schlingeln verallgemeinern, die auch Maxima und
Minima, etwa die Generatoren symmetrischer Briicken eEG),i > 0, enthalten diirfen.

Die Gruppenalgebra der Artinschen Zopfgruppe besitzt eine Reihe interessanter endlichdimen-
sionaler Quotienten. Die wichtigsten sind die Temperley-Lieb-Algebra, die Hecke-Algebra und die
Birman-Murakami-Wenzl-Algebra (kurz BMW-Algebra). Diese Algebren treten als Zentralisatoren
n-facher Tensorprodukte der fundamentalen Darstellungen der Quantengruppen zu sls, sly und
son, spy auf. Dieser Zugang liefert auch Tensordarstellungen dieser Algebren und erlaubt es, die
auf den Algebren zunéchst rein algebraisch definierbaren Markovspuren als Spuren von Matrizen
zu verstehen. Hauptanwendung der Markov-Spuren ist die Berechnung von Invarianten von Ver-
schlingungen, namlich des Jones-Polynoms, des HOMFLY-Polynoms und des Kauffman-Polynoms.
Diese Konstruktionen kénnen in den Darstellungskategorien der zugehorigen Quantengruppen for-
mal einheitlich und befriedigend dargestellt werden [20].
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Ziel der Knotentheorie der B-Serie ist eine moglichst vollstindige Verallgemeinerung dieser
Konzepte auf die Zopfgruppe der B-Serie. Wihrend die Beziehungen der B-Knotentheorie zu Quan-
tengruppen erst kiirzlich entdeckt wurden [11] und die zugrundeliegende kategorielle Struktur sich
erst abzeichnet [16], [9] gibt es bereits eine Reihe von Arbeiten zu Verallgemeinerungen der Typ B
Temperley-Lieb- und Hecke-Algebren, unter anderem von Ariki und Koike [1][2], tom Dieck [6][7],
Dipper und James [12] und Lambropoulou [22]. Erweiterungen der BMW-Algebra, die Quotienten
der Zopfgruppe ZB,, sind, wurden bisher noch nicht untersucht. Die vorliegende Arbeit versucht,
diese Liicke zu verkleinern.
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Abbildung 1: Die graphische Interpretation der Generatoren — links als symmetrische Schlingel,
rechts als Zylinder-Schlingel
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Uberblick iber Typ B Algebren: Temperley-Lieb-Algebren TB,, der B-Serie wurden von T. tom
Dieck in [6] eingefiihrt als Algebren von kreuzungsfreien, symmetrischen Schlingeln. Graphische

Generatoren sind die eEG),i =0,...,n — 1 aus Bild 1. Die algebraische Definition lautet:
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Abbildung 2: Relation (3) im Zylinderbild

1. Definition. Die Temperley-Lieb Algebra TB,, wird tiber einem Ring mit Parametern c,d erzeugt
von e, €1, ...,en—1 mit den Relationen:

€1€p1 = C€q
eiejei = € |i—jl=114,j>1

€i€; = €;€; |Z *]| >1
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et = ceo

2
e; = de;

TB,, trigt eine Markovspur, die zu einer Verallgemeinerung des Jones-Polynoms fiir B-
Verschlingungen fiihrt. Fiir generische Parameter ist sie halbeinfach, und ihr Bratteli-Diagramm
ist durch das Pascal’sche Dreieck gegeben.

Hecke-Algebren des Typs B (und auch anderer Typen) wurden schon eingehend untersucht
(siehe etwa [12]). Eine naheliegende Verallgemeinerung ist die Serie der Ariki-Koike-Algebren, aus
der sich die Hecke-Algebra HB,, fiir & = 2 ergibt.

2. Definition. Sei AK" die Ariki-Koike-Algebra [1] mit Generatoren Xy, X1, ..., Xn_1 und
Parametern Q,p;,i =0,...k — 1 und Relationen:

XoX1X0X: = X1XoX1Xo
XX, = X;X; |i—j]>1
XXX, = X;X.X;  |i—jl=1
X; = Q@-1)X;+Q i>0
k—1
0 = H(Xo—pi)
=0

Die Ariki-Koike-Algebra ist fiir generische Parameter ebenfalls halbeinfach, und ihr Bratteli-
Diagramm ist durch Tupel von £ Young-Diagrammen mit insgesamt n Késtchen gegeben.

In der vorliegenden Arbeit werden Erweiterungen der Birman-Wenzl-Algebren besprochen,
die Quotienten der Zopfgruppe ZB,, sind. Das Bild von 7y € ZB,, ist dabei ein Generator Y, der
dghnlich wie Xy in der Ariki-Koike-Algebra einem in Linearfaktoren zerfallenden Polynom k-ter
Ordnung geniigen soll, so daf3 die Ariki-Koike-Algebra als ein geeigneter Quotient erhalten werden
kann — so wie auch die Hecke-Algebra HA,, ein Quotient der Typ A BMW Algebra BA,, ist. Die
Relationen lauten (im generischen Fall):

X;X; = XX li—j]>1
XXX, = XXX,  li—jl=1
S 1_)(1»—)(;1
i — 5
Xiei = eX;=MNe;
eiXii_llei = A\Tlg;
XiYXyYy = YXiYX,
YX, = XY i>1
e1Yiey, = Aieq
YXYe, = Mleg=e VXYV
k—1
0 = H(Y —pi)
=0

Die ersten fiinf Relationen beschreiben die gewthnliche, zum Coxeter Typ A gehorige Birman-
Murakami-Wenzl-Algebra [34]. Die restlichen fiinf Relationen fiihren den Zylinderzopf-Generator
Y ein, der die Algebra zu einem Quotienten der B-Zopfgruppe macht. Der Parameter k in der
letzten Relation mége Hohe genannt werden, und wir sind auch an dem Fall unendlicher Hohe
interessiert.

Hauptziel der Arbeit ist die Klarung der Halbeinfachheit und der Multimatrixstruktur tiber
generischen Grundringen. Das geeignete Werkzeug dazu ist die Jones-Wenzl-Theorie [33]. Der Weg
zu ihrer Anwendung bestimmt wesentlich die
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Struktur der Arbeit:

Abschnitt 2 bringt die Definition und erste Eigenschaften der Ariki-Koike-BMW-Algebren.
Nach einer Erinnerung der Definition der gewohnlichen (Typ-A) BMW-Algebra werden in Unter-
abschnitt 2.1 die Algebren unendlicher Hohe, d.h. ohne polynomielle Relation fiir Y, eingefiihrt, und
ein generischer Grundring R{® wird ausgezeichnet. Der néchste Unterabschnitt definiert knoten-
theoretische Versionen, von denen zunéchst nur klar ist, dafl sie homomorphe Bilder der zuvor ein-
gefiithrten Algebren sind. Unterabschnitt 2.1.2 wendet sich wieder den algebraisch definierten Alge-
bren zu. Es werden eine Reihe von Relationen abgeleitet und drei verschiedene (Anti-)Involutionen
werden bereit gestellt. Danach wird mit Hilfe eines Theorems von Tuarev (dessen Beweis in ei-
nem Anhang gegeben wird) gezeigt, daf iiber dem generischen Grundring das Annulatorideal von
eres - - - ea,_1 verschwindet (eine Voraussetzung fiir die Existenz einer Markovspur). Unterabschnitt
2.2 fithrt die Algebren endlicher Hohe ein, bei denen Y einer polynomiellen Gleichung geniigt. Fiir
sie ist die Frage nach dem eben angesprochenen Annulatorideal viel schwieriger zu beantworten.
Unterabschnitt 2.2.2 untersucht Grundringe fiir die es verschwindet. Dazu wird ein Modul der
Algebra B5 konstruiert (inspiriert durch Fockriume), der fiir geeignete Ringe frei und isomorph
zu einem Linksideal der Algebra ist. Solche Ringe lassen sich auf zwei verschiedene Weisen gewin-
nen. Wir beschreiten einen methodisch elementaren, aber rechentechnisch aufwendigen Weg, der
durch die Art der Modulkonstruktion nahegelegt wird. Dieselben Moduln hat tom Dieck durch die
Angabe von Darstellungsmatrizen gewonnen. Er verwendete Potenzreihen, um die Relationen der
Grundringe zu diskutieren. Wir referieren seine Ergebnisse.

In Abschnitt 3 wird gezeigt, dafl die Algebra linear aufgespannt wird von Wortern in den
Generatoren von bestimmten, einfachen Formen. Daraus ergibt sich, dafl fiir endliches k die Al-
gebra als R-Modul endlich erzeugt ist. Im darauffolgenden Abschnitt wird der klassische Limes
untersucht. Es handelt sich um die Algebra der Z/(k) bewerteten Brauergraphen. Der klassische
Limes wird spéter genutzt, um zu zeigen, dafl die Markovspur, die in Abschnitt 5 konstruiert wird,
nicht ausgeartet ist. Voraussetzung fiir die Existenz dieser Spur ist, dal das Annulatorideal des
Elementes ejes - - - €2, 1 verschwindet: Die Konstruktion multipliziert ein beliebiges Element von
links und rechts mit Elementen, die so gebaut sind, daf} sich zeigen 148t, daf3 das Produkt ein
Vielfaches des genannten Elementes ist. Im Abschnitt iiber die Markovspur 5 wird auch gezeigt,
daf die Kauffman-Skeinmoduln endlicher Héhe des Torus frei sind. Abschnitt 6 zeigt die Halbein-
fachheit von BE(K) iiber geeigneten Korpern und klirt die Struktur als Multimatrixalgebra. Es
stellt sich heraus, daf die einzelnen Komponenten duch k-Tupeln von Youngdiagrammen indiziert
werden. Die Dimension der Algebra ist £™(2n — 1)!!. Tensordarstellungen fiir die einfachsten Félle
k =2 und k = 3 werden in Abschnitt 7 angegeben. Fiir hohere k wurden leider keine Tensordar-
stellungen gefunden, und auch die angegebenen haben den Mangel, dafl sie den Grundring unnotig
einschranken. Abschnitt 8 beschéftigt sich mit der Konstruktion von Invarianten von Knoten im
Volltorus. Abschnitt 9 ist der Problematik des nicht generischen Falles gewidmet. Im abschliefen-
den Abschnitt 10 wird die volle Typ B BMW-Algebra definiert als ein Quotient der Algebra BBZ.
Ziel ist dabei, eine Algebra zu finden, in der auch der Generator Y ein Polynom dritten Grades
erfiillt und der Projektor auf einen der Eigenwerte mit dem graphischen Generator eéG) identifi-
ziert werden kann. Es gibt dann einen klassischen Limes, der zur symmetrischen Braueralgebra
isomorph ist.

Ein Epilog zeigt die kategoriellen Strukturen auf, die den untersuchten Algebren zugrunde
liegen. Der Anhang schliefllich sammelt ergénzendes Material: Es findet sich ein Beweis von Tu-
raevs Theorem iiber die Freiheit des Kauffman-Skeinmoduls des Volltorus, sowie Beweise einiger
Relationen, die im Haupttext ausgelassen wurden.

Hauptresultate: Die wichtigsten Ergebnisse dieser Arbeit sind: Die Ariki-Koike-BMW-Algebren
endlicher Hohe sind iiber geeigneten generischen Grundringen halbeinfach. Ihre einfachen Kompo-
nenten kénnen durch Tupel von Young-Diagrammen indiziert werden. Die Algebren tragen treue
Markovspuren, die zu Invarainten von Verschlingungen im Volltorus fithren. Der Kauffman-Skein-
Modul endlicher Hoéhe des Volltorus ist ein freier Modul. Es gibt Quantisierungen der Algebra der
symmetrischen Brauergraphen.
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Anwendungen in der Physik: Neben der Topologie ist die Physik ein weiteres Anwendungs-
gebiet. Das erkenntnisleitende Prinzip lautet hierbei: Jedes der vielen bekannten Modelle, in de-
nen die Zopfgruppe ZA,, auftritt, kann zu einem Modell erweitert werden, in dem ZB,, auftritt,
wobei die randlose Raumzeit durch eine mit einem Rand ersetzt wird. Diesem Dogma folgend
wurde in [17] ein Potts-Modell eingefiihrt, dessen Zustandssumme sich als Markovspur eines be-
stimmten Elementes aus TB,, schreiben 148t. Ferner lassen sich Losungen der Reflektionsgleichung
integrabler Modelle iiber die eingeschrinkte Typ B BMW-Algebra gewinnen [15]. Auch die von
Fredenhagen, Rehren und Schroer untersuchte Anwendung der axiomatischen Quantenfeldtheorie
von Ariki/Borchers/Haag/Kastler auf niederdimensionale Modelle 148t sich auf Raumzeiten mit
reflektierendem Rand iibertragen. Die Darstellungskategorie der Observablenalgebra ist dann ei-
ne Typ B gezopfte Tensorkategorie [16], und es scheint problemlos moglich zu sein, die Analyse
der Quanten-Symmetrie aus [13],[14] auf diesen Fall zu iibertragen. In Hinblick auf den Quanten-
Hall-Effekt wire es wiinschenswert, das Ergebnis aus [18] zu verallgemeinern. Eine Darstellung der
physikalischen Anwendungen der Typ B Knotentheorie findet sich in [19], so dafl die vorliegende
Arbeit nicht auf physikalische Fragestellungen eingeht.

Ausblick: Die vorliegende Arbeit weist auf weitere Fragestellungen hin. Es konnte geklart
werden: Die notwendigen Bedingungen fiir Halbeinfachheit (im nicht generischen Fall), die Dar-
stellungstheorie (irreduzible Moduln, Tensordarstellungen), Existenz weiterer Markovspuren, Form
der Idempotenten.

Es wire auch interessant, nach geometrischen Anwendungen zu suchen. Zum einen liegt
die Vermutung nahe, dafi mit Hilfe der B-Knotentheorie Invarianten von berandeten 3-
Mannigfaltigkeiten konstruiert werden koénnen. Weiter 146t sich fragen, ob die Jones-, HOMFLY-
und Kauffman-Polynome der B-Serie, dhnlich wie ihre A-Geschwister, benutzt werden kénnen, um
geometrische Einsichten zu gewinnen.

Quotienten der Gruppenalgebra von ZB,, kénnen nicht wie die des Typs A als Zentralisa-
toralgebren auftreten, denn der Generator 7y verhélt sich beziiglich der gewthnlichen Zopfung 7y
nicht natiirlich (es sei denn, es wiire 72 = 1). Es gibt aber Verallgemeinerungen quasitriangulirer
Hopfalgebren auf den B-Fall. Diese Beziehung ist bisher nur im Fall der Quantengruppe Uy (slz) im
Detail verstanden worden [11]. Interessant wiire eine Ubertragung dieser Ergebnisse auf orthogonale
und symplektische Quantengruppen.

Danksagung: Ohne die Anregung, Kritik und Unterstiitzung durch Professor tom Dieck wiire
diese Arbeit undenkbar gewesen. Meiner Frau Felicitas und meinem Sohn Jakob Felix danke ich
fiir ihre frohliche Geduld. Dankbar bin ich auch fiir die finanzielle Férderung durch die Deutsche
Forschungsgemeinschaft.

2 Die Definition der Ariki-Koike-Birman-Murakami-Wenzl-
Algebra

In diesem Abschnitt soll eine Erweiterung der Birman-Murakami-Wenzl-Algebra um einen
Zylinder-Zopf-Generator definiert werden. Wir starten mit der Definition der gewdhnlichen BMW-
Algebra.

3. Definition. Es sei R ein Ring und x,q,\ € R seien Einheiten, so daff mit § := q — ¢! gilt
(1 —2)6 = A — A\~L. Die Birman-Murakami-Wenzl Algebra BA,,(R) wird erzeugt von Generatoren

Xqi,...,Xp_1,€1,...,en_1 und den folgenden Relationen:
X X; X, = X;XX; li—j]=1 (6)
Xiei = eiXi = )\ei (7)
einilei = /\:Flei |Z —j| =1 (8)
ef = zxe; 9)
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1 = XZ(XZ -0+ 661‘) (10)

ee; =  e5e; |Z —j| > 1 (11)
eX;X; = XjXfe; li—jl=1 (12)
€;eje; = € |Z - j| =1 (13)

Die Relationen implizieren, dal es Morphismen von der Zopfgruppe und von der Temperley-
Lieb-Algebra nach BA,, gibt. Die Invertierbarkeit des Parameters x wird erst im Zusammenhang
mit der Konstruktion der Markov-Spur notwendig: Ist sie auf tr(1) = 1 normiert, so folgt tr(e;) =

-1
A

4. Lemma.

X? = 14+0X;—d0)e; (14)
X} = XPO+0)+X;(1-X5)— A (15)
X2 = 146 -0Xi+ 0\ =0)es=1-6X, "+ A" e; (16)
0 = (Xi=N(Xi+q¢ )(Xi—q) (17)
X7IXHX, = XXX Ji—gl=1 (18)
Xiilejei = X;-Flei ‘Z —j‘ =1 (19)
eie; X1 = eXF |i—jl=1 (20)
XX = ee;  Ji—jl=1 (21)
XiXFe; = eje;  |i—jl=1 (22)
Xie; X, = X leX;  li—jl=1 (23)
Xie;Xi = X;l'eX;'  |i—j|l=1 (24)
Beweis: (14)-(17) sind nur Umschreibungen von (10).
18): XoX;X: = X5 XX, = X; XX ' = X7 XX = Xo XM X7 = XXX
J J J J J [ J 7 [ 7 7 J
(19) Xliejei — X;FXJinieJe,L (1:2) X;FelX]iniez = AiX;FBZXJiel @ X;FBIL'
(20): eie; X;5 = e, X XX = e, XX e, XT = M\e; X e; X = e; XT
21): Unter Benutzung von (13), (19) und (12) ergibt sich
8 g
e XFXT = eieje X7 X =e XX eje; XX
= eX[XTeX; X =eXTXTX] X e; = eie;
(22) beweist man analog zu (21). (23,24) sind Folgerungen aus (12).
O
5. Lemma. Fulls § eine Einheit in R ist, ist BA(R) isomorph zur Algebra diber invertierbaren
Generatoren X1, ..., X,_1, deren Relationen mittels der Definition
X, — X! )
e; = 1—% i=1,....n—1 (25)

gegeben sind durch (5)-(8).
Beweis: (9): €2 = (1 -6 Y(X; — X; ))ei = e — 5 ey — A ley) = we;
(11): trivial mit (25) aus (5)
(12): trivial aus (25) und (18)
(13): Das mittlere e; wird durch (25) ausgedriickt:

eiejei = xe; — 671(61'Xj6i — ein_lei) = (1 — 571()\ — )\71))61 — §7l(>\7161‘ — )\61) = €;
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2.1 Die Typ-B-BMW-Algebren der Héhe oo

Zunéchst wird eine Typ-B BMW-Algebra definiert, die nur topologisch motivierte Relationen um-
fait. Der Zylinderzopfgenerator Y geniigt hier also keiner polynomiellen Gleichung.

6. Definition. Es scien x,q, A € R FEinheiten in einem Ring R, so daff mit 6 := q — q~ ' gilt
1—z)d=Xx—-X"" (26)

Ferner seien A; € R,i € N weitere Parameter. Die Ariki-Koike-BWM-Algebra der Hohe oo mit n
Stringen B°(R) ist definiert als R-Algebra, erzeugt von GeneratorenY, X1,..., Xp—1,€1,...,€n_1
mit den Relationen der Birman-Murakami- Wenzl-Algebra und zusditzlich den'Y betreffenden Rela-
tionen:

X, YXx\y = YXiYX,; (27)
YX, = X;Y i>1 (28)
YXYe, = Aleg=eY X1V (29)
e1Yie, = Aey 1>1 (30)

Von einem systematischen Standpunkt aus hitte es nahegelegen, diese Algebra entweder BB.°
oder AKBW:° zu nennen. Der Superskript co weist darauf hin, da§ Y keiner polynomiellen Glei-
chung geniigt.

Relation (30) legt es nahe, fiir  den alternativen Namen Ay einzufiihren.

Wenn der Grundring keine Rolle spielt, lassen wir ihn in der Regel unerwéhnt.

Von besonderem Interesse ist der Fall, dafl R der folgende Quotient eines Laurent-Polynom-
Ringes ist

RS :=ClgF, 2t 25 Ay Ao,y /(26 =6 = X714 0) (31)
Es wird dabei stets § := ¢ — ¢~ verwendet. RS ist ein Integrititsbereich, denn das Polynom,
durch dessen Hauptideal dividiert wird, ist irreduzibel.
Die folgenden Erweiterungen werden im Zusammenhang mit den Algebren endlicher Hohe
benétigt:
Ry = R¥ ®cClpg,....pp_,] keN (32)

Grofle Teile der folgenden Untersuchung sind auch moglich, wenn der generische Ring iiber Z
statt tiber C definiert wird. Im Zusammenhang mit dem klassischen Limes erweist es sich aber als
niitzlich, bestimmte Gleichungen 16sen zu kénnen, so dafl zumindest ein algebraisch abgeschlossener
Korper verwendet werden muf.

2.1.1 Graphische Interpretation und Skeinmoduln

Die Definition der Algebra B” erfolgte bereits in Hinblick auf den graphischen Kalkiil der B-Zopfe.
In diesem Abschnitt wird diese Beziehung prézisiert.

Wir betrachten die ambienten Isotopieklassen von unorientierten Béindern in (R? —{0}) x [0, 1]
zwischen n oberen und m unteren auf den Halbstrahlen R* x 0 x {0, 1} eingebetteten Intervallen.
Dabei diirfen auch geschlossene (also weder oben noch unten befestigte) Béinder auftreten. Eine
solche Klasse heifit zahm, wenn sie einen stiickweise linearen Vertreter enthélt (vgl. [3]). Fiir einen
kommutativen Ring R sei Cy, y, = Cp m(R) der R-Modul, der von solchen zahmen Isotopieklassen
aufgespannt wird. Durch Ubereinandersetzen ist dann eine Multiplikation Cpm X Crpy = Ciy,
gegeben. Sie macht die Bandschlingel im Zylinder zu einer Kategorie mit Ny als Objekt- und C,, ,,
als Morphismenmenge.

Seien jetzt ¢, A\, Ap Einheiten in R und A;,i € N beliebige weitere Elemente aus R. Der

Untermodul S5°,, C Cp m(R) werde aufgespannt durch Elemente, die Linearkombinationen von
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Isotopieklassen sind, welche Representanten besitzen, die sich jeweils nur lokal um eine der drei in
Bild 3 gezeigten Teile unterscheiden. Dann setzen wir

Ko (R) := Com(R)/ S50 (33)

Fiir ein s € S;°,, und a € C,,b € C,, ; ist offensichtlich bsa € Sl‘f‘J’»7 die Multiplikation iibertragt

n,m
sich also und liefert so wieder eine Kategorie.

+4

Q-3
G

Le Ly

Abbildung 3: Die Skeinrelationen fiir K5, (R)

Bei den graphischen Generatoren notieren wir auch die Gesamtzahl der Stringe, d.h. wir
schreiben X9, (%) und Yz(f) fiir die Generatoren, die im i-ten von n Stréngen wirken.

Z’I’L’ Z’I’L

7. Definition. GB.°(R) sei die Unteralgebra von K3°,(R), die von XD Gyl 1 <j<pn_1

n,n imn ’L n'tln
erzeugt wird.

8. Lemma. Durch U, : BS°(R) — GB°(R), X; — Xt(i),el — eE?,Y — Y( ) wird ein surjekti-
ver Algebrenhomomorphismus definiert.

Die Surjektivitédt ist nach Definition klar. Es reicht also, sich die Bilder der Relationen von
B°(R) anzuschauen. (27) ist die Vier-Zopf- Relation (3), die in Bild 2 dargestellt ist. Die Rela-
tion (28) stammt ebenfalls direkt aus der Zopfgruppe: Y kann mit X; vertauscht werden, wenn
die beiden Generatoren keine gemeinsamen Stringe betreffen. Relation (29) wird in Bild 4 ver-
anschaulicht. Der Generator Y (&) ist dabei so zu interpretieren, da8 der horizontale Vektor der
Bandebene stets zur Zylinderachse zeigt. Andere Interpretationen sind mdoglich, wenn in (29) ein
anderer Parameter gewihlt wird. Die vorliegende Wahl kann auch geschrieben werden als

€1X1YX1Y =€

Relation (30) dient der Elimination unverbundener Komponenten.

Es sei betont, dafl diese graphische Algebra, anders als etwa die Temperley-Lieb-Algebra, nicht
iiber eine vorgegebene Basis definiert ist. Darum miissen wir uns auch keine Gedanken machen,
ob wir die geschlossenen Bénder, die bei der Multiplikation entstehen, eliminieren kénnen. Ebenso
wichtig ist, dafl diese Algebra, obwohl sie einen globalen Blick auf ihre Elemente bietet, durch
Generatoren und Relationen beschrieben ist. Die Relationen sind aber teilweise nicht explizit gege-
ben, sondern werden durch Isotopiedquivalenz bestimmt. Die Existenz des Morphismus ¥,, stellt
sicher, daf} alle Beziehungen zwischen Wortern in den Generatoren auch fiir die graphische Versi-
on gelten. Insbesondere gilt etwa der in Abschnitt 3 zu beweisende Wortsatz und der Satz iiber
das Erzeugendensystem auch fiir GBZ°. Auch die Uberlegungen des Abschnittes zur Markovspur
konnen wortlich iibertragen werden. Beachtung verdient allein die Moglichkeit, dafl ¥, einen Kern
haben konnte, d.h. daf§ nicht alle Isotopiebewegungen aus den explizit algebraisch angegebenen
zusammengesetzt werden kénnen.
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Es gibt eine lineare Abbildung GB°® — GBL° ¢, die durch Schlieflen des letzten Stranges durch

n—1»
ein in der Fliche RT x 0 x [0, 1] rechts vom eigentlichen Graphen verlaufendes Band gegeben ist.
Durch Iteration landet man schliefllich in GBg°, dem Skeinmodul des Volltorus.

/
S

N
Y

T
o5

Abbildung 4: Links Relation (29) und rechts Relation (30) im Zylinderbild

2.1.2 Einfache Folgerungen

Beim Studium der Relationen, die Y einbeziehen, werden sich folgende Definitionen als niitzlich
erweisen:

Y, = XiaXi o XiVYX[UooXxXTLXTh (34)
Y/ = =X, X0 X1V X1 Xi0Xi (35)

Im folgenden werden eine Reihe von Relationen angegeben, auf die wiederholt Bezug genom-
men werden mufl. Beweise werden im Anhang gegeben.
Das Element XY X Y ist in BS® zentral.

0=[X1Y X1V, {Y,e1, X1}] (36)
Die X; kommutieren mit den verschobenen Y, wenn sie auf verschiedenen Striingen operieren:

= Vi, Xj]=[ie]l  j#4i-1 (37)
= VXl =W.el  GAGI-1 (38)

Die néchsten Beziehungen sind triviale Umschreibungen der Definition:

Vi X7 = XY/ (39)
YinnX; = XY (40)

Wichtig ist, daB sich einige der definierenden Relationen verschieben lassen:

XV XY, = VXV X, (41)
XY/ XY = Y/XiV/X; (42)
Mle, = eYiXiVi=Y,X;Yie; (43)
Mley = V!XV =Y/ X;Y/e; (44)
eY e, = Ane; (45)

Im Gegensatz zu den Y; kommutieren die Y] fiir verschiedene Indizes.

N I
Y)Y =Y}y, (46)
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Einige weitere, gelegentlich benétigte Folgerungen sind:

YViYoy = YIIXVYia X (47)
Yieior = A2V lei (48)
ei1Yi = e 1Y) —Nei1Yiog + A Aje (49)
ei1Y] = eV, (50)
Vs = Y., e (51)
XiYip1 = XiY;—0Y;+ 0Yei +6Yig — 0e;Y; ' +

5% xe;Y; — 6% M\ Aje; (52)
YinXi = XY (53)

Die folgenden Relationen sind von grofler Bedeutung, da sie zeigen, dafl das von e; in BS® erzeugte
Ideal! von Yie Y7 i, j € Z aufgespannt wird.

eViX; = eV T'X Y7 = eV T2 4 SA eVt (54)
XiVie, = Y7'X\Vi e — 6V e + 54 Y ey (55)
m—1
XY™y = MY e+ Y 6(Ap YT =Yg (56)
s=1
m—1
XY "Mer = AYMer+ Y S(Y TR — AV )e (57)
s=0

Die letzte Beziehung erlaubt es, Koeffizienten A; mit negativem i zu berechnen, wenn das
Annulatorideal von e; verschwindet. Sie sollen e;Y ~™e; = A_,,e; erfiillen. Durch Multiplikation
von (57) von links mit e; ergibt sich.

m—1

M _p = )\Am + Z 6(A25—m - As—mAs)

s=0
Nach einer Anderung des Summationsbereiches machen wir daraus die folgende

9. Definition. Fir m > 0 seien die A_,, € R rekursiv definiert durch:

m—1

A,m = )\2Am + )\ Z 5(A257m - AsfmAs) (58)

s=1

10. Bemerkung. Es gibt eine Anti-Involution von Bi°(R§°) (und analog von ByY(R§%,)), aufge-
fast als C-Algebra, so dafs

X =Xter=e, V=Yl =¢ =21 A=A, (59)

?

Zum Beweis rechnet man sofort nach, daf§ das Bild der Relationen unter dieser Anti-Involution
(einfache) Folgerungen aus den Relationen sind.

11. Bemerkung. Durch XZ.T =X, YT :=Y,, wird eine Involution t auf BX gegeben.

Beweis: Alle Relationen, die nur einen Index involvieren, oder nur vom Betrag der Differenz
zweier Indizes abhingen sind offensichtlich mit dieser Definition kompatibel. Wir priifen (30):

(€1Yi61 - Aiel)T = enflyrienfl — Ajen—1

i —1
= ep1Xn1Y,_ 1 X, 1en—1— Aien_1 =0

Ideal’ bedeutet in dieser Arbeit immer ’

sprochen.

zweiseitiges Ideal’, ansonsten wird von Links- und Rechtsidealen ge-
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Relation (29) ist ebenso erhalten:
(YX Ye, — A te))t = e, 1V Xu1Va 7/\*1en 1
= e, 1Xn_1Yn_ 1X 1 Xn—1Xn— 1Yn 1X_ 1= AT
Nen 1Y 1 X0 1Y 1 X1 — A7
= M le 1 X =AM lep1 =0
O

12. Bemerkung. FEin Blick auf die Definitionen zeigt, daf$ es eine weitere Anti-Involution a — @
gibt, die alle Generatoren invariant lGjfst.

Spéter wird gezeigt werden, dafl eine Markovspur auf unseren Algebren existiert, wenn das
Annulatorideal von

En = e1e3---eap—1 € BSZ(R) (60)
verschwindet. Der oben eingefiihrte generische Grundring hat diese Eigenschaft:

. Satz. ann(E,) = {0} in BSS(R).

Beweis: Angenommen, wir hétten ein 0 # p € R§° aus dem Annulatorideal: pF,, = 0. Es folgt
sofort 0 = uW¥q, (F,). In dieser graphischen Situation kénnen wir ausnutzen, dafl wir nicht nur eine
Folge von Algebren, sondern eine Kategorie zur Verfiigung haben. Wir definieren U,, € K3}, o(R§°)
als die Skein-Isotopie- Aquivalenzklasse von n Minima und U/, € K, 0%n (R5°) entsprechend als Klasse
von n Maxima. Durch Multiplikation mit diesen Elementen von links und rechts entsteht

Dabei ist [()] die Klasse des leeren Knotens. Sie hat unter unseren Annahmen also ein nichttriviales
Annulatorideal. Dies steht aber im Widerspruch zu einer Folgerung aus einem Theorem von Turaev
(Satz 92), die besagt, daf} gilt:

K§o(RY%) = Ry (61)
O
Fiir die weiteren Untersuchungen definieren wir folgende Untermoduln:
N =N>*(R) = spang(Y'e; |i€Z)C BX(R) (62)
GN>® =GN™(R) = spang((Y(©)el? |iez)c GBF(R) (63)

14. Satz. N (resp. GN*°) sind die von ey (resp. egc)) erzeugten Linksideale. Fiir Quotien-
tenringe von RG° sind die in der Definition angegebenen Mengen sogar Basen. Insbesondere ist
dann also N©(R) = GN>(R) frei. Weiter gilt sogar, daf§ die Mengen {Yie1Y7 | i,j € Z} und
{(Y(G))"egG)(Y(G))j | i,7 € Z} linear unabhingig sind. Sie spannen die zweiseitigen von ey b.z.w.
61G erzeugten Ideale auf.

Fir  beliebige  Grundringe gilt:  Wann immmer die Determinante der Matriz
(Aitj),4,5 = 0,...,m kein Nullteiler ist, sind die Elemente e1,Ye1,...,Y™e1 (resp.
egG), Y(G)ega), ce (Y(G))megG)) linear unabhingig.

Beweis: Die erste Aussage wurde schon bei der Diskussion der Relationen gezeigt. Zur zweiten:
Wir betrachten zuerst die Situation R = R$°. Eine lineare Abhingigkeit der {Y?e;} wiirde sich
sofort auf die graphische Algebra iibertragen. Nehmen wir also an, es gidbe eine lineare Abhéngigkeit
der (Y(G))iega). Wegen der Invertierbarkeit des Generators Y (%) kann immer i = 0 als niedrigster
Term mit nichtverschwindendem Koeffizienten angenommen werden:

O*Za y @)y a; € Ry
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Multiplikation von links mit U3 (Y (%))7 und von rechts mit U] liefert
0= Z a; Ay 5 Aol0]

also wegen (61) und der Invertierbarkeit von Ag sogar 0 = ), a; A4 ;. Die Determinante d der Ma-
trix A;44,%,5 = 0,...m verschwindet offensichtlich nicht und deshalb miissen alle o; verschwinden.
Der Ubergang zu Quotientenringen #ndert nach allgemeinen Sitzen der Algebra die Basis nicht.
Die Behauptung der Isomorphie von N°° und NG ist trivial. Die Erweiterung auf die Mengen
{Yie1 Y7 |i,j € Z} und ({(Y(G))iegG)(Y(G))j | i,j € Z} bereitet keine Schwierigkeiten: Beidseitige
Multiplikation mit Uy (Y (%))® b.z.w. (Y(E))!U] fithrt eine vermutete lineare Abhiingigkeit iiber in

0= Z @i jAstiAj1Ao[0]

4,520

In Matrixschreibweise hat man also 0 = AaA und damit, wegen der nichtverschwindenden Deter-
minante, « = 0. Daf} es sich bei den linearen Hiillen der angegebenen Mengen um Ideale handelt,
zeigt ein Blick auf die abgeleiteten Relationen.

Zum Beweis des letzten Aussagenteils wird dhnlich wie eben argumentiert. Im Ring R wird
das von der Determinanten d erzeugte multiplikative System S := {d" | n € N} gebildet. Da d kein
Nullteiler sein soll, ist die kanonische Abbildung i : R — Rg injektiv. Die Matrix (A;4;),; ist in
Rgs nach Cramers Regel invertierbar, und daher ist «; = 0Vi die einzige Losung in Rg und, wegen
der Injektivitédt von ¢, ebenso in R. O

Der folgende Satz fitht die Betrachtung des Zweistrang-Falles n = 2 fort. Er wird in der
Anwendung auf Algebren endlicher Hohe bendtigt.

15. Satz. Fir die Grundringe Rg°, Rg%, oder Quotienten davon, sind GB3° und B3° isomorph.
Beweis: Aus Satz 14 wissen wir, daf} die von e; und egc) erzeugten zweiseitigen Ideale I und
IQ(G) isomorph sind. Wir betrachten das folgende Diagramm:

0 — I - B = B/ =0
+ ¥ |, + ¥ I

0 - 19 o 6Br = 6Br/IY =0

Darin ist \T/\Q die auf den Quotienten induzierte Abbildung. Alle Algebren sind {iber den im Satz
angegebenen Grundringen zu verstehen. Mit Hilfe des Fiinferlemmas sind wir fertig, wenn wir
gezeigt haben, dafl ¥y ein Isomorphismus ist. Der Quotient B3°/I5 ist offensichtlich isomorph zur
verallgemeinerten B-Hecke-Algebra H*°B,. In [8] hat tom Dieck gezeigt, dafl diese Algebra isomorph
ist zur Algebra der Zopfe im Zylinder modulo Hecke-Relationen fiir gewthnliche Kreuzungen.
Betrachten wir GB°/ IéG). Eine Verschlingung in einer Aquivalenzklasse von GBS°, die sich nach
der Forderung aus Definition 7 als Produkt der Generatoren schreiben 148t, liegt genau dann in dem
Ideal IQ(G), wenn es horizontale Abschnitte in ihr gibt. Der Quotient GB°/ IéG) besteht deshalb aus
Aquivalenzklassen von Zopfen im Zylinder. Die geforderten Skeinrelationen reduzieren sich dann
auf die Hecke-Relationen fiir gewohnliche Kreuzungen, so dafl sich die Behauptung ergibt. O
Ein anderer Beweis des vorstehenden Satzes ergibt sich aus dem Umstand, dal man ’gute’ lineare
Erzeugendensysteme hat. Nach Satz 14 und [8][Theorem (5.2)] wird BS° némlich erzeugt von

S:={YieV}u{Y'X\ VX, }u{Y'X,Y'} i,jeZ
Demnach erzeugt ¥5(S) =: S() die graphische Algebra GB5°. Die Teilmengen SgnG) c S magen

aus allen Elementen mit |é|, |j| < m bestehen. Wir schreiben S {bm, .}, wobei der Index p
aus einer geeigneten Indexmenge stammt. Unter Benutzung der Spur, des klassischen Limes und
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des Argumentes aus Abschnitt 5.1 ergibt sich dann, daf} fiir jedes m € N die Determinante von
(tx(bm,pubm,v)) u, nicht verschwindet. Wenn aber eine lineare Abhéngigkeit (mit endlich vielen Ter-
men, also ganz im Spann einer Menge SgnG)) bestiinde 0 = > L b, so lieferte Multiplikation
mit b, , und Anwendung der Spur 0 = Zu autr (b 0, bm,v). Weil wir uns in einem Integritétsbe-
reich befinden, folgt, wie iiblich, & = 0. Es ist also S(%) und folglich auch S linear unabhingig,
und damit ist die Isomorphie gezeigt.

2.2 Die Algebren von endlicher Héhe

Die bisher betrachteten Algebren sind unendlichdimensional. Um zu einer endlichdimensionalen
Situation zu kommen, in der die Strukturuntersuchung mit Hilfe der Jones-Wenzl-Theorie durch-
gefiithrt werden kann, verlangen wir nun, dafl Y eine polynomielle Gleichung erfiillen moge.

16. Definition. Sei k € N fest gewdhlt und R ein Ring wie in Definition 6, aber mit zusdtzlich
gewdhlten Einheiten po,...,px—1 € R*. Die Ariki-Koike-BWM-Algebra der Héhe k mit n Stringen
BE(R) ist der Quotient von B (R) nach der Relation:

k—1
0= H(Y —pi) (64)

=0

Analog ist die graphische Variante der Ariki-Koike-BWDM-Algebra der Héhe k mit n Stringen
GBE(R) definiert als Quotient von GB°(R) nach der Relation:

k—1

0= —p)

i=0

Diese Quotientenbildung kann natiirlich auch auf der Ebene der Skeinmoduln vorgenommen
werden:

17. Definition. Sei R ein Ring wie in der vorstehenden Definition 16. Der Untermodul S,’i,m
von Cy.m(R) werde von den Relationen des Untermoduls S5, und zusdtzlich von der Relation

n,m

0= Hi:ol (Y& —p;) erzeugt. Der Quotient K§o(R) heipt der Kauffman-Skeinmodul des Volltorus
der Hohe k.

Natiirlich bilden auch diese Moduln die Morphismenmengen einer Skeinkategorie.

18. Definition. Es seien qx_1,...,q0 die vorzeichenbehafteten elementarsymmetrischen Polyno-
me in den pg,...,Pk—1, S0 daf$ also gilt:
k—1
Y=Y "gY' (65)
i=0

Fiir m > k ergeben sich Relationen fiir die A,,:

k—1
Ape; = e Y™ey = e YY" ke, = g G Am—kri€1
i=0

Da ey fiir die Konstruktion der Markovspur ein verschwindendes Annulatorideal haben muf, fordern
wir stets die Giiltigkeit der Gleichungen:

k—1
Am = Z inm,kJﬂ' VYm 2 k (66)
=0

Als erste Anniherung eines generischen Ringes fiir 3% definieren wir
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19. Definition.
RY = (R @c Clp ...y, ])/(66) = B/ (6) (67)

Relation (64) bietet eine zweite Moglichkeit, die A_,,, m > 0 zu berechnen: Es kann nidmlich
Y ~™ als Linearkombination von positiven Potenzen von Y geschrieben werden. Beide Methoden
liefern nur dasselbe Ergebnis, wenn bestimmte Beziehungen zwischen den A; und den ¢; gelten.
Solche Beziehungen werden in Unterabschnitt 2.2.2 abgeleitet. Die dort gefundenen Beziehungen
sind zumindest fiir die Félle k = 2,3 dquivalent zu den eben gefundenen.

Da qo = (—1)k=1[], pi invertierbar ist, kann ¥ ~! berechnet werden:

k-1
vyl o= Zqiyz mit Gy =dp' To1 = Gy (68)
i=0

Die Koeffizienten sind dabei durch die angegebene Rekursion eindeutig bestimmt, und diese ist
eindeutig festgelegt, da die Y? linear unabhingig sind. Man betrachte ndmlich den Quotienten
nach den Relationen X; = ¢,e; = 0. Dieser ist eine Al%ebra mit einem Erzeuger, der wieder Y
genannt werden soll, und Relation (64). Durch P; := Hi;jlzo(Y — p;) werden dann orthogonale,
nicht-normierte Projektoren definiert: P;P; = 0; ;s;,Y P; = p;P;. Die Normierungsfaktoren sind
S; = H]:jlzo (pi — p;). Wenn dies Einheiten sind, existieren orthogonale, normierte Projektoren.
Wenn die Vandermonde-Determinante det(p’) kein Nullteiler ist (was fiir den generischren Ring
zutrifft), sind die Y linear unabhiingig, und bleiben es auch bei Grundringspezialisierung.

Durch Iteration erhilt man Ausdriicke @Z j» so daB gilt:
Y= QY (69)
§=0

Wichtiger werden allerdings im folgenden die Koefizienten der folgenden Expansion:
k—1 ‘
YR =N "G Y (70)
i=0

Eine einfache Rechnung zeigt insbesondere:

m—+1

l/]\m,k—l = Z Z
s=1

Durch Multiplikation von (70) mit Y2=* und Anwendung der Substitution m + m — 2 gewinnen
wir

li
L Gh—in e Qe—i, it iy =m0 >1 (71)

v

T1yeey

1 1
Y= Z Gm—2,jk—2Y’ =: Z Gm ;Y (72)
j==—(k—=2) j=—(k=2)

Fiir die hier neu eingefiithrten Koefizienten lautet obige Beziehung

m
!
qurl,l = E E Z‘h___ﬂ'sq}ciil e qk71‘5 mit E 7;,/ = m7'LJ Z 1 (73)
s=1 v

20. Bemerkung. Es gibt eine Anti-Involution von BE(RY), aufgefafit als C-Algebra, so daf

X = X-_l,e;‘ =e, Y=Yl g =¢\= /\_1,]);k :pi_l,Af =A_; (74)

K3
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Zum Beweis ist nur zu priifen, ob sich die entsprechende Anti-Involution von B{° mit dem
Quotienten nach 0 = [[,(Y — P;) vertrégt - eine Trivialitdt. Die anderen (Anti-)Involutionen
iibertragen sich ebenfalls.

Offensichtlich iibertrégt sich die Expansionsgleichung auf alle Y;, nicht aber auf die Y.

k—1 .
vl = q;Y? (75)
j=0
k—1 ]
Y7 o= ) g (76)
=0

2.2.1 Beziehungen zu anderen Knotenalgebren

Die e; zusammen mit einem Projektor ey auf einen der Eigenwerte von Y erfiillen die Relationen
der Typ-B-Temperley-Lieb-Algebra. Der Quotient nach dem von e; erzeugten Ideal ist die Ariki-
Koike-Algebra. Fiir bestimmte Parameterwerte kann auch die Typ-A-BMW-Algebra als Quotient
erhalten werden.

21. Lemma. Sei J,, das von Y,, — py in BY erzeugte Ideal. Jedes andere Y; — po,i = 1,...,n
erzeugt dasselbe Ideal und der Quotient R/(A™' — \p3,xpl — A;) @r BE(R)/J,, ist isomorph zur
A-Birman-Wenzl Algebra BA,(R/(A™1 — \pg, zpl — A})).

Beweis: Die erste Behauptung ist eine Konsequenz der Definition der Y;. Die Spezialisierung
von A und den A; ist nétig, denn im Quotienten nach J,, wird 0 = e; Y X3V — A te; = e1poX1po —
Aler = e1(PRX — A71) und Aje; = e1Y'e; = pler. Die restlichen Relationen sind unbedenklich,
und man sieht sofort, dal man surjektive, zueinander inverse Morphismen zu und von BA,, angeben
kann. O

22. Definition. I,, bezeichne das von e,_1 in Bﬁ erzeugte Ideal.

23. Lemma. Das Ideal I,, wird auch von jedem anderen e; erzeugt. Der Quotient BE /I, ist iso-
morph zu AKY (Dabei ist k € NU {co} ).

Beweis: Die erste Behauptung ist eine Folge von Relation (23), die es erlaubt, ein beliebiges
e; durch ein beliebiges anderes ¢; auszudriicken. Der Isomorphismus B% /I, — AK® wird gegeben
durch [X;] — ¢7' X4, Q = ¢2,[Y] — Xo (eckige Klammern bezeichnen Aquivalenzklassen). a
Von Interesse fiir die knotentheoretischen Anwendungen ist der Projektor auf den Eigenwert pg
von Y. Ein solcher ist natiirlich gegeben durch den oben betrachteten Ausdruck Py := Hf;ll Y—p,),

fiir unsere Zwecke ist es aber besser, mit Summen der Y zu arbeiten.
24. Definition. Sei ¢ = Zi:ol a;Y'" ein Projektor auf den Eigenwert py von Y, d.h. er erfiille
€0Y = Y@o = Po€o-

25. Lemma.

Qp—1 = Oéopqu1 Qj—1 = PoQyj — Ak—1G; (77)
k-1

et = e To = Zamé (78)
i=0
k—1

ereper = x(e€q x( = Z%’Ai (79)
i=0

Beweis: Die Rekursionsileichung fiir die Koeffizienten «; kann aus der definierenden Gleichung
abgelesen werden: egY = 21;01 oY = Zi:ll o 1Y ' Fak_1 Zf;ol Y =po Zf;ol ;Y = poeg
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Der Koeflizient ag bestimmt die 'Lénge’ von ey und bleibt unbestimmt. Die Beweise der restlichen

Behauptungen sind trivial. m]
Die modifizierte B-Temperley-Lieb Algebra ([6], [17]) TB!, ist definiert als Algebra erzeugt
von Generatoren eg,ei,...,e,_1, Parametern c,c’,d und Relationen €2 = ceg,e? = de;,eje; =

eej, eieje; = e, ereper = cep,1 <i,j <n—1,0<1<n-1,i—j =1,[j—1 > 1. Wir haben
also einen Morphismus TB], — BE.

2.2.2 Grundringe und Moduln fiir n = 2

Fiir beliebige Grundringe wird B¥(R) im allgemeinen nicht halbeinfach sein. Erste Probleme berei-
tet der Umstand, dafl das Element ejes - -- nichttriviales Annulatorideal besitzen kann. In diesem
Abschnitt werden wir Grundringe untersuchen, in denen dieses Annulatorideal verschwindet.

Im groften Teil des Abschnittes betrachten wir die Algebra mit zwei Stringen B(R) := B5(R)
und lassen die dann immer gleichen Indizes von e; und X; weg.

Wir hatten schon gesehen, dafl die Parameter der Algebra nicht beliebig gewéhlt werden
konnen, ohne wesentliche weitere Relationen nach sich zu ziehen. So legen — in einer mehr physi-
kalischen Sprechweise — sowohl e = A™'eY XY als auch Y* = > ¢;Y" eine ’'Lingenskala’ fiir Y
fest.

26. Definition. Sei k < co. In einem Ring R, der die Voraussetzungen von Definition 16 erfillt,
definieren wir ein Konsistenzideal ¢ = (hg,...,hg—1), dessen Erzeuger h; wie folgt erhalten wer-
den: Man benutze (30), (10), (65) und (55), um Ye — A\"' X[ 'Y ~le zu einer Linearkombination

Zf;ol hiY'e zu entwickeln.

27. Definition. Der Ring R} sei definiert als der Quotient Ry := RE/c des generischen Ringes
nach seinem Konsistenzideal. Fiir k = oo sei RY® := RF°.

Wir fithren jetzt einen Ring ein, iiber dem die Generatoren X; zu einer Darstellung der Per-
mutationsgruppe degenerieren.

28. Definition. Das Ideal J* C Ry sei fir k < oo gegeben durch J*¥ = (A — 1,¢ — 1,90 —
Lqi,...,qe—1). Fiir k= oo gelte entsprechend J° := (A —1,q — 1). Es sei RX :== R¥/J*.

Nach einem bekannten Satz iiber elementarsymmetrische Polynome sind die Gleichungen fiir
die ¢; auflésbar (wir arbeiten mit C als Grundkérper!), der Ring R, also nicht trivial. Durch
A—=1,g—1,90 — 1,q1,...,qx_1) wird auch in R} ein Ideal gegeben. Es umfaft das Ideal ¢, denn
es gilt nun Y~ = Y* 71 G, | =1,g, = 0 und damit wird (85) trivial. Es folgt, daB R gleich dem
Quotienten von RE nach diesem Ideal ist.

29. Definition. Der klassische Limes von BE(RF) ist die Algebra
CB, = Bi(RY) @ (RY/JE) = By(RE) (80)

In CBE gilt X; = X, und damit auch Y/ = Y/ 7. Eine wichtige Folge ist, da Y sich dann
natiirlich beziiglich der Zopfung verhalt.
Jetzt sind wir in der Lage, Grundringe mit besonders guten Eigenschaften auszuzeichnen.

30. Definition. FEin Ring R aus den Definitionen 6 oder 16 heifit zuldssig, falls gilt:
1. R st Integrititsring
2. R besitzt R¥ als Quotienten.
3. R ist Quotient von RY.

4. Die Ariki-Koike-Algebra AK* (R) ist (fiir alle n) halbeinfach.
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Ein Ring heifit potentiell zulissig, wenn die zweite und dritte Bedingung erfullt ist.

Der erste Punkt wird durch die beabsichtigte Anwendung der Jones-Wenzl-Theorie motiviert,
die den Ubergang zum Quotientenkérper erfordert. Der zweite Punkt erméglicht, den klassischen
Limes als Beweishilfsmittel zu verwenden. Der dritte Punkt gewéhrleistet, wie wir gleich sehen
werden, die Existenz eines freien R-Moduls, der auch BE-Darstellung ist. Der letzte Punkt ist not-
wendig fiir die Halbeinfachheit der Algebra. Laut [2] ist er dquivalent zum Bestehen der folgenden
Ungleichungen:

mo 23 —21
q —q
[ 5==#0 vmen
1=1
Plpi £p; VdeLi#j0<ij<k—1

31. Lemma. Sei R potentiell zulissig und k < oo. Dann verschwindet die Determinante der
Matrix (Ai+j)i,ja0 <i,5< k nicht.

Beweis: Wir bilden d := det(A;,) zuniichst nach R¥ ab. Dort ist A; = A;;. Das Bild von d
werfen wir dann nach R¥/(A; =0,..., Ar_1 = 0). Das Bild darin ist gleich der Determinante der
Matrix

Ao 0 0 0 O
0 0 O 0 A
0 0 O Ao O
: : : 0 0
0 0 A 0 0
0 4 O 0 0
Die Determinante hiervon ist (—1)¥~1A%. a

Wir betrachten jetzt die Rolle des Ringes RY und seiner Quotientenringe fiir die Modul-
Konstruktion. Mittels (30),(65) und (55) sieht man, da§ das von e in B(R) erzeugte Ideal I im
Falle k < co von Y*eY? i, =0,1,...,k—1 (und im Falle k = 0o von Y*eY"7 i, € Z) aufgespannt
wird.

32. Definition. Sei R wie in Definition 6 und k < oco. Es sei V¥ := V¥(R) der freie Modul
des Ranges k iiber R. Die Basis werde mit b;,0 < i < k bezeichnet. V¥ wird qua der folgenden
Definitionen als Modul iber der freien R-Algebra mit Generatoren e, X, Y aufgefafit:

e.bi = Albo mit AO =X
k—1
Y.bk_l = Z q]'bj sz = bi+1
3=0
X.bo = /\bo Xb1 = )\_1Y_1.b0
Xb, = Y LXb_1—08bio+06A4;_1Y by i>2

Die Wirkung der Generatoren ist natiirlich in der Absicht gewihlt, V¥ zu einem B(R)-Modul
zu machen, der isomorph zu dem Modul der Y'e sein sollte.

Dabei wirken Y ~! und X ! durch ihre Expansion als Summe von Y* (damit ist sofort klar,
daB (Y1). = (Y.)7! ist), resp. X, e, 1. Es stellt sich dann heraus, da# V* im allgemeinen (z. Bsp.
fir RY als Grundring) kein B-Modul ist. Die meisten Relationen sind leicht nachzupriifen, aber
zwei Relationen gelten i. a. nicht: (a) XY XY =Y XY X und (b) X% =1+§X — d)e. Relation (b)
ist nach der Definition von (X~1). dquivalent zu (X ~!). = (X.)~!. Es gilt aber:

33. Lemma. Sei k < oo. V¥(R) ist B(R)-Modul, falls in R die Gleichungen h; = 0 gelten,
insbesondere also wenn R = RY oder R potentiell zulissig ist.
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Beweis: Fiir Ringe der beschriebenen Art gilt qua Definition:
by =Y.by=A"1X"LY L (81)

Wir betrachten zuerst den Vektor bg. Auf ihm gilt Relation (b) trivialerweise, und Relation (a)
rechnet man leicht nach:

XY XYby = XY.Xb=X'XYY L bo=2"1X.by=by
= Y.Y lby=AYV.Xb =Y. X.Y.X.by

Wir priifen weiter die inverse Relation (a):

X'y x 'yt & AX LY Y = AX Vb = by

YIILX LYy x 'y = AYlx Ly lp, & y-lye, = b,
Eine Folge von (81) ist, daB fiir alle ¢ = 0,...,k — 1 gilt:
XYbi1=Xb=Y L X b, (82)

Dabei gilt die Vereinbarung b1 = Y ~1.by. Der Fall i = 0 gilt dabei nach (81), der Fall i = 1 ist
trivial, und die Félle ¢ > 1 sind gerade die etwas anders aufgeschriebene Wirkung von X. Nach
diesen Vorarbeiten kann der allgemeine Beweis der Relationen (a) und (b) durch Induktion in
Angriff genommen werden. Die Induktionshypothese H; lautet: Relationen (a) und (b) gelten auf
bi—1. Als ersten zeigen wir die inverse Relation (a) auf b;_;.

Yx vyl x e, 2 XyvX Y
= XYXYb_1 Zb_,
XY LX LYyl = XLy LX b, 2 XX,
R
Jetzt wird (b) gezeigt:
xtxh 2 xlylxlp, =YY lx Ly LX lb_,

= YX 'y x Ty, Eyxtxe,, L,

VXY.Xb = YXYY X l1b =Y XX b1 EV =0
XYXYh = XYY 'LX7'bh=XX'b=0b

34. Lemma und Definition. Der Ring R sei potentiell zuldssig und k < co.
Un = spanp{Y'eY™ |i=0,...,k—1}

Jede der Untermengen U, bildet einen zu V¥ = VF(R) isomorphen B(R)-Modul. Sie haben paar-
weise trivialen Schnitt. Wenn R sogar zuldssig ist, bilden sie eine direkte Summenzerlegung des
zweiseitigen, von ey erzeugten Ideals Is.
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Beweis: Die Abbildung ¢ : VF(R) — B(R),b; + Y'e definiert einen Modulisomorphismus
zwischen V¥ und Up. Es ist nimlich zuniichst eine Surjektion von R-Moduln, aber nach dem
obigen Lemma auch ein Morphismus von B(R)-Moduln. Bleibt nur die Injektivitit zu zeigen. Sei
also 0= 3", a;Y'e, a; € R. Wir wenden diese Beziehung auf by an und erhalten 0 = z > aib;. Da
x invertierbar ist, folgt sofort, dal alle ; verschwinden. Damit ist gezeigt, da8 spanp{Ye;} ein
freier R Modul ist. Das gleiche gilt auch fiir die dazu isomorphen B(R)-Module U,,.

Wir zeigen jetzt, dafl die U,, paarweise trivialen Schnitt haben, daf} also gilt m # r =
U NU, = {0}. Da Y invertierbar ist, reicht es sogar, fiir m > 1 zu zeigen U,,, NUy = {0}. Nehmen
wir also an, es gédbe ein von Null verschiedenes Element a im Schnitt von Uy und U,,:

a = Z aiYiel = Z biYielYm

Durch Multiplikation von rechts mit e; wird auch die rechte Seite nach U, abgebildet und man
kann die Koeffizienten in der Basis von Uy vergleichen. Man erhélt: a; = 271 A,,,b;. Also gilt

a=x"tA, Z b;Yie, = Z b;Yie Y™
i i

Folglich gilt 7' A4,,aY ™™ = aY ~™Y™, d. h. aY ~™ ist Eigenvektor von Y zum Eigenwert ' 4,,.
Da Y™ und z invertierbar sind, folgt die Invertierbarkeit von A,, in R. Das Bild von A,, in jedem
Quotienten von R ist dann, wenn es nicht verschwindet, ebenfalls invertierbar. Wir haben aber
schon den Quotienten R¥ definiert, in dem A,, nicht invertierbar ist. Widerspruch.

Mit einer dhnlichen Argumentation kénnen wir weiter zeigen, dafl das von e; erzeugte Ideal
Iy = span{Y'e; Y7} als ganzes ein freier R-Modul mit der angegebenen Menge als Basis ist.
Angenommen, es gibe eine lineare Abhéngigkeit 0 = >, - a; ;Y "e1Y7. Rechtsmultiplikation mit
Y7e; liefert 0 = ZiﬁvainelAjJrr. Die Y'e; sind linear unabhiingig, und daher gilt fiir jedes
i die Beziehung 0 = ) . «; jAj4r. Da der Grundring als nullteilerfrei vorausgesetzt wurde, folgt

J
zusammen mit Lemma 31 ein Widerspruch. O

35. Satz. Fiir einen potentiell zuldssigen Ring R wverschwindet das Annulatorideal von E, :=
eres---eam_1 € B5,(R).

Beweis: Die Abbildung Ws,, : B, — GBS, gestattet es, das Problem auf die graphische Algebra
abzuwélzen. Wire pE,, = 0 fiir ein 0 # p € R, so auch 0 = u¥o,(E,).

Wie schon im Falle £ = oo niitzt jetzt die kategorielle Struktur der graphischen Situation.
Es sei V € K}, ,(R) das Bild des Schlingels der n — 1 Minima zwischen zwei vertikalen Stréingen
cinschlieBt. V' € K§ 5, (R) habe entsprechend n — 1 Maxima (vgl. Bild 5). Dann ist?

0= puVUs(E,)V' = puel? € GBE(R)

Es reicht also aus, zu zeigen, dafl egG) C GBE(R) verschwindendes Annulatorideal hat.
Es bezeichne J* das von Hf:ol (Y — p;) in B°(R) erzeugte Ideal und GJ* := Wy(J*) das
entsprechende Ideal in GBS (R). Wir betrachten das Diagramm

BE(R) 2  GBX(R)
I b
BE(R)/J* 2% GBF(R)/GJ*

2Hier wird die offensichtliche Tatsache verwendet, dafl V¥q, (En)V' ein Element von GB;“ ist, d.h. als Produkt
der Zwei-Strang-Generatoren geschrieben werden kann. Es ist aber wichtig zu bemerken, dafi fiir ein beliebiges
Element b € G’B’gn nach bisherigem Kenntnisstand VbV’ nicht notwendig in GBIQC liegt. Es wére aber moglich, diese
Arbeit so umzustellen, dafl das auch schon hier klar wiirde. Dazu miifite die Definition der Spur (und die dafiir
notige Behandlung der Wortsétze) vorgezogen werden. Wir kénnten dann allerdings noch nicht das Verschwinden
des Annulatorideals verwenden und erhielten daher statt der Spur nur eine Abbildung in den Span eines Elementes
E;. Das reicht aber, um wie oben mit V' und V' argumentieren zu kénnen.
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mit den natiirlichen Projektionen 7,7’ und der induzierten Abbildung ‘1/1\27 die wir bisher ebenfalls
als Wy bezeichnet haben. Die Quotienten B3°(R)/J* und GB°(R)/GJ* sind natiirlich gerade die
Algebren B5(R) und GBS (R).

Wir wissen aus Satz 15, daB ¥y ein Isomorphismus ist. Da e; € Uy C BS°(R)/J* verschwin-
dendes Annulatorideal hat, sind wir fertig, wenn gezeigt ist, daf \I//\g injektiv ist. Angenommen, wir
haben ein a + J* € B3°(R)/J* mit 0 = Uy(a + J*) = 7'(¥3(a)) = ¥y(a) + GJ*. Dann ist also
Us(a) € GJ*. Wegen der Bijektivitit von Wy also weiter a € J* und damit ist a+ J* € B3°(R)/J*
die Null. Das ist die bendttigte Injektivitét von \I/l\g a

Der Beweis des letzten Satzes hat noch mehr gezeigt:

36. Korollar. Fiir potentiell zulissige Grundringe sind die Algebren GB5(R) und BE(R) iso-
morph.

37. Satz. R sei zulissig. Dann ist B5(R) ein freier R-Modul der Dimension k* +k? - 2! = k? - (2
2 — 1)!! = 3k? mit Basis

Sy = {Yie Y U{Y' X, VX, u{Y'X,Y?'}  i,je{0,...k—1}

Beweis: Nach Lemma 34 bilden die {Y’e;Y7} eine Basis des Ideals I5. Der Quotient ist die
Ariki-Koike-Algebra AKs, und X;,Y werden im Quotienten auf die entsprechenden Generato-
ren abgebildet. Da die Vereinigung der zweiten und dritten Teilmenge von S} auf eine Basis der
Ariki-Koike-Algebra abgebildet wird, sind sie linear unabhéngig. Sie erzeugen also einen freien
Untermodul. Daher spaltet die exakte Sequenz von R-Moduln 0 — I, — B5(R) — AKy(R) — 0.
O

U, U
Uy, NN N
v/ N e

Abbildung 5: Diverse Hilfsmorphismen in der Kategorie der Bandschlingel im Zylinder

Wir geben die Beziehungen h; = 0 fiir k& < 3 noch explizit an: Fiir £ = 2 lauten die Koeffizi-
enten:

0 = hogg =q "N 2(—qqq +M¢* —1)A1q90 — qq1)
= higg=X"+X"qq¢ ' =X "qq —

Die zweite Gleichung faktorisiert:
g =+A""g!
Die erste Gleichung 143t sich dann eindeutig auflsen:
Al =AW A F AT

Wir setzen daher
LF := Ro/(ho, +A"¢T' — qo) (83)
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Im Fall k = 3 gehen wir zur Basis {Y ey, e1, Ye;} iiber. Man iiberzeugt sich dann leicht, daf
die Koeffizienten in dieser Basis dasselbe Ideal definieren. Sie lauten mit ¢ multipliziert:

0 = hogg =—(q0q1 + A\ 2q2) — A 6qo(1 — Az + 2q1 + A1g2))
0 = h_1g5 =-XA""(0g0(q0 — A1) + X" (q1 + q0g2))
0 = hg=X\"-q

Die letzte Gleichung kann geschrieben werden als
g =+A""
Wir setzen daher
LE := Ro/(ho, h_1,£XA7" — qo) (84)

L?jf ist ein Integritdtsbereich. Zum Beweis geniigt es, zu zeigen, daf} die definierenden Glei-
chungen im Quotientenkérper von Ry eindeutig aufgelost werden kénnen und den Bedingungen
aus Satz 93 geniigen (was offensichtlich ist). Eine solche Auflésung ist etwa gegeben durch

A1 = QQ)\iléil :l:)\71 :‘:ql571
Ay = AH@ = 1)TH=Ag + A1 — qq1 — AP a1 £ @2 F A\gqe F ¢*q2 F Aqige — q43)

Wir betrachten jetzt wieder den allgemeinen Fall. Mittels (56) kann die definierende Gleichung
aus Definition 26 auch geschrieben werden als:

k—1
d hYie=Ye+AY e =AY G, Amer (85)
=0 m

m—1
2137, <>\_1Y_me + ) (Am_Y e — Ym—%e))
m s=1

Durch diese Ausdriicke wird es nahe gelegt, #hnlich wie im oben behandelten Beispiel L3i die Basis
Y- (b=2e, y-(k=2+le,  Vey zu verwenden.

1

Y hYle = Yet+ AW le—AT16) g,Ame (86)
i=—(k—2) m
k—2 k—1
A2 Z TnY Me— A, Zqiyi—(k—%e
m=0 =0
k—1 —1 k—1 m—1
N G > Ao Y e+ AT Y g, Y Y e
m=0 s=1 m=0 s=1

Da die beiden Basen iiber eine invertierbare Matrix verbunden sind, erzeugen die beiden Mengen
ho,...,hy—1 und h/f(k72)’ ..., h} das gleiche Ideal. Einzig der letzte Term in (86) ist noch nicht
vollsténdig in die neue Basis konvertiert. Trotzdem kann man schon das folgende ablesen: Die
Gleichungen h’ (h-2) = 0,...,h 1 = 0,hy = 0 bilden ein lineares Gleichungssystem in oberer
Dreiecksform fiir die Variablen Ay_o,..., Ay, Ax_1. Als Nenner tritt (abgesehen von Einheiten)
immer nur § auf. Die Zahler sind irreduzibel, nicht durch § teilbar, und § liegt nicht in dem von
den Zihlern erzeugten Ideal. Damit ist die Anwendung von Satz 93 schon weitgehend vorbereitet.
Wir miissen uns aber noch um den Koeffizienten von Ye; kiitmmern. Dieser ist

k—1 m—1
PL=1-A%G_ + 67! Z [ Z Gm—2s,1

m=0 s=1
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Wir bezeichnen mit B die rechts stehende Summe (ohne den Vorfakor dA~!), und spalten auf
B = B; 4+ By, wobei in By gelten soll m — 2s = 1. Wir unterscheiden jetzt gerades k = 2u und
ungerades k = 2u + 1. Fiir ungerades k gilt

k—2 pn—1 "
By = Z Tasp1 = —do | Z Q25
m=3,5, s=2
Fiir gerades k findet man
k—1 p—1 pn—2 p—1
Bl: Z am:262s+1:7Q()_12q2+23+qO_1:*Q()_lqus‘i’qo_l
m=3,5,... s=1 s=1 s=2

1 7=
By = > Y Guim-2e1
4 s=1

m= s=
k-2 [ 252 m—2s—1

_ -1

= —q E E gm+41 E E Qk—iy " Qk—iy
m=4 s=1 t=1 i1+-ie=m—2s5—1

L1522 ) k—2s—2

0! Z > > GG

s=1 t=1 di1+---iz=k—25—2

Die beiden Zeilen heben sich fast vollstdndig weg. Lediglich die Summanden mit nur einem g,
Term finden keinen Partner:

\.%J u 2+4€ /1,71+e
By=¢q;" Z Qe (k—2-29) = G Z Q2125 =5 " Z 25
s=1 s=2

Dabei ist € = 0 fiir gerades k und € = 1 fiir ungerades k. Bei der Addition von By und Bs fallen
demnach wieder viele Terme weg: Es ist B = 0 fiir ungerades £ und B = ¢, ! fiir gerades k.
Zusammengefafit:

hy = 1-22¢2=0-A'ggH(A+A"1gg") K ungerade
= 1-A2¢02+ 0010 = A 2q5 % (g + Ago)(A\go — ¢1) K gerade
38. Satz und Definition. Fir k = 2u + 1 werde definiert

= RG/(EX = qo, hoy - W o) (87)
und fir gerades k = 2m enstprechend
Li; == R/ (X7 — qo, by, - B (1_g) (88)

Dann sind L;: und L, zuldssige Ringe fiir BE.

Beweis: Der klassische Limes exitiert als Quotient, weil die Relationen h; =0fiirq=qy =
1, g¢; = 0 trivial werden. Die Nullteilerfreiheit folgt aus Satz 93. Die dafiir notwendigen Eigenschaf-
ten wurden schon oben diskutiert und es ist trivial zu sehen, dafl die zusétzliche Relation fiir gg
ebenfalls die Annahmen dieses Satzes erfiillt. Weiter sieht man, dafl keine der Relationen gelten, die
die Halbeinfachheit der Ariki-Koike-Algebra zerstéren, denn die p; sind aufler durch die Gleichung
fiir g¢o durch diese Beziehungen nicht festgelegt. O
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Die Existenz zuléssiger Ringe fiir alle £ € N wurde mit anderen Mitteln auch von tom Dieck
[10] gezeigt. Wir referieren kurz die wesentlichen Ergebnisse.

Ausgangspunkt seiner Methode ist die Konstruktion eines Moduls vk , der zu V* isomorph
ist, fiir den sich die Konsistenzrelationen aber etwas leichter angeben lassen. Dazu wird zwischen
geradem k = 2m und ungeradem k = 2m + 1 unterschieden. Als Basis dienen die Mengen {b; |
—m <i<m}bazw. {b| =m+1<i<m}, die wie gehabt in Isomorphie zu {Y?e; } stehen sollen.
Die Wirkung der Generatoren wird definiert durch

61.()1' = Aibo
Yb, = bi+1 1<m
k—1
Yb, = Z qibi—m-‘re(k)
i=0
X.bo = )\b()
i—1
Xbj = AN Tb_i+0Y Ao —bias i>0
s=1
i—1
Xoboj = Abi+0Y —Asibstboi i>0

s=0
Dabei ist (k) := €x := k + 1mod(2). Weiter zeigt tom Dieck (in unserer Notation):

39. Satz. V* ist ein BY(R)-Modul, falls in R die folgenden Relationen gelten:

op = Ng—-1=0 k ungerade (89)
oo = Ao+ Nlgl-q+qgt=0 k gerade (90)
j—1
0 = OAY (~@u-u(Ajoy —€5-r) — que(k + j — 1)) —
v=0
G — g =0 1<j<m (91)
k—1
o = Apti= ZQjAm+i—k+j (92)
§=0

In diesen Formeln sei q := 1 vereinbart. Die Relationenfamilie o legt die A;,k —1 > i > m fest.

Zum Beweis zeigt tom Dieck zunéchst, dafl o; = 0 = o7 hinreichend ist, eine Darstellung zu

ergeben, und dafl die Relationen o7=0 bereits durch die anderen impliziert werden.

40. Satz. Firk=2m+ 1 gilt
LE=RE/(EN —qo,01,. .. 0m,T) (93)
und fir gerades k = 2m enstprechend
Lf = RE/(EX 7 — o, 01, ., 0, &) (94)

Wir verzichten auf einen Beweis.

3 Das Wortproblem in Bf

In diesem Abschnitt wird eine Standardform fiir Worte in BY bestimmt. Eine Basis der Algebra
ergibt sich so aber nicht.
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Die verfolgte Strategie besteht darin, beliebige Worter in den Generatoren als Linearkom-
bination von Wortern zu schreiben, in denen die Generatoren mit den jeweils hochsten Indizes
nur einmal auftreten. Vom diagrammatischen Standpunkt bedeuted das, den duflersten Strang in
moglichst einfache Form zu bringen. Der Beweis ist induktiv. Seine Struktur ist wesentlich dadurch
bestimmt, dafl in den definierenden Relationen hochstens drei Strange involviert sind. Es ist zu
erwarten, daf} alle Quotienten-Algebren von Zopfgruppen, die nur derartige Relationen involvieren
und fiir die die 3-Strang Algebra endlichdimensional ist, dhnliche Beweise zulassen. Positive Bei-
spiele sind TLJ und Hecke-Algebren der Serien A und B. Im folgenden kiimmern wir uns aber nur
um BE.

In diesem Abschnitt darf k& beliebig sein.

41. Satz. Jedes Element in Bﬁ kann als Linearkombination von Worten der Form wiyws mit
w; € BE_ und v € Ty, := {1l,en_1,Xn_1,YJ,j = 1,...,k — 1} geschrieben werden (Im Falle
k=00 ist j € Z). Die Aussage bleibt wahr, wenn in I';, die Generatoren X, _1 oderY,, oder beide
durch ihr Inverses ersetzt werden.

Beweis: Der Satz wird induktiv bewiesen. Der Fall n = 1 ist trivial und auch n = 2 kann man
sich explizit {iberlegen.

Im folgenden betrachten wir den Fall endlicher Hohe. Der Fall unendlicher Héhe erfordert nur
minimale Modifikationen.

Sel woyow1Y1 -« WinYmWm41 € Bfl ein beliebiges Wort. Es reicht aus zu zeigen, da} zwei
benachbarte ; kombiniert werden kénnen. Wir miissen also Worte der Art w = yjwivys,w; €
Bﬁ_l,’yl,w € I',, untersuchen. Nach Induktionsannahme haben wir w; = ujaus,u; € be_g,a S
I';,—1 und damit w = y1ujqugys = uiy1ay2us. Es reicht also, die folgende Situation zu betrachten:
w’ = y1a7,. Die Fille v; = 1 oder 72 = 1 sind trivial. Wir untersuchen jetzt die vier moglichen
Werte von a.

1. Fall a = 1: Die folgende Tabelle gibt die Relation an, mit der das Produkt 17y, auf die
Standardform gebracht werden kann.

71\2 H Y] ‘ n—1 ‘ Xn—1

Yy [[(75) [ (95) | (53)
en1 || (96) | (9) | (7)
Xno1 || (97) | (7) | (14)

Yie, 1 = Xn_lYéle;_llen_l =\"!'X, 1Y! e, 1 dann (55) rekursiv (95)

en 1Y) = den Y7 X1 (96)
= Xen 1Y (X1 —0Xen 1Y) | +0NAje,

Der erste Term wird durch rekursive Anwendung von (54) reduziert.

Xn—ly’r{ = Xyzz—lywz—lX;L (97)
= Y X = 0en Y X 40X, Y] X

= Y X1 —0Y] | +6Y] e, (98)

—OMen_1Y)_  Xp_1 —den 1Y | +0Aje, 1) + Y] (99)

Auch hier wird (54) rekursiv angewendet.
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2. Fall a = X,,_o:
71\2 H Y] ‘ €n—1 ‘ Xn-1
Y} =X, Y7 (75) [ =X, Y e, 1 (95) =X, Y X, 1 (53)
€n—1 = en_lY,{Xn_g (96) (8) (21)
Xno1 || =XnaY X2 (97) (22) (6)
3. Fall a = e,,_o:
Wl\fYQ H Yg ‘ €n—1 ‘ anl
Y]} =en oY, (75) [ =en2Ylen 1 (95)]=en oYX, 1 (53)
€n—1 = 6"_1}/',’{6'”_2 (96) (13) (20)
Xn—1 || XnoaYlen—o (97) (19) (24)
4. Falla =YY" :
N\l Y | ensr [ Xno
Y)! * wie (100) *
en-1 || (100) | (45) (54)
Xn—1 * (55) (102)
en1 VY = en Y Xu Y] X (100)
(54) j 1
€ spanf{e,1Y, ; |0<s<k}Y) X °,
(54)
C span{e,—1Y; ;]|0<s <k} (101)
Xp Y™ X1 = YX2 =Y 40V X, 1 — S\, e, (102)

= Y 40X, 1Y — Y e,

Der letzte Term kann mittels (95) reduziert werden.

Die verbleibenden, mit * markierten Félle, sind:

YéYJ’il}{g Xn_lyn_1X;_11Y7;7L_1Xn—1Y7{—1X;—11
X YV = X,V X,V XY
vivm X, = Xn-1Yn 1 X, 1 Y Xy

Da in diesen Ausdriicken die Indizes aller Generatoren gleich sind, werden diese im folgenden
unterdriickt. Gleichungen (54) und (55) implizieren, dafl jede Sequenz, die e enthélt, reduzibel ist
zu einer Linearkombination von Y?eY®, was von der Standardform ist. Das motiviert die folgende
Definition: Wir schreiben a ~ b, falls d¢, x : a = b+ xc, wobei ¢ ein e enthélt und y ein Parameter
ist. Folglich erhilt die Substitution X — § «» X! diese Aquivalenzrelation.

Um den Beweis abzuschlieflen, reicht es, zu zeigen, daf} jede endliche Kette von Generatoren
dieser Art dquivalent ist zu einer Kette, die maximal zwei X enthilt. Denn wenn die Kette kein oder
nur ein X enthélt, ist sie von der Standardform und wenn sie genau zwei X enthilt, ist sie entweder
XYIXY™ ~ XYIX7Yy™ 4 §XYyHm = Y,lHYm + 6XYH™ oder YIXY™X ~ YVIXY™"X ™! 4
SYIXym™ = Yleﬁl +oYiXY ™.

Die Reduzibilitit zu Ketten mit maximal zwei X folgt aus folgender Tatsache: Es gibt Familien
von Skalaren «, 3, so daf} gilt:

XYSXY'X ~ > aliXY'XYT +> By XY/ (103)

i,j 4,9



3 DAS WORTPROBLEM IN BX 29

Wir zeigen (103) induktiv. Fiir s = 1 ist XY XY'X = Y!XYX? ~ Y!XY — V!XV X =
YIXY — XY XY Angenommen, (103) gelte fiir s. Wir zeigen es fiir s + 1:
XY*HXY'X = XYX 'XY*XY!
Z A IXYXTIXYIXYT 4 B XY XY XYY

~ Z QI XYHXYT 43 " BIXYXYIX Y —
) Z BIXY XYY

Der erste und dritte Summand sind bereits in einer Form, in der ihr Beitrag zu afil ’; abgelesen

werden kann. Im zweiten Summanden verwenden wir die Induktionshypothese noch einmal.

Z B XY XY XY/
Do Y (o XYY 4 gyt )

Es verbleibt nur noch die letzte Behauptung des Satzes zu zeigen. Die Anti-Involution aus
Bemerkung 20 zeigt, dafl wir X und Y gemeinsam durch ihr Inverses ersetzen diirfen. Da aber
Y,~! eine Linearkombination von Y,! ist, kann auch Y allein durch sein Inverses ersetzt werden. Die
Kombination beider Substitutionen ersetzt allein X durch sein Inverses. a

Der Satz impliziert insbesondere, dafl BY fiir k < 0o endlichdimensional ist.

42. Lemma. Es gibt Elemente R; ,, € Bffp so daf e;Y!"e; = R; me; und
eV X = eV T XY T — 66! P 4 Ry (104)

Beweis: Zum Beweis der ersten Behauptung schreibt man Y;/™ = y ajbjc; gemaf Satz 41
mit a;,c; € BY |, b; € I';. Die Behauptung ist dann offensichtlich.

V!X, = V' XY/ X X7 T = e X XY/ X!
_ eiYi,l—1Xi_1Yi,—1
= V' XY e YT T 4+ e e v
= 61'Y1-/lilXiYi/71 — 561'Yiﬂ72 + 5Ri,l716iY;‘/71
O
43. Satz. In Satz 41 kann T, durch T, := {1, en_l,Xn_l,Y,{j,j =1,...,k— 1} ersetzt werden.

Beweis: Wir schreiben ein beliebiges Element a aus Bk als a = 3, fihjg; mit fj,g; €
BE_ |, h; € T,. Es reicht zu zeigen, da§ Y} = > l(n) r{™ mit yﬁ”) € F;,lgn) r{ e BE_|,
denn dann kann man schlicht diese Ausdriicke fiir in den h; vorkommenden Y, einsetzen.

Wir zeigen Y, = Dosls () (n) ) durch Induktion. Der Fall n = 1 ist trivial. Sei die Formel
schon fiir n — 1 alb giiltig erwiesen.

Yi — Xn 1yl 1X7: 1_ZX7L 1ln 1) n 1) (n 1)X—

n

— Zlgn_l)Xn (n 1) (n 1)
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Die Fille 7‘2”*” € {1, en—2, Xp—2} reduziert man leicht mit Hilfe der Relationen aus Unterabschnitt

2.1.2. Es bleibt, den Fall 4" ™" = ¥ 7 zu untersuchen.
Xo Yo/ Xo2 = XV X X0 YT XG
= Y)(Xpo1 — 0+ e, 1)V, T XY
= VXY UK oy TG 4+
0Vien 1Yy T X (105)

Der zweite Summand ist —0Y;_,* ' X,,_1¥/_,, also schon von der neuen Standardform. Der dritte
Summand ist

i1 _ i—1
§Y en 1Y X =X 1Y o en Y (X1 — 6+ Senq)
—1 j—1 -1 j—1
= 5YT;—1 en—le{—lj Xn—l - 62/Yn—1 en—lyyi_lj +
-1 j—1
62YT£71 enflyT/Lfl] €n—1
Lemma 42 zeigt, dafl diese Terme zur Standardform reduziert werden koénnen.
Der letzte Summand von (105) kann iterativ reduziert werden. o

44. Lemma. Fir das von e, 1 erzeugte Ideal gilt I, = B¥ e, 1BE_|

Beweis: Das Ideal ist definiert als I,, = Bﬁen,lBﬁ. Durch Anwendung von Satz 43 entsteht:

_ k ! Rk k ! Rk
In - Bn—1Fan—1eﬂ/—1B7z—1Fan—1

— k ! Rk / k k / k ! Rk
- anlrn8n721—‘nflBn72en*1Bn721—‘n718n721—‘n8n71
_ k el k / ! Rk

- Bn—lrnrn—leN—lgn—2Fn—1Fan—l

Es reicht also zu zeigen, daf8 I/, T, _je,_1 C BX_,e,_1 (Man beachte, dal Bemerkung 11 impliziert,
daB dann ebenso gilt: e, 1T/, T’ C e,_1B%_,). Die folgende Tabelle berechnet v;7y2¢,,_1 wobei

M€ {anlaenflayr;al =0,.. '7k - 1})72 € {Xn72aen727Y7;71m7m =0,.. k= 1}

71\2 H X2 ‘ €n—2 ‘ Yri—lm

Xno1 =ep_926n_1 X;_lzen_l Lemma 42
€n—1 =\"le, 1 =e€en_1 Ry—1meén—1
Yél = Xn—QYéfl_len—l = en_QYéfl_len_l = Y,;717”_l6n_1

O

Wir untersuchen jetzt noch eingehender die Struktur von Mengen von Wértern, die B% linear

aufspannen. Dabei beschranken wir uns in der Formulierung wieder auf den Fall k£ < oo, obwohl

analoge Aussagen auch in unendlicher Hohe gelten. Im weiteren Verlauf werden nur die klassischen
Spezialfille der folgenden Aussagen benétigt.

45. Lemma. BE wird linear aufgespannt von einer Menge S, die rekursiv definiert wird:

Sy = {Y'|i=0,....,k—1}
Sn = F1~--FnSn_1

Dabei werden aus 'y - - - Ty, nur Elemente der folgenden Form bendtigt.
}/l’;nl "')/l:nin"'Xjej+l"'en—h my € {0,...,]{57 1},m5 = i,ll < e < ls

Dabeiist 1 <i<nundi—1<j<n-—1, so daf die Ketten der X und e auch leer sein konnen.
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Beweis: Satz 41 ergibt die folgende Darstellung von BE:

Bt = spanBf T,BF | =spanBF T, BF ,T,.BF |
= spanBF_,I, T,Bf |
= spanl'y---T,,BF |
Um die zweite Aussage zu zeigen, nehmen wir an, Y;™ sei das am weitesten links erscheinende Y’
in der Kette Z; - -~Zj,1Y}ij+1 -+ Zy von Generatoren Z, € I';. Dann kann Z;---Z;_, da es

nur aus e und X besteht, nach rechts durchkommutiert und in B¥_, absorbiert werden. Ahnlich
konnen e und X, die zwischen zwei Y. in der Kette auftreten nach rechts durchkommutiert werden,
so daf, nach Iteration des Argumentes, nur Ketten der Art Yle e Y;S”SZJ»H Lt < e < g
iibrig bleiben.

Falls andererseits ein e; X;41 in einer solchen Kette auftritt, kann man es umschreiben zu
e Xiy1 = eiei1 X, ! Dann kann X, L wie gehabt in Bfl_l absorbiert werden. Folglich miissen alle
X links von allen e in der Kette stehen. Damit ist der Beweis abgeschlossen. O

Zu dem vorstehenden Lemma gibt es eine Variante, die die Generatoren Y; verwendet.

46. Lemma. BE wird linear aufgespannt von einer Menge S!,, die rekursiv definiert wird:
Sy o= {Y'|i=0,....,k—1}
S\ = T...T.S,
Dabei werden aus T} - - - T}, nur Elemente der folgenden Form benétigt.
Y'?Xi~~~Xjej+1~~~en_1, m=0,...,k—1
Dabei kénnen die Ketten der X und e auch leer sein.

Beweis: Wir argumentieren dhnlich wie in dem Beweis des vorigen Lemmas, verwenden jetzt
aber Satz 43, um folgende Darstellung zu erhalten:

Bﬁ = Spaanz—lF;zBﬁ—l = Spaan’z—QP;qBZdF;Bﬁq
= SpanBrﬁfQF;le;zszfl
= spanl} .- B"

n—1

Um die zweite Aussage zu zeigen, nehmen wir an, ein Y’;n erscheine in der Mitte einer Kette

Z; - -~Zj_1Y’§an+1 -++Zy von Generatoren Zs € I', mit Z; # Y/,t > j + 1. Dann kommutiert

Z;+++Zj_1 mit dem Rest der Kette und kann rechts in BX_, absorbiert werden. Falls andererseits

ein ¢; X;11 in einer solchen Kette auftritt, kann man es umschreiben zu e; X; 11 = eieiHX;l. Dann

kann X, ' wie gehabt in BE_, absorbiert werden. Folglich miissen alle X links von allen e in der

Kette stehen. Damit ist der Beweis abgeschlossen. |
Noch eine andere Art von Erzeugendensystem verdient Beachtung. Wir nennen

X(m,i,j) =X X, X;Y]"  0<m<kit+l>j
einen X-Block vom Index ¢ und
E(m,il,7) =Y " X;X;41- Xier41- - ¢€j 0<m<k,i<jl<y
einen E-Block vom Index j.
47. Satz. BE wird aufgespannt von den Wortern der Form
E(mayit, 1, 1) - B, s, Us, js) X (m, i, 51) - X (my, g, i),

bei denen die Indizes aller Blocke verschieden sind und die Indizes der E-Blicke von links nach
rechts, die der X-Blocke von rechts nach links abfallen.
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Beweis: Der Beweis ist natiirlich induktiv. Es ist B¥ = B¥_T",BF . Fiir X,,_; € I',, reduziert
man rechts weiter BX = BY X, 1Z,_5--- Z; mit Z; € Ty41. Falls in der Kette ein Y’ auftritt,
konnen die weiter rechts stehenden Terme nach links gebracht werden. Ein e; braucht nicht auf-
zutreten, denn mittels X; ,e; = Xj_lejHej konnte dann die ganze Kette der Z; und schliellich
auch X,,_1 in e verwandelt werden.

Sind wir nun in dem Falle, daf} e,,_; der Generator mit hochstem Index ist, so entwickeln
wir nach links: Bﬁ = ZiZiy1- --Zn,gen,ll?,kkl. Mittels e; X; 11 = eieiJrlX;l koénnen dann X-
Generatoren, die in der Kette rechts von e-Generatoren stehen, eliminiert werden. a

48. Vermutung. Der vorstehende Satz bleibt richtig, wenn in den E-Blocken stets gilt: I, = j,.—1.

Es gibt £™(2n — 1)!! solche Elemente.
Priizisere Aussagen kénnen in der Algebra des klassischen Limes (Definition 29) gemacht
werden.

49. Satz. Es gibt ein lineares Erzeugendensystem von CBE | dessen Elemente die Form a7y, wobei
a ein Produkt von Y', v ein Produkt von Y und B ein Element einer Basis der A-Typ BMW-
Algebras BA,, ist.

Ist k < oo gilt ferner: In jedem Basiswort gibt es hochstens k™ Faktoren Y',Y'~' in o und
zusammen. Die Dimension von CBE ist kleiner als k™(2n — 1)!!.

Beweis: Der Beweis geschieht durch Induktion nach n. Sei der Satz also schon gezeigt fiir n—1.
Es reicht aus, zu zeigen, dafl man alle Y/, die in dem Erzeugendensystem von CB¥_| links stehen,
entweder durch die &uflere Kette nach links oder in negierter Form ganz nach rechts bringen kann.
Wir untersuchen die méglichen Félle der Reihe nach. Im ersten Falle trete e,,—1Y,,_; auf. Das kann

umgeschrieben werden geméf:
’ _ ’ 1oyt —ly—1 -1 r —ly—1
en—lYn—l - en—lyn—lX’ﬂ—l}/n—lY;L—l Xn—l =A en—l}/n—l Xn—l

= en—lX;_llY,

—1 -1 _ /71 _ /71
n—1 Xn—l - 6’%—1)/” - en—l)/n

Falls e;e; 1Y, = e;Y/e; 1 auftritt, zeigt zweifache Anwendung dieser Rechnung, daf} ein Yz’+2 nach
links wandern kann. Es bleibt nur noch die folgende Situation:

XY = i/+1X;1 = ¢/+1Xi - 5Yil+1 + 5Yi/+1€i =Y

K2

/
11X

Das ist von der gewiinschten Form.

Keine der Umschreibungen vergoBerte die Zahl der Y”, so daf insgesamt héchstens (k — 1)"
davon geben kann: Jede zusiitzliche Kette in der rekursiven Konstruktion von S,, bringt héchstens
k —1 Stiick mit. Nach Induktionsvoraussetzung ist die Dimension von CBE_, kleiner als k" ~1(2n—
3)!, und wir haben die Y’ von den Generatoren von BA,, separiert und so die angegebene Form
af~ erhalten. Aus der Theorie der Typ-A Algebra BA,, weifl man, dafl 2n — 1 verschiedene Ketten
ZiZyn,Zj € {€;—1,X,—1} ausreichen, eine Basis zu erhalten. Jede dieser Kette kann mit Y'}"
beginnen. Die Dimension von CB¥ | wird also héchstens um den Faktor k(2n — 1). vergréfert. Die
Behauptung folgt. m]

4 Der klassische Limes

Unter dem klassischen Limes einer Schlingel-Algebra versteht man eine Algebra, die sich als Bild
eines Morphismus ergibt, der den Morphismus von der Zopfgruppe in die Permutationsgruppe
spezialisiert und erweitert.

Der klassische Limes wurde schon in Definition 29 eingefiihrt durch Grundringspezialisierung.
Hier beginnen wir eigensténdig mit Z/(k)-bewerteten Brauergraphen und zeigen anschliefiend, dafl
die so erhaltene Algebra den klassischen Limes darstellt.
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Bei der Definition profitieren wir von tom Diecks Arbeit [10] und brauchen daher nur kurz
zu referieren: Es sei BP®(R) der freie R-Modul iiber der Menge der Paare (o,v), die aus einer
freien Involution o der Menge P := {1,1’,2,2'....,n,n'} und einer Bewertungsfunktion v : P —
Z/(k) mit v(i) + v(o(i)) = 0 bestehen. Der Grundring R enthalte Elemente A;,7 € Z/(k). Die
Multiplikation soll bilinear sein und mufl daher nur auf Paaren definiert werden. Dazu wird (o, v)
ein CW-Komplex |, v| zugeordnet, dessen 0-Zellen durch P und dessen 1-Zellen durch die Orbits
{i,0(i)} gegeben sind. Die Wahl eines Elementes von {i,0(i)} definiert eine Orientierung der 1-
Zelle und ein zugeordnetes Element aus Z/(k). Zur Multiplikation von (7,w) mit (o,v) werden
zunéchst die assoziierten CW-Komplexe gebildet und die gestrichenen 0-Zellen von |7, w| mit den
ungestrichenen von |o, v| identifiziert. Die Wegkomponenten des entstehenden Komplexes werden
orientiert und mit den Summen der Bewertungen ihrer Teile versehen. Durch Entfernung der
Komponenten, die zu S' homdomorph sind, ensteht ein neuer CW-Komplex, der als bewerteter
Brauergraph (p, t) gelesen werden kann. Das Produkt ist dann (p, t) multipliziert mit einem Faktor
A, fiir jede mit s bewertete Kreiskomponente, die entfernt wurde. Assoziativitit des Produktes ist
sofort klar.

Angelehnt an die iibliche Visualisierung von Brauergraphen durch ebene Graphen kénnen
einige geometrische Sprechweisen eingefiihrt werden. Die gestrichenen Zahlen 1’,...,n’ nennen wir
obere Punkte, die restlichen untere Punkte. Ein Bogen eines Graphen (o,v) ist ein Paar (4,j) €
P x P mit o(i) = j. Er heifit horizontal, wenn ¢ und j entweder beide obere oder beide untere
Punkte sind, ansonsten heifit er vertikal.

Man rechnet sofort nach, daf es einen Morphismus

Xn C’Bﬁ — BPZ(RC) a— (04,0,)

gibt, der auf den Generatoren die folgenden Werte annimmt:

oy(i) = i VYieP
vy(l) = 1
vy(l) = k-1
w() = 0 i>1
ox,(i) = (i+1)
ox,(i+1) = i
ox,(i') = i+1
ox,((i+1)) = 1
ox,(j) = j VieP—{i,i+1,4d,Gi+1)}
vx,(j)) = 0
o, (i) = i+1
o, (i+1) = i
oo, () = (i+1)
oo, ((i+1)) = i
oe,(j) = g VjEP—{’i,i-l—l,i/,(i-l—l)/}
ve,(j) = 0

Er ist surjektiv, denn aus den Bildern der X; und e; kénnen zunéchst nach den Standardargumen-
ten der Theorie der Braueralgebra alle Brauergraphen aufgebaut werden und durch Anwendung
des Bildes von X; X;_1--- X3Y X5 -+ X;_1 X; konnen dann die einzelnen Paare (i, 0 (7)) beliebig be-
wertet werden. Andererseits ist (fiir endliches k) nach Satz 49 und [10] dim(CBF) < k™ (2n— 1)l =
dim(BP¥ (R.)) und damit ist y,, auch injektiv.
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5 Die Markovspur

Der graphische Kalkiil legt nahe, daf8 eine Markovspur auf B% existieren sollte, die als Schlieen
des Schlingeldiagramms interpretiert werden kann. Mit der Untersuchung der Spur bereiten wir
den Beweis des Hauptsatzes 69 iiber die Halbeinfachheit vor.

50. Satz und Definition. Es sei a, C R das Annulatorideal von E, = E(1,2n — 1) =
erez---ean_1 i BE (R). Dann ist durch

z"tr(a)E(1,2n — 1) = HyaH, VYac B~
(wobei H,, in (110) definiert werden wird) eine lineare Abbildung tr von der Algebra BE(R) ®r
(R/a,) = B¥(R/ay,) in den Grundring R/a, definiert. Sie ist eine Markovspur.
Eine Markovspur ezistiert also insbesondere auf BE(R), falls R potentiell zulissig ist.
Der Satz und sein Beweis sind auch fiir k¥ = oo richtig. Der Beweis ergibt sich aus einer

Reihe von Lemmata und wird nach Lemma 58 abgeschlossen. Wir beginnen mit Definitionen von
Elementen, die die konzentrischen Halbkreise der graphischen Schliefiung modellieren.

X(i,j) = XiXiy1-X; (106)
X ',5) = X 1X1+11 X! (107)
E(Z,j) = €i€i42 €y (108)
H1 = e (109)
Hypp1 = enpiX(n+22n+1)X(n+1,2n)H, (110)
NN AN
a

=

Abbildung 6: Die graphische Interpretation von Hs (links) und die Bildung der Spur tr(a) (rechts)

51. Lemma.
H, = Enn)En-1n+1)---E(1,2n—-1) (111)
Hypw = epi X '(n+2,2n+1D)X ' (n+1,2n)H, (112)

Beweis: Es ist zu zeigen, daf (111) die definierende Rekursion erfiillt.

Hypi=En+1,n+1)X(n+2,2n+1)X(n+1,2n)
E(n,n)E(n—1,n+1)---E(1,2n — 1)
= epp1Xn2Xnt1E(n,n)X(n+3,2n+1)X(n +2,2n)
E(n—1,n+1)-- E(1,2n—1)
= ept1ent2E(n,n)X(n+3,2n+1)X(n+2,2n)E(n—1,n+1)---E(1,2n — 1)
= En+1Ln+1)EMn,n+2)Xp13Xni2En—1,n+1)
X(n+4,2n+1)X(n+3,2n)E(n —2,n+2)--- E(1,2n — 1)
= En+1l,n+1)EMn,n+2)En—1,n+3)
X(n+42n+1)X(n+3,2n)E(n—2,n+2)---E(1,2n — 1)
.=En+1,n+1)EMnn+2)En—-1,n+3)---E(1,2n+1)
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Der Beweis ruht (neben der Kommutativitét von Generatoren) vorallem auf der Relation

e; Xi+1X; = e;e;+1. Da ebenso 61XZ+1X = e;e;+1 gilt, kann (112) analog bewiesen werden.
Alternativ (und einfacher) gelangt man zu (112) indem man auf (110) den Morphismus a +— @*
anwendet. O

52. Lemma. XiH =X+

2n—1i

Hna eiHn = e2n—iHrL

Beweis: Sei 4 = 1. Der Fall n = 1 ist dann trivial. Sei nun nach Induktionsannahme die
Behauptung schon gezeigt fiir i = 1,n. Wir zeigen sie fiir n + 1:

X1Hp1 = Xienp1 X(n+2,2n+ (n+1,2n)H,
ent1X(n+2,2n+ )X (n+1,2n) X1 H,

nx
(
= e X(n+2,2n+1)X(n+1,2n)Xe,—1H,
(
(

( )
ent1X(n+2,2n+1)X(n+1,2n — 2) X9, 1 XonXon—1H,
en1X(n+2,2n+1)X(n+1,2n — 2) X9, X0, 1 Xon Hy,
( )
( )

ent1X(n+2,2n+ 1) X0, X(n+1,2n — 2) X9, 1 X0, H,
= e X(n+2,2n—1)X9, X011 X0n X(n+1,2n)H,

= e X(n+ 2,20 — 1) Xops1 Xop Xoni1 X (n + 1, 20)H,,
= Xoprien1X(n+2,2n— 1) X9, X0, 11 X(n+1,2n)H,
= Xopt1Hna

Fiir ¢ > 1 erkennt man aus (111), dafl X; nach rechts bewegt werden kann, bis man auf eine
Situation gefiihrt wird, die dem Fall i = 1 bis auf einen Indexshift gleicht.

Die Rechnung fiir X, ! benutzt (112) und verlduft analog. Die letzte Gleichung folgt aus den
ersten beiden. |

53. Lemma. ez, 1 = X(n,2n —2)"'X(n+1,2n —1)"te, X(n+1,2n — 1) X (n,2n — 2)

Beweis: Der Induktionsbeweis startet (fir n = 2) mit e5 = X{1X§1€2X3X2 =
X(2,2)71X(3,3)71e2 X (3,3) X (2,2). Der Schritt ist:
X(n+1,2n) "' X(n+2,2n+ 1) tep 1 X(n+2,2n+ 1)X(n+ 1,2n) =

= X(n+12n)"'X(n+2,2n+1)"' X, "X, e,
Xni1 XnX(n+2,2n 4+ 1)X(n + 1,2n)

= X(n+1.20) "X 'X(n+2,2n+1)"'X, e,
Xn1X(n+2,2n+1)X, X(n+1,2n)

= X(n,2n) ' X(n+1,2n+1)"te, X (n+1,2n 4+ 1)X(n,2n)
Xo X X5 X X (n2n —2) T X (n+ 1,20 — 1)
X(n+1,2n—1)X(n,2n — 2) X2, Xon—1Xont1Xon

= X0 X5 X5 1 X5 ean—1 Xon Xon—1Xont1Xon

1
= X5 X5l e Xoni1Xon = €any1

54. Lemma. e, X(n+ 1,n+k)X(n,n+k—-1)=X(n+1,n+k)X(n,n+k— Deyix

Beweis: Hier ist & ein beliebiger Index (und hat also nichts zu tun mit dem & aus (64)). Fiir k =
1 ist die Behauptung e, X,,+1X,, = X;,+1 X, €41 eine definierende Relation. Der Induktionsschritt
ist:

enX(n+1ln+k+1)X(n,n+k)=
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enX(n+1n+ k) Xy X(nn+k—1)X, 0k
enX(n+1Ln+k)X(n,n+k—1D)Xnirr1Xntk
Xtn+Ln+k)Xn,n+k—1DenrXnirtr1Xntk
Xtn+1Ln+kE)XMn,n+k—1)Xnikt1XntkCntktl
Xtn+1Ln+k+1)X(n,n+k)entrt1

O
55. Lemma. H,;1 =¢,1 X(n+2,2n)X(n+1,2n — I)XQ_;HXQ_;H”
Beweis: Zum Beweis wird das vorangehende Lemma zweimal angewendet
ent1X(n+2,20)X(n+1,2n — 1)X5,' X5 H, =
= X(n+22n)X(n+1,2n— e, Xy, 1 X5, Hy,
= X(n—|—2,2n)X(n+ 1,27’), — 1)X2n+1X2n62n+1Hn
= en+1X(n+2,2n)X(n+ 1,2’[7, — 1)X2n+1X2an = Hp41
O
56. Lemma. Y*'H, = \"1¥y) T,
Beweis: Der Induktionsbeweis startet mit
YH =Ye, = X 'YV X Ve, = A1 X 'Y ey = (1Y X)) ey
Der Induktionsschritt ist dann:
YH,11 = Ye,nu X '(n+22n+1)X (n+1,20)H,
= e X *(n+2,2n+1)X " n+1,20n)YH,
= e X '(n+2.2n+ D)X '(n+1,2n—1)X; Y] 'H,
= e X ' +2,20)X50 (XN n+1,2n — )Yy, XonHy,
= e X (n+2,20)X5L Yo T X (n+1,2n — 1) Xo, H,
= e X N(n+2,20)Y5, 1 Xop1 X '(n+1,2n — 1) X9, H,
= Yiio e X ' +2,20)X Y+ 1,20 — 1) Xop 1 Xon Hy,
-1
= 2/(n+1) H"-‘rl
Der Beweis fiir Y~ ist dhnlich. O
Mit der Anti-Involution aus Bemerkung 12 ergibt sich aus dem vorigen:
57. Lemma. 0, X = H Xi o Hpe; = Hyeon i, H, Y = H,Y] ™' Also H,abH, =
H,baH,, VYa,bc BF
Damit ist gezeigt, dafl die in 50 definierte Abbildung eine Spur ist.
58. Lemma. tr ist eine Markovspur. Genauer gilt fir a € BE:
tr(1) = 1 (113)
tr(ae,) = x 'tr(a) (114)
tr(aXy) = 2 'A\Ftr(a) (115)
tr(aY, ) = Apz 'tr(a) (116)
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Beweis: Sei a € Bfl und vy € T'y41. Dann gilt e, p1aven11 = aenp1vent1 = s(y)aent1 mit
einem Faktor s, der die Werte s(y) = z,1,A™!, A,,, annimmt, falls v = 1,e,, X, Y,” ;. Der Beweis
durch Induktion nach n hat einen trivialen Anfang und als Induktionsschritt die Rechnung:

Hy1avHy

= H,X(n+1,2n)"'X(n+2,2n+1)"te,q
aven1X(n+2,2n+ 1)X(n+1,2n)H,

= H,X(n+1,2n)"'X(n+2,2n+1)""!
as(y)ent1X(n+2,2n+1)X(n+1,2n)H,

= s(y)HpaX(n+1,2n)"'X(n+2,2n+1)""
ent1X(m+2,2n+ 1)X(n+1,2n)H,

= s(y)Hpaeoni1H, = s(v)HyaH, 2,41

= s(y)a"tr(a)E(1,2n — egn i1 = (s(7)/x)z" T tr(a) B(1,2n + 1)

O
Aus den Uberlegungen zur Spur folgt noch ein Ergebnis, das auch fiir sich alleine von Interesse
ist.

59. Satz. Sei R potentiell zuldssig. Dann ist der Kauffman-Skeinmodul des Volltorus Ké“yo(R)
(Definition 17) frei vom Rang 1.

Beweis: Nach einer Verallgemeinerung des Alexander-Theorems kann jede Verschlingung im
Volltorus durch SchlieBung eines Zopfes im Zylinder erhalten werden. Die obigen Uberlegungen
zeigen dann, daf} die Skeinrelationen ausreichen, die Verschlingung vollstédndig auszulésen, d.h. als
Vielfaches des leeren Knotens zu schreiben. Da iiber potentiell zuléssigen Ringen das Annulatorideal
von ET(LG) verschindet, mufl auch dasjenige des leeren Knotens verschwinden. Dieser ist also ein freier
Erzeuger. O

5.1 Die Spur im klassischen Limes

Satz 50 zeigt auch, wie sich der Wert der Spur im klassischen Limes berechnet. In diesem Unter-
abschnitt wird k als endlich vorausgesetzt.

Fiir ein ein a = (0,v) € BP¥(R,) sei zuniichst @ der Zykelanteil in der nach [10] durchgefiihrten
Komposition, und n;(@) bezeichne die Zahl der Zyklen, die mit i bewertet werden. Dann ergibt
sich unmittelbar aus der Definition der Multiplikation

k—1
tr(a) =2~ " H A;”(a) (117)
=0

60. Satz. Die Spur tr ist auf CBX = BPY(R,) nicht ausgeartet.

Beweis: Wir verwenden ein lineares Erzeugendensystem S, = {v; | i = 1,...,k"(2n — 1)!II}.
Um den Satz zu beweisen, reicht es, det(tr(v;v}); ;) # 0 nachzuweisen. Die Anti-Involution a — a*
vertauscht ¢ und 4/, geometrisch gesprochen vertauscht sie also oben und unten. Da dabei die
Orientierung geéindert wird, verwandelt sich eine Bewertung mit 4 in eine mit —i. Deshalb sind
in aa* alle Bogen mit 0 bewertet. Nehmen wir an, a habe s obere (und s untere) horizontale
Bogen. Dann gibt es s Zyklen in aa®. Wenn wir die Spur berechnen, entstehen weitere s Zyklen aus
den jeweils s verbleibenden horizontalen Bogen von a und a*. Die vertikalen Bogen aus a bilden
eine Permutation, deren Inverses in a* den vertikalen Anteil ausmacht. Beim SchliefSen entstehen
also weitere n — 2s Zyklen. Insgesamt enthilt aa* also genau n Zyklen und es ist tr(aa*) =

1. Jetzt wihlen wir mittels Tensorierung A; := ... := Ai_; := z~!. Die Spur wird dann ein
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Laurentpolynom in z. Die Wahl der A; bewirkt, dal nicht-triviale Bewertungen eines Bogens den
Grad von x in der Spur vermindern. Sei nun [ ein Bogen in a und b ein anderer Graph, der
keinen zu [ gespiegelten Bogen 5* enthilt. Indem man die Fille, dafl 5 horizontal oder vertikal
ist, betrachtet, stellt man fest, dafl der Zykel der SchlieBung, der [ enthélt, mehr als zwei Bogen
aus a und b enthilt. Die Spur von ab enthélt daher weniger Zyklen als die Spur von aa*. Also ist
b = a* der eindeutige Graph mit hochstem Grad von x in tr(ab).

Um tr als nicht ausgeartet zu erweisen, reicht es aus zu zeigen, dafl

k-1
det(tr(v;v}); ;) = o~ =D et (2o (i) TT ane /2, )
s=1

nicht verschwindet. Die Diagonaleintréage in dieser Matrix sind jeweils diejenigen mit dem hochsten
z-Grad in jeder Zeile. In der Entwicklung der Determinante gibt es also genau einen Term mit
maximalem Grad in z und also kann die Determinante nicht verschwinden, d.h. aber, daf sie auch
vor dem Tensorierungsprozefl nicht Null gewesen sein kann. O

5.2 Spurkonstruktion nach Wenzl

Wenzl hat in [34] die Markovspur auf der Typ-A-BMW-Algebra als iterierte bedingte Erwartungen
konstruiert. Dieser Unterabschnitt ibertragt dieses Verfahren auf den B-Fall. Voraussetzung ist die
Injektivitéit einer bestimmten Inklusion der Algebren: Wir setzen bis einschliellich Lemma 68 die
folgende Hypothese voraus:

61. Hypothese. Die Abbildung BF — Bﬁ+27 a v xlae, 1 ist injektiv.
Im Beweis des Struktursatzes wird die folgende Situation relevant:
62. Lemma. Die Hypothese ist erfiillt, falls die Spur auf B nicht ausgeartet ist.

Beweis: Wegen der Invertierbarkeit von z reicht es aus, zu zeigen, daf8 fiir 0 # a € BF gilt
aen11 # 0. Nehmen wir also das Gegenteil an und werfen durch einen weiteren Inklusionsmorphis-
mus 0 = ae, 1 sogar nach B5, 1 2. Nach Voraussetzung ist die Spur auf BE nicht ausgeartet, es gibt
also ein b € BE mit tr(ba) # 0. Wir fassen b, H,,, H, als Elemente in B, ,, auf und bilden das
Produkt o', das wegen ae, 1 = 0 ebenfalls verschwindet:

d = H,X(n+1,2n)"'X(n+2,2n+1)" bae, 1 X(n+2,2n+ 1) X (n+1,2n)H,
= HybaX(n+1,2n)"'X(n+2,2n+1)"te, 1 X(n+2,2n+1)X(n+1,2n)H,
= Ebaegn+1Hn = FnbaHnegn+1
= z™r(ba)E(1,2n — 1)egpt1 = z™tr(ab)E(1,2n + 1)

Da E(1,2n + 1) verschwindendes Annulatorideal hat, impliziert ' = 0 das Verschwinden der Spur
tr(ab) = 0. Widerspruch. m

Sei w = wyywsy € BZH mit w; € Bfwv € I'41. Dann gilt e, jwen41 = wiept1vent1we =
swiwae, 1 it einem Faktor s, der die Werte s = 2,1, A\~1, A,, annimmt, falls v = 1, e,,, X, Y.
Die Hypothese 61 erméglicht die folgende Definition:

63. Definition. ¢, : B,kl_H — BE sei definiert durch e, y1ae,11 =: v€,(a)ent1-

Offensichtlich gilt e, (wjaws) = wye,(a)wy falls w; € BE. Dariiberhinaus folgt aus (13), daB
Cnil = €ni1€nCni1 = Tep(en)enyr und also e,(e,) = 1. Ahnlich folgt aus (8) die Beziechung
ent1 = )\ienHXffen_H = )\ixen(Xf)enH und also en(Xﬂf) = o7 I\F. Weiter impliziert (45)
Enil = A;lenHYn”j_lenH = A twe,(Yoi1)ens1 und damit en(Yh1) = Azt

Die Iteration der bedingten Erwartung liefert eine Abbildung in den Grundring, die wir mu-
tigerweise ebenfalls mit tr bezeichnen.
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64. Definition. tr(a) := tr(e,—1(a)),tr(l) =1
65. Lemma. tr(e,) = ey(e,) = 71, tr(XE) = 6,(XT) = a7 I\F, (V) = e, (Y1) =
At
Aus dieser Definition ergeben sich unmittelbar die folgenden Eigenschaften von tr:
66. Lemma. V wi,wy € BE v € T,,11 gilt tr(wiyws) = tr(y)tr(wiws) und e, (wiaws) = tr(vy)ab.

Beweis: Die erste Aussage folgt aus der zweiten, und diese wird durch Rechnung gezeigt:
Ten (WIYW2)en 41 = €n 1 W1VW2en 11 = W1En i1Vt 1W2 = W1T€R(Y)en1We = WiwaZen(Y)ent1. O

Dieses Lemma und Lemma 58 implizieren, dafl beide Spurdefinitionen iibereinstimmen (denn
wegen der Wortsétze reichen die im Lemma angegebenen Relationen aus, die Spur auf beliebigen
Elementen ausrechnen zu kénnen). Damit ist die Verwendung der Bezeichnung tr fiir die Iteration
der bedingten Erwartung gerechtfertigt.

Aus diesem Unterabschnitt wird im weiteren Verlauf nur die bedingte Erwartung verwendet.
Wir haben die Spur ja schon konstruiert und insbesondere die Spureigenschaft tr(ab) = tr(ba)
bewiesen. Um die Diskussion der B-BMW-Algebra aber nédher an Wenzls Untersuchung der A-Typ-
Algebra anzuschlieflen, verwenden wir den Rest dieses Unterabschnittes dazu, die Spureigenschaft
nach seiner Methode zu zeigen.

67. Lemma. Va € Bf  ¢,(X;'aX,) = ,(X,aX; 1) = e, (enae,) = €,-1(a)
Beweis: Sei a = wiywy € B, w; € BX_, v € T',,. Multiplikation mit ze,, 1 ist nach Lemma 61
eine Aquivalenztransformation und fiihrt die Behauptung iiber in:
wen (X, fwrywa Xy )en 11 = ven (X pwiywe X, e =
= zep(enwiywaen)ent1 = Ty 1 (W1YW2)eEn 41

Durch Weglassen der Faktoren wy,ws entsteht folgende Form:
eni1 (X M Xn)ent1 = eni1(Xn v X, Dent1 = enti(enyen)enss = wtr(y)enr. Fir v = 1 ist
das offensichtlich wahr, und fiir v = e,,_1 erhélt man

—1 —1 —1
€n+1 (Xn enlen>en+1 = en+1<Xnen71Xn )enJrl = 6n+1(€n€n,16n>€n+1 =TT Eepit1
—1 —1
< en+1(anlean71)en+1 = €n+1(Xn716an71)en+1 = €n+1€n€ni4l1 = €n41

Das ist offensichtlich richtig.
Im Falle y =Y, gilt

-1 —1
ent1 (X, Y X )ent1 = ent1(Xn Y " X, ent1 = enta(enY, en)ent1 = xtr(Y, ) ent
-1 _ _ _
S ent1( X, Y Xn)ent1 = enp1 Y ient1 = engi(enY en)ent1 = Amentt

DaB dies wahr ist, sieht man durch Umschreiben des ersten Ausdrucks

eni1 X, Y Xpeni1 = enp1enXni 1Y Xneni1 = eni1en Y X1 Xnenii
= 6n+16nY7:n€an+1Xn = Am6n+16an+1Xn = Am6n+1
Bleibt nur noch v = X,,_;.
€n+1(X,;1Xn_1Xn)6n+1 = 6n,+1(Xan—1X;1)en+1 =
=ent1(enXn—16n)ent1 = otr(Xp_1)ent1
g €n+1(Xn71XnX7:—11)€n+1 = €n+1(X7:—11Xan71)€n+1 =
=enri( M ten)enit = A ten
e XpteniXnen1 X, = X eni Xnen1 X1 = XA e = A len

—1 -1 —1 —1 —1
S XA €n+1Xn_1:Xn_1)\ €n+1Xn,1:)\ €n+1
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68. Lemma. Angenommen, I, sei halbeinfach, und tr sei eine Spur auf BE. Dann ist tr eine
Spur auf B ;.

Beweis: Es reicht, zu zeigen, daf tr(uv) = tr(vu)Vu,v € B . Falls einer der Faktoren, etwa
u, sogar in BF liegt, ist dies einfach zu sehen: tr(uv) = tr(e,(uv)) = tr(ue,(v)) = tr(en(v)u) =
tr(en (vu)) = tr(vu).

Nach Satz 41 kénnen wir u,v € BE ; schreiben als
(118)
(119)

u u + ugY 11 T usepug +us Xy UG

vy + Y/ a1 T vsenvs + v5X

Da tr linear ist, reicht es, alle Kombinationen von Summanden zu untersuchen. Nach dem zuvor

gesagten bleiben nur noch neun Félle, von denen wir zuerst die symmetrischen behandeln. Dabei

schreiben wir a (resp. b) fiir einen der Summanden von u (resp. v) und nennen die u;, v; um.
Erster Fall: a = a1e,a9,b = bieybo, a;,b; € B,kl.

tr(ab)

tr

n(a1enasbienbs)) = tr(are, (enazbien,)bs)
tr(ay€,—1(agby)by) = tr(baayen—1(azby))
1(baaq)en—_1(azby)) = tr(e,—1(azbr)en—1(b2ay))
= tr(agbien—1(baay)) = tr(bre,—1(b2ay)as)
tr(bren(enbaarey)as) = tr(e, (bre,baarenas)) = tr(ba)
~1p,

tr(ay Xpasb1 X, 1bo) = tr(aren(Xpab1 X,
tr(ai€,—1(agb)by) = tr(beai€e,—1(agby))
tr(€ep—1(agb)en—1(baay))

-+

(€
(
r(€n—
(
(

Zweiter Fall: a = a1 X,a2,b = 1 X

tr(ab) w)b2)

Ab der letzten Gleichung kann die Kette mit vertauschten a, b riickwérts gelesen werden.

Dritter Fall: a = a1Y,, ,1,b=01Y, ;.

tr(ab) (alyliﬂbl)

) = tr(ba)

tr(a1Y, +1b1 n+1)
tI‘(Y n+1b1a1)

tr(h1Y, a1
Vierter Fall: Wir betrachten jetzt den ersten nicht symmetrischen Fall a = aye,a2,b = a3y, 11

tr(ab) tr(aren(enazasy, 1)) = tr(aren(enY, 1)azas)
Ar(aren(e,Y, 1)a2a3) = AMr(are,(en)Y,
Az Mr(a Y,
Atr(agazaren(en)Y, ) tr(asasai €, (Y, 1en))
tr(en(asY,  aie,)as) = tr(ba)

1
azaz)
Yasas) = Az~ r(azaza Y )

Der fiinfte Fall b = aie,a2,a = azY, geht analog.
Sechster Fall: a = a1 X,,a2,b = b1Y, n+1

tr(ab) ar€n(XnY, 1)asht) = tr(are,(X2Y,) X, )azby)

(Y X, )agbl) + 5tr(a16n(Y7;+1)a2b1)

— dXtr(aren(enY, X, )ashy)

(
(
= tr(@mY,z "N agby) + 0tr(aren (Y, 1 )ashi) — Str(aren(en Y, 1 )azbr)
= tr(a Y,z A agby) + 0tr(aren (Y, 1 )ashi) — Str(aren (Y, 1 en)azbr)
= tr(a1e,(X,Y,)azb) + dtr(aren (Y, 1)azbr) — 0Atr(are, (X, Y, en)azby)
tr(ar€n (Vo1 Xn)ashr) = tr(bien (Y, 101Xy )az) = tr(ba)
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Beim Ubergang zur vierten Zeile wurde der vierte Fall verwendet.

Es bleiben jetzt nur noch die nicht diagonalen Fille, die ein e, mit X,, oder X, ! paaren.
Diese treten aber de facto gar nicht auf. Denn wegen der vorausgesetzten Halbeinfachheit des
Ideals I, 11 gibt es eine zentrale Idempotente z € BfH_l mit zl’j’fb_s_1 = I,y1. Sei nun a € Iy,
also @ = az. Dann ist ab = azb = a(zb). Also kann ObdA auch b € I,,;; angenommen werden
(ansonsten ist die Spur 0). Aber a,b € I,y impliziert, dafl es sich um Linearkominationen der
Form a = Y, ajeqal,b = 3, bie,b} mit a;, al, b;, b € BE handelt. Terme dieser Art wurden aber
schon behandelt. |

6 Der Struktursatz

In diesem Abschnitt wird das Hauptergebnis der vorliegenden Arbeit gegeben: Die Struktur von
BE fiir endliche k als halbeinfache, endlichdimensionale Algebra wird geklirt. Zunsichst werden
aber noch einige Definitionen benétigt.

Ein Young-Diagramm A der Gréfle n ist eine Partition der natiirlichen Zahl n: A =
A,y Ak)s Zz Ai = n, Ay > Aip1. Im folgenden arbeiten wir mit geordneten Tupeln von k Young-
Diagrammen A = (\!,...,\¥) (vergl. [1]). Die GroBe eines Tupels von Young-Diagrammen ist
die Summe der GréBen seiner Bestandteile. Es bezeichne T' k die Menge der k-Tupeln von Young-
Diagrammen der Groflen n,n —2,.. ..

69. Satz. Fs sei R ein im Sinne von Definition 30 zuldssiger Ring, und K sei sein Quotien-
tenkorper. Dann gilt fiir BX = BE(K), k < oo

1. BE ist eine halbeinfache Algebra. Die einfachen Komponenten werden durch fﬁ indiziert.
B = P Bt (120)
Aelk

2. Die Bratteliregel fir die Einschrinkung von Modulen lautet: Ein einfacher Bﬁ,g Modul V,,v €

f’fL zerfillt als BE_, Modul in alle Module \ € ff‘;_l, die aus v durch Zufiigen oder Wegnehmen
einer Box entstehen.

3. tr ist eine treue Spur. Zu jedem Tupel von Young-Diagrammen \ € fﬁ gibt es eine minimale
Idempotente py und eine nichtverschwindente Funktion Qy, die nicht von n abhdngt und

tr(px) = Qa/x™ erfillt.

Zum Beweis benttigen wir einige Resultate der Jones-Wenzl-Theorie der Inklusionen endlich-
dimensionaler, halbeinfacher Algebren.

Sei A C B C C eine Einbettung endlichdimensionaler Algebren iiber einem Korper der Cha-
rakteristik 0. Es seien A und B halbeinfach, und tr eine mit der Einbettung vertrigliche, nicht
ausgeartete Spur auf ihnen. Die bedingte Erwartung dieser Inklusion ist dann €4 : B — A, tr(ab) =
tr(aea(b)). Ferner gebe es eine Idempotente e € C, so dafi e = e,ebe = eca(b)Vb € B und
¢ :A— C ar ae injektiv ist.

Eine solche Situation kann allein aus dem Inklusionspaar A C B mit seiner gemeinsamen
treuen Spur tr und bedingter Erwartung e, konstruiert werden. Sei dazu C := {a : B —
B | alinear,a(ba) = a(b)a¥a € A,b € B}. Die Einbettung B C C wird gegeben durch
b — ap,ap(by) := bby. Dabei wird e gegeben durch e4 = €4 : B — B. Die Unteralgebra von
67 die von B und e4 erzeugt wird, wird mit < B,e4s > bezeichnet. In diesem Rahmen hat Wenzl
die folgenden Ergebnisse bewiesen. [34, Theorem 1.1]

1. < B,es >= Enda(B)
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2. Die einfachen Komponenten von A und < B, e 4 > stehen in Bijektion. Die Einbettungsmatri-
zen von A C B C< B, e4 > sind zueinander transponiert. Falls p eine minimale Idempotente
in A ist, dann ist auch pe 4 eine minimale Idempotente in < B, ey >

3. < B,ey >= BeyB
4. < B,e >=< B ey > EBE, wobei B eine Unteralgebra von B ist.
5. 4 impliziert, dafl das von e in C' erzeugte Ideal isomorph ist zu < B,e4 >.

Jetzt kann der Struktursatz bewiesen werden.

Beweis: Bf ist der Grundkérper. Also ist die Behauptung wahr mit tr(p(., . .)) = tr(1) =
Q(.,,,,,.)/xo, Q(.,....) = 1. Die Algebra B¥ ist von der Dimension k und hat eine Basis {1,Y,... Y*~1}.
Sie ist kommutativ und halbeinfach. Die einfachen Blocke sind durch die Eigenrdume von Y ge-
geben. Die Existenz der Idempotenten haben wir uns schon in der Diskussion im Anschlufl an
Gleichung (68) iiberlegt. Die Spur ist auf B} nicht ausgeartet, denn die Determinante von tr(Y?Y7)
verschwindet nach Lemma 31 nicht.

Sei der Satz induktiv schon fiir BY bewiesen.

Die Jones-Wenzl-Theorie kann (nach Induktionsvoraussetzung und den bereits bewiesenen
Eigenschaften der Spur) auf folgende Situation angewendet werden: A = B¥ | B = BF C =
BfL i,e= z Ye,, €4 = €,_1, denn A, B sind nach Induktionsannahme halbeinfache Algebren mit
einer gemeinsamen treuen Spur. Die Idempotenz e? = e ist klar und die Beziehung zur Spur und
zur bedingten Erwartung stimmen nach den Ergebnissen aus Abschnitt 5. Insbesondere garantiert
Lemma 62 (mit n — n — 1), daf} €,_1 existiert.

Aussage 1 der Jones-Wenzl-Theorie besagt dann, daB End(B) =< B,es > halbeinfach
ist. Dies ist aber nach Aussage 5 gerade das von e erzeugte Ideal I,,;;. Die Quotientenalgebra
Bl /1,41 ist die Ariki-Koike-Algebra AKY, | und laut [1] ebenfalls halbeinfach. Also® ist auch
Bk, halbeinfach und besitzt daher eine Darstellung als direkte Summe B, | = I,, .1 @B, | /1, 11.
Aussage 2 bedeutet, da} die einfachen Komponenten von I,,; durch fﬁ_l indiziert werden. Die
einfachen Blocke von AK® 41 werden durch Tupel von Young-Diagrammen der Grofie n+1 indiziert
(siehe [1]).

Damit ist Punkt 1 des Satzes vollstindig bewiesen.

Die Inklusionsmatrix des Teils I,, ;1 ist die Transponierte der Inklusionsmatrix von thl C Bfl
und damit von der in der Bratteli-Regel behaupteten Form. Fiir den Teil AKﬁ 1 folgt die Giiltigkeit
der Bratteli-Regel aus [1].

Um die Treue der Spur zu erweisen, miissen wir zeigen, dafl die Funktionen @ nicht ver-
schwinden. Falls p, € BE_| eine minimale Idempotente in Bfkl’ y ist, folgt nach Punkt 2,
dafl x_lp(u, A€n eine minimale Idempotente in Bk 41 ist. Die Spur dieser Idempotenten ist
tr(z7'pren) = x72tr(py) = Qx/x" T2 Dies verschwindet offensichtlich nicht. Die Idempotenten
dieser Art sind diejenigen von I,,41. Fiir die anderen Idempotenten (die von Bfl 11 /I+1 herkom-
men) werde () definiert durch tr(py) = @Qx/z"™. Zum Beweis, daff diese () nicht verschwinden, wird
der klassische Limes benétigt. Eine minimale Idempotente py von BE liefert eine Idempotente im
Limes. Wir wissen bereits, daf in diesem Limes die Spur treu ist. Also hat die Funktion @), einen
nicht verschwindenden klassischen Limes und kann daher selbst nicht verschwinden. ]

Aus der Darstellungstheorie der orthogonalen und symplektischen Quantengruppen (siehe
etwa [4]) kénnen (modifizierte) Tensordarstellungen der Algebren BX gewonnen werden. Sei némlich
B die permutierende R-Matrix in der fundamentalen Darstellung 7y : U,(g) — End(V) einer

3Im allgemeinen ist die Halbeinfachheit von I und A/I in 0 — I — A — A/I — 0 nicht hinreichend fiir die
Halbeinfachheit von A. In unsere Situation ist aber A eine endlichdimensionale Algebra iiber einem Korper, und
fiir diese ist Halbeinfachheit dquivalent zum Verschwinden des Radikals. Nach Voraussetzung haben also I und A/I
verschwindende Radikale. Die Abbildung A — A/I wirft das Radikal Rad(A) in das Radikal von A/I, also in das
Nullideal. Also ist Rad(A) C I und darum Rad(A) = I NRad(A) C Rad(I) = {0}. Es folgt die Halbeinfachheit von
A.
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solchen Quantengruppe, und sei my eine weitere irreduzible Darstellung. Dann wird W ® V" wie
folgt zum Darstellungsraum der Algebra BX(C(),q)),z =1— (A —A"1)/(¢ — ¢~'): Der Generator
X; wirkt durch idyw ® idy - - - ® B ® idy, wobei B im i- und ¢ + 1-ten V wirkt. Der Generator Y
wirkt durch (7w @ 7y )(R21R) ® idy ® ---idy. Die Giiltigkeit der Relationen (5) - (8) ist dann
nach der Theorie der Darstellungskategorie der Quantengruppen klar. Ebenso folgen sofort (27),
(28) und (29) aus dem graphischen Kalkiil der Dartstellungskategorien. Die Relationen (64) und
(30) folgen aus der Endlichdimensionalitit resp. aus der Irreduzibilitét von W.

B (s°)
821 (Da') ('7D)
822 (DD") (S") (v) (Dv‘:\) (" E) ('7‘:\‘:\)

Abbildung 7: Das Bratteli Diagramm von B2,

7 Tensordarstellungen

Im Gegensatz zu den oben betrachteten modifizierten Tensordarstellungen bauen echte Tensordar-
stellungen der Zopfgruppe ZB,, nur auf einem Vektorraum auf.

70. Definition. Fin Vierzopf-Paar (B, F) auf einem Vektorraum V besteht aus Isomorphismen
F:VV,B:VV-=-VV, sodaf gilt

(F®id)B(F®id)B = B(F®id)B(F ®id)
(B®id)(id® B)(B®id) = (id® B)(B®id)(id® B)

Ein Vierzopf-Paar definiert eine Darstellung von ZB,, auf V& durch

¢ : ZB, — End(V®")
o= Fel---®1
o= 1l®-®19B®1---®1

7.1 Tensordarstellungen zu k = 2

Aus den Arbeiten von Wenzl und tom Dieck ist bekannt, wie sich Tensordarstellungen von
B2, (C(q)) gewinnen lassen. Dabei sei im Grundkérper § = g —¢~*. Die Konstruktion des Vierzopf-
Paares verwendet die R-Matrix der Quantengruppe Uy(son), N = 2m + 1,m € N. Die N di-
mensionale definierende Darstellung sei V' = span{v; | ¢ € I}. Wir verwenden die Indexmenge
I={-N+2-N+4,...,-3,-1,0,1,3,..., N — 2}. Die permutierende R-Matrix B = TR ist
dann

B = Y (afii®fii+q firi® i)+ foo® foo+ Y, fii® fii+
i#0 i

(=g ") Zf” ® fij— Z q%fi,j ® fi—j

i<j j<—i

Dabei ist f; ; die N x N Matrix, die an der Stelle (4, ;) eine 1 und sonst 0 beinhaltet.
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Aus E :=1— (B — B71)/§ bestimmt man

E=>"q¢7fi;®fi;
,J
Daraus folgt sofort £ = zF mit z = ), ¢", und daraus \ = g,
Von tom Dieck stammt die folgende Losung der 4-Zopf-Relation.

F=—foot+q'? Z foit+ (@t =1) Z fii (121)
i£0 i>0
Diese Matrix erfiillt
F? = (¢'-1)F+q"!
(Fe1)B(F® 1)B = B(F®1)B(F®1)
E = EF®1)B(F®1l)

Der reskalierte Generator Y := A\/2Y = ¢™Y erfiillt 61)7XA1)7 = e;. Eine Darstellung der Algebra
B2 ergibt sich deshalb aus dem Vierzopf-Paar (B, F), wenn Y auf F' abgebildet wird. Die Parameter
der zugehorigen Tensordarstellung sind ¢; = (¢71 — 1), A = ¢* .

Die Markovspur kann als Matrix-Spur verstanden werden. Dazu sei D die Diagonalmatrix
D;; == ¢'. Damit wird definiert ¥ : End(V®") — K, ¥(a) := Tr(a(D®"))/Tr(D®"). Hier ist Tr
die gewohnliche Spur von Matrizen.

71. Lemma. tr =V o ¢

Beweis: In den Parametern dieser Darstellung ist

= A @ ¢ -1 ¢'-1
t Y = — = = —
W=7 =1 Q@A 1—g ¢V 1-—gN
Andererseits ist
(D) = Y ¢4+ Y =1+a' > (' +a) (%)
13i>0 13i<0 i=1 i=1
P Sl A Bl il
1—¢? 1—q2
m
T(DF) = -1+ > (¢'=1)¢=(>—¢ "D () —1
13i>0 i=1
-2 -1
_ 19" —4q 2 _ N4y _q
T (¢@—q¢" )
N+1, 2N _ 2N—1,  N+2
> —¢ T +q —q +4q q—1
U(Y) = Te(DF)/Tx(D)= P = g ali———
Der Rest des Beweises wird wie im A-Fall [34] gefiihrt. 0

7.2 Tensordarstellungen zu k£ =3

Eine Zylinder-Zopfmatrix, die die Zopfmatrix der Quantengruppe U,(sos) zu einem Vier-Zopt-
Paar erginzt, ist gegeben durch F := PGP~!. Dabei ist P die Matrix, die das Element 7 =
(5,—4,3,1,2) aus der Coxeter-Gruppe WBj als vorzeichenbehaftete Permutationsmatrix realisiert:
Pe; = sgn(7(i))er(;). Die Matrix G ist gegeben durch
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1 +b+ 144 __ a2 ay aib(1+q) _ aiby/q
b q? asq as\/q azaz(b—1)%2,/q a3?(b—1)2(1+q)
as(1+9)* 1ip_1-1 al+q atb(1+q) 0
a2’ b Td wva @60y
_as(b=1)"(1+q) az(b—1)
G:=¢ T AN 1 0 0
_aza3(b—1)*(14q) a3(b—1)° 0 0 0
aqu% a3b/q(1+q)
TS 0 . . )
a%bq%

Das charakeristische Polynom ist
(@®0—1)%(t —¢*~1)*(1 - 1)

Die Parameter der BE-Darstellung sind

r = ¢ 34+q¢ +1+q+¢
A = 0N+ 4+ bg + ¢ +07¢%)
4, = CHOHEE D+ 1) 42264@5 +qd)+0*1-a-+¢°+4")
© = ¢
a = b4 +bg?)
@ = b+t 41

8 Invarianten von Knoten im Volltorus

Durch das Schliefen von Zopfen entstehen Verschlingungen. Der Aquivalenzbegriff fiir Verschlin-
gungen induziert damit eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Zopfe. Das klassische Markov-
Theorem beschreibt diese Aquivalenzrelation rein algebraisch.

S. Lambropoulou [22] und A. B. Sossinsky [29] haben Markovs Theorem auf B-Zopfe verallge-
meinert. Zwei Zopfe 51, B2 haben demnach dquivalente SchlieSungen Bl, 52 genau dann, wenn 31, B2
durch eine Folge zweier elementarer Ziige ineinander iiberfithrt werden kénnen: Zug I: Konjugation
B~ afBa~! und Zug II: a ~ a7, fiir a € ZB,,.

Das Theorem impliziert die Existenz einer Erweiterung des Kauffman-Polynoms fiir B-
Verschlingungen. Es bezeichne 7 : ZB,, — B den Morphismus 7; ~ X;. Ohne weiteren Be-
weis konnen wir jetzt eine Invariante der B-Verschlingung B, die durch Schlieflen aus dem B-Zopf
B € 7ZB,, entsteht, hinschreiben:

72. Definition. Das B-Kauffmanpolynom einer B-Verschlingung B ist definiert als
L(B,n) := 2" ]XOtr(p) B eZB, (122)
e : ZB,, — Z ist die Exponentialsumme mit e(r;) = 1,e(70) = 0.

Auf Typ-A-Verschlingungen reduziert sich das zur Dubrovnik-Variante des Kauffman-
Polynoms.

9 Halbeinfachheit im nichtgenerischen Fall

Bisher hatten wir als Grundring stets (einen Quotienten) eines Laurentringes vorausgesetzt. Dies
war beim Beweis der Halbeinfachheit entscheidend. Hier soll diskutiert werden, was passiert, wenn
C als Grundkorper verwendet wird.
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Ein Teilergebnis kann durch direkte Ubertragung von Wenzls Analyse der Typ A BMW Al-
gebra erzielt werden (vgl. [34, Chap. 4]). Das Annulatorideal der Spur werde mit J,, bezeichnet

Jp = Jn(\x, Ay,..) ={a € BY |Vbe BY: tr(ab) = 0}

Lemma 66 impliziert dann J,, C Jn_H, und damit ist die GNS-Darstellung ﬂt(f ) des Spurzustandes
unabhéngig vom Darstellungsraum: 7rtr +1)(Bk) §f ) (BE).

73. Satz. Die Algebra . (BF) ist halbeinfach, falls

¢ —q*
H 2;«&0 Vi<m<n

¢*pi # p; Vdez,ldl<n,z¢j7osm3k—1

Beweis: Der Beweis besteht aus einem Neudurchgang durch den Beweis von Satz 69, bei
dem die Algebren durch ihre Bilder unter der Darstellung 7, ersetzt sind. Da 7 (B%) /7. (I,,) ein
Quotient der Ariki-Koike-Algebra ist, kann die Halbeinfachheit gefolgert werden, wenn alle Ariki-
Koike-Algebren mit hochstens n Stréngen halbeinfach sind. Die Bedingung dafiir ist aber laut [2]
gerade die angegebene. ]

Bei der Untersuchung von BA,, fahrt Wenzl fort, indem er Kriterien fiir J,, = 0, d.h. fiir die
Halbeinfachheit von BA,, angibt. Dieser Teil seiner Untersuchung kann nicht iibertragen werden, da
er entscheidend benutzt, dafl ein Quotient von BA,, als Zentralisator des n-fachen Tensorproduktes
der fundamentalen Darstellung der Quantengruppe zu soy auftritt.

10 Die volle Typ B Birman-Murakami-Wenzl-Algebra

Eine 'volle’, d.h. alle heuristischen Erwartungen erfiillende Birman-Wenzl-Algebra vom Typ B sollte
graphisch erzeugt werden von allen in Bild 1 vorkommenden Generatoren X (@ X, (@)= 1, eE ,12>0,
die jeweils 4-Term Skeinrelationen geniigen. Es sollten dann alle Isotopiebewegungen und Skeinbe—
wegungen erlaubt sein. Wir hatten schon gesehen, daf der Projektor eg auf den py Eigenraum von
Y mit den e;,7 > 1 die Relationen der B-Temperley-Lieb-Algebra erfiillt. Damit eine Skeinrelation

mit vier Termen gilt, setzen wir k£ = 3 und betrachten in diesem Fall eg genauer:

e = og— ozo(pf1 + pgl)Y + aopflplez (123)

go = Pop1D2 g1 = —Pop1 — P1P2 — Pob2 g2 =po+Dp1+D2 (124)

Y2 = —pips+ (p1+p2)Y + ag 'pipeco (125)
YU = prt4prt = 'Y + a5y e (126)
eo = aopoY '+ aopopy Py Y — poco(pit +p5 ") (127)

¢ = woeo  wo:=ao(l—polpy ' +p;t) +pipr st (128)
ereoer = wper  xp=aolw — Ai(pr T +py ') + Aspy 'py ) (129)

Relation (125) kann dazu benutzt werden, Y2 zu eliminieren.

Die graphische Interpretation suggeriert ferner, daf§ ein klassischer Limes existieren und zur
Algebra der symmetrischen Brauergraphen [28] isomorph sein sollte. Fiir n = 2 gibt es 25 solche
Graphen. Von den 27 Basiselementen von Bj ergeben Y2XY?2 XY2XY? nach Anwendung von
(125) keine Brauergraphen. Es muf also weitere Relationen geben. Die Uberlegungen aus Bild 8
motivieren die folgende Definition.

Als Grundring wéhlen wir in diesem Abschnitt L3 (resp. dessen Quotientenkérper), denn
dann ist ein klassischer Limes mit Y2 = 1 moglich. Dabei ist es giinstig, die Konsistenzgleichungen
nach p1, pa2, Ao aufzuldsen.
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74. Definition. Die volle Typ B Birman-Murakami- Wenzl-Algebra VB,, ist definiert als der Quo-
tient von B3 nach

XY X ey = (07 43 Deo + ag tpg teoereo — py oy teo X1V X (130)

Die Parameter sind z, A, pg, p1, 02, A1, A2, ap. Es miissen drei Konsistenzgleichungen befriedigt
werden. Die topologische Interpretation von Y als Band, das stets zur Zylinderachse hin orientiert
ist, legt die folgende Wahl nahe:

po =1 (131)

Wir werden die weiteren Relationen trotzdem fiir beliebiges py hinschreiben. Nach (131) bleiben
noch vier freie Parameter. Als weitere, topologisch motivierte Relation kann noch gefordert werden:

!/
To = Ty

N ) ) ) )

— _ —1 p1+p2 1
pP1p2 + p1p2 +;D0a0

A A A A

Abbildung 8: X ly-1x 1 ey kann topologisch (aber nicht algebraisch) auf eine symmetrische
Form gebracht werden (erste Gleichung). Die Skeinrelation (126) erlaubt dann die weitere Zerle-
gung. Das motiviert (130).

75. Satz. VB, ist halbeinfach und trigt eine treue Markovspur. Das Bratteli-Diagramm besteht
aus dem Unterdiagramm des Bratteli-Diagramms von B2, das aus denjenigen Tripeln von Young-
Diagrammen besteht, die maximal eine Box im ersten Young-Diagramm besitzen.

Beweis: Als Quotient einer halbeinfachen Algebra ist VB, selbst halbeinfach. Damit ist auch
sofort klar, daf} tr eine treue Spur induziert, von der aber nicht klar ist, ob sie die Markoveigenschaft
hat. Thre Treue zeigt aber, dafl das Analogon der Inklusions-Hypothese 61 erfiillt ist. Wenzls Zugang
liefert dann eine Markovspur.

Wir zeigen jetzt, daf§ im Quotienten genau die im Satz beschriebenen Komponenten auftreten.
Bis hinauf zu n = 2 148t sich das miihelos verifizieren. Betrachten wir noch einmal den Induktions-
schritt im Beweis von Satz 69. Der Teil der n 4 1-Zeile im Bratteli-Diagramm, der der n — 1-Zeile
entspricht, ist nach Induktionsannahme von der beschriebenen Form. Es bleibt also nur zu unter-
suchen, welche der durch Multi-Young-Diagramme mit n + 1 Ké&stchen indizierten Komponenten,
also der Komponenten von AK’fL 11, mit der neuen Relation vertrdglich sind. Es muf} also geklart
werden, welche Modulen der Ariki-Koike-Algebra vertréiglich sind mit der Restklasse der Relation
(130) im Quotienten nach dem von e; erzeugten Ideal:

XWX reg = (prt + 05 M eo — py oy P XY X e (132)

Wir beschreiben kurz die irreduziblen Module der Ariki-Koike-Algebra AK®. Eine Basis des
Moduls, der durch das Tripel von Young-Diagrammen A = (Ao, A1, A2) indiziert wird, ist gegeben
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durch die Menge der Multi-Young-Tableaux (MYT) ¢ = (¢o,t1,t2) der Form ), gefiillt mit 1,...,n.
Der Generator Y wirkt durch Multiplikation mit p;, falls 1 sich im Tableaux ¢; befindet. X; wirkt
als Multiplikation mit g, falls sich 7,7 + 1 in der selben Zeile des selben YT befinden, und als
Multiplikation mit —q~!, falls sich 4,7 + 1 in der selben Spalte des selben YT befinden. Um die
Wirkung von X; auf den restlichen MYT beschreiben zu kénnen, brauchen wir einige weitere
Definitionen. Es sei ¢;(i) := m — [, wobei m die Spalte und [ die Zeile des Késtchens ist, in dem
i in seinem YT steht. Ferner sei 74(i, j) := c:(j) — c(i), A(w, 2) := 1 — ¢**z und my () bezeichne
den Index des YT, das ¢ enthélt. Die Wirkung von X ist dann

Xt == (qA(re(i + 1,0), P)) " ((¢* = Dt + '/ A(1 + ry(i + 1,4), P))

mit P := pmt(i)p;i(iﬂ). Dabei sei ¢ das MYT, das aus ¢ durch Vertauschen von 4 und 7 + 1
entsteht.

Aus der Beschreibung der Wirkung von Y wird klar, dafl eg als Projektor auf diejenigen MYT
wirkt, in denen 1 im ersten YT steht. Wir miissen also

X1—1Y71X1—1 — pl—l +p2—1 _p1—1p2—1X1YX1

auf solchen MYT testen. Nachdem die linke Seite vollstéindig expandiert wurde, (X7 —8)Y ~(X; —
§) =XV 11X, —§(X Y1+ Y1X,) +62Y L) 1iBt sich die Relation direkt anwenden. Da 1 in der
Position (1, 1) des ersten YT steht, und die Relation aufler Y nur X; enthiilt, gibt es nur drei Fille
zu unterscheiden. Falls die 2 ebenfalls in ¢( steht, kann sie dort nur auf der Position (1,2) (Fall A)
oder der Position (2,1) (Fall B) auftreten. Falls die 2 aber nicht in ¢y steht, muf sie in ¢; oder t9
die Position (1,1) einnehmen (Fall C). Eine einfache, aber lingliche Rechnung zeigt dann, daf} die
Bedingung in den Fillen A und B verletzt ist, im Fall C aber gilt. Die 2 darf also nie im ersten
MYT unter oder rechts von der 1 zu stehen kommen. Da die X; aber beliebige Permutationen
generieren, ist das nur dann ausgeschlossen, wenn es iiberhaupt keine derartigen Késtchen gibt, d.
h. wenn das erste YD maximal ein Késtchen enthlt. a

Das Bratteli-Diagramm von V5, kann demnach einfacher gezeichnet werden, indem das erste
Diagramm weggelassen wird. Die Zahl der Kistchen in den MYD der Algebra B3 ist n,n —2,....
Einem Paar (t1,t2) von Yang-Diagrammen mit einer beliebigen Zahl von Késtchen m < n ent-
spricht also das Diagramm (-,¢1,¢2), falls m — n = Omod2, und das Diagramm (O, ¢y, t9), falls
m —n = 1lmod2. Die Bratteli-Regel ist so zu ergéinzen, daf8 eine unveriinderte Ubernahme eines
Paares von YD von einer Zeile zur néchsten erlaubt wird. Dies ist genau die Beschreibung des
Bratteli-Diagramms der symmetrischen Braueralgebra, die Holger Reich in seiner Diplomarbeit
[28] gegeben hat.

Bevor wir den klassischen Limes diskutieren, ist es notwendig, noch einige Relationen bereit-
zustellen.

aY'X, = VXYW X? = A YXE (133)
= e Y\ —=0p;'pyt) +erd(prt + o5t — A2AL) + eregdag py
ereoX1 = aopoer(Y ' +pr 'Y —prt —pr )Xy
= e YagpoA —op7 tpyt = A p%py?) +ereo(6 + A py Y (134)

+eraopo(dpy 4 0py ' — 6N A,
+or'py (4P AT = Ap = Ay )
Mit Hilfe dieser Relationen kann egXjep berechnet werden, indem (130) von rechts mit X7 multi-
pliziert wird. Die linke Seite ist dann egX; 'Y ~! und kann sofort zu einer Summe von neun Termen
expandiert werden. Auf der rechten Seite setze man (134) ein. Dann ergibt sich:
€0X1€0

@oPo

= eperY(A = A"'pi%py %) + eoereon g tpg oy ey (135)
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—eoX1Y Xipy 'py 10+ eo(8(py !t +p3t) + dxoag g — Py Py o)
+eoer (—6N* AL+ (pr'py Y + ooy AT = AT + 3 ) +
Py 'y pa o)

In diesem Ausdruck bewihrt sich die Wahl py = 1: Sie bringt die Koefizienten der asymetri-
schen Terme egeq, ege1Y zum Verschwinden.

Wir beschreiben den klasssichen Limes als zweistufigen Prozef3. Im klasssichen Limes soll gelten
Yeqg = eg, so daB fir die erste Stufe Lo der Limes py — 1 durchgefiithrt werden mufl (falls nicht
von vornherein mit py = 1 gearbeitet wird). Dann driicken wir 6 durch x aus und definieren L
als den anschliefenden Limes A — 1. Weiter muf} o 1 5 0 sein. Um das zu erreichen, fithren wir
die Substitution S ein, die ag nach (128) durch z ausdriickt. Der gesamte Limesprozess ist also
L := L;SLy. Es ist dann L(ay') = 0. Weiter ist L(x)) = 0/0, so daB im Limes x nicht mehr
festgelegt ist.

Ein kleiner Schonheitsfehler liegt darin, dafl der Koeffizient von egejeq in (135) im Limes ge-
gen —1 statt gegen 1 geht. Dessen ungeachtet ist aber sofort klar, dafl eine Variante der von H.
Reich untersuchten symmetrischen Braueralgebra definiert werden kann, in der eine horizontale
Reidemeister-II-Bewegung auf der Symmetrieachse ein Minuszeichen generiert. Dies stort insbe-
sondere nicht die Uberlegungen zur Treue der Spur.

Ein anderer Kompromif3 ist moglich: Es treten keine Vorzeichenprobleme auf, wenn man nicht
fordert, daf8 der Beitrag von eg zu Y2 im Limes verschwinden muf. Dies tritt bei den Tensordar-
stellungen (die interessanterweise iiber VB, faktorisieren) aus Abschnitt 7.2 auf.

11 Epilog: Der Weg zu einer kategoriellen Interpretation

Wir sind Versuche, wollen es auch sein.
Friedrich Nietzsche

Die Typ-A BMW-Algebra besitzt eine natiirliche kategorielle Anwendung: Quotienten von
ihr treten als Zentralisatoren (d.h. als Endomorphismenalgebren in den Darstellungskategorien)
des n-fachen Tensorproduktes der orthogonalen und symplektischen Quantengruppen auf. Um
auch fiir die Typ-B-Verallgemeinerungen entsprechende Interpretationen zu ermoglichen, mufy das
Konzept der Tensorkategorie auf den B-Fall verallgemeinert werden. Dieser Epilog unternimmt
einige Schritte in diese Richtung. Der Schwerpunkt liegt dabei auf der Begriffsbildung. Beweise
werden nur skizziert oder ganz weggelassen, wenn die Aussage geometrisch plausibel ist.

Die Grundziige der Theorie, die in diesem Anhang préasentiert wird, wurde in Diskussionen mit
Herrn tom Dieck erarbeitet und dann unabhéngig weiterentwickelt [9]. Ihre Wurzeln sind zum einen
die schon friiher von tom Dieck [7] vorgeschlagene Interpretation einer B-Kategorie als Modul {iber
einer A-Kategorie, zum anderen die in [16] aus physikalischen Uberlegungen definierten Strukturen.

Unsere Notationen fiir Tensorkategorien schliefen moglichst dicht an Kassels Buch [20] an.
Insbesondere ist axy,z : (X®Y)®Z — XRQ(Y ®Z) der Reassoziations- und cxy : XQY - Y ®X
der Zopfmorphismus.

11.1 Modulpaare von Tensorkategorien

In diesem Abschnitt wird die Idee formalisiert, eine Tensorkategorie auf einer anderen wirken
zulassen. Die zweite Kategorie wird damit zu einem Modul der Monoidstruktur der ersten.

76. Definition. Sei B eine beliebige Kategorie und A eine Tensorkategorie. Wir sagen, daff A
auf B (von rechts) wirkt, wenn es einen Funktor x : B x A — B gibt, so daff die folgenden Aziome
erfullt sind.
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1. Die folgende Gleichung gilt, wann immer beide Seiten definiert sind.
(f*a)(f' =g') = (ff)*(99) (136)

2. Es gibt einen natirlichen Isomorphismus A € Nat(x(Id x ®),*(x x Id)), d.h. Ay x, x, :
Y*X1®Xo = Y x Xy x Xo, so daf$ folgendes Pentagondiagramm fiir alle Objekte Y €
Obj(B), X; € Obj(A) kommutiert:

idy*ax;,xq,x
1,242,443
5

Y« (X1 ® Xo) @ X3 Y« X1 ® (X2 ® X3)

Ay, X1, X,®X5 +
\I/>\Y,X1®X2,X3 Y*X1 *X2®X3 (137)
AV X1, X20X5 +

Y « X7 % Xo % X3

Ay, xq, x5 *¥idx
\X1,Xg 3
S

Y % (X1 ® X3) @ X3

3. Es gibt einen natiirlichen Isomorphismus py : Y *1 =Y, so daf

Y*x1®X MLy kX
Y« X v Y« X

Hier bezeichnet 1 das Finsobjekt in A und lx : 19 X — X ist sein Kompatibilititsmorphismus
A.

Das Paar (B, A) (zusammen mit dem Funktor x) heifft Modulpaar. Wir sagen auch, A wirke auf
B.

77. Beispiele. 1. Jeder Tensorfunktor F : A — B zwischen Tensorkategorien macht (B,.A)
zu einem Modulpaar durch die Definition X *Y = X @ F(Y),Axvi,v, = a)_(lF(Yl) F(Ya)"
Insbesondere wirkt jede Tensorkategorie auf sich selbst.

2. Sei A eine Kategorie von Bimoduln iber einem Ring R. Diese Kategorie wirkt auf der Ka-
tegorie B der R-Rechtsmoduln. Auch dies ist ein Sonderfall des ersten Beispiels. Man wdhle
fir F den Vergif$funktor.

3. Sei A eine Gruppe, die als Kategorie betrachet wird: Die Objekte sind die Gruppenelemente,
das Tensorprodukt ist Gruppenmultiplikation. Die Endomorphismenrdume sind alle isomorph
zu einem Ring R. Zwischen verschiedenen Elementen gibt es nur 0 € R als trivialen Mor-
phismus. A wirke auf einer Menge B, die wir in dhnlicher Weise zu einer Kategorie machen.
Dann bilden A und B ein Modulpaar.

Weitere Beispiele werden spéter gegeben.

78. Definition. Das Modulpaar (B, A) heifit strikt, falls A eine strikte Kategorie ist, und falls fir
alle Objekte gilt: Y + X1 x Xo =Y * X7 ® Xo, Ay, x,,x, = 1dy.x,+x, und py = idy.

79. Definition. Seien (B, A) und (B',A") zwei Modulpaare. Ein Funktor zwischen (B, A) und
(B', A") besteht aus folgenden Daten:

1. Ein Funktor Fg: B — B’

2. Ein Tensorfunktor Fa : A — A" mit funktoriellen Isomorphismen g, ps definiert wie in

[20][X1.4.1].
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3. Natiirliche Isomorphismen wxy : Fg(X «Y) — Fg(X) x F4(Y), so daf das folgende Dia-
gramm, kommutiert.

Fa(Y % X1 ® X») A X Fa(Y % X1 % Xo)
dwyx 9x, WY X1, Xs +
Fp(Y) * Fa(X1 ® X2) Fp(Y * X1) x Fa(X2) (139)
Lid * @o(Xy, Xo) 7t wy,x, *1dp,(x,) +

>‘/F Y).F X Fa(X
B(Y), ( ), FA(X2)
A*}

Fp(Y) x Fa(X1) ® Fa(X2) F(Y) * Fa(X1) * Fa(X2)

4. FEs kommutiert
Fs(Y 1) Fley) gy

{ Wy,1 p,FB(Y) T (140)
F(Y)* Fa(l) % Fa(y)#1

Tensorkategorien kénnen mittels eines Verfahrens von MacLane strikt gemacht werden. Ein
dhnliches Resultat gilt auch fiir Modulpaare:

80. Satz. Jedes Modulpaar (B, A) ist dquivalent zu einem strikten Modulpaar (BSt*, ASt).

Beweis: Der Beweis ist eine Erweiterung von MacLanes Beweis: Die Objekte von B*" sind
definitionsgeméfl Tupel bestehend aus einem Objekt aus B und beliebig vielen aus A, d.h.

Obj(B*) = {(Y,X1,...,X) | Y € Obj(B), X; € Obj(A), k € No}
Obj(A™) = {(X1,...,Xk) | X; € Obj(A), k € No}

Der Aquivalenzfunktor ist auf Objekten definiert als
Fa: A 5 A (X100, X)) » X1 @ (X2 ® (-+4))

und
FBZBStr%B,(KXl,...,Xk)'—)Y*Xl*“-*Xk.

Die Morphismenrdume werden definiert durch

B/IOI‘?XY(Sl7 SQ) = MOI‘A(FA(Sl), FA(SQ))
Mor?}r(Sl,Sg) := Morg(Fg(S1), Fg(S2))

Die Funktoren Fj, F 4 sind wesentlich treu und voll treu (essentially faithful und fully faithful).
Also handelt es sich bei ihnen um Aquivalenzen von Kategorien. Ein Rechtsinverses ist gegeben
durch Y — (V).

Tensorprodukte und die Wirkung werden durch das Anhéngen von Tupeln gegeben. Es miissen
noch die natiirlichen Isomorphismen wg g/ : Fg(S*.S") — Fg(S)* F4(S’) definiert werden. Das ge-
schieht durch Induktion iiber die Lange von S’. Man setzt wg, () := p;Bl(S) yws,(x) = id, wg (x)gs =

A;;(S)VX’FA(S,)MS*(XLS/. Die folgende Gleichung liefert die Grundlage zum Beweis von (139).

)\FB(S)7FA(S/),FA(S”)(idFB(S) * @2(5/’ S”)fl)ws,s/(gsu = (wS,S/ * idF_A(S”))wS*S’,S”

Beweis durch Induktion nach der Lénge von S’. m|

Die Striktifizierung vereinfacht wesentlich die Aufgabe, Modulpaare durch Generatoren und
Relationen zu beschreiben (analog zu [20][XII.1]). Wir starten mit einem strikten Modulpaar (B, A)
und zeichnen eine Menge F von B-Morphismen aus. Sie werden benutzt, um formale Worte rekursiv
zu definieren: Alle Worte der Linge 1 sind von der Form [f] mit f € F oder von der Form
[idy],Y € Obj(B). Falls a, b Worter der Lange < n sind, und g ein Morphismus aus A ist, dann sind
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a*g und ab Worte der Linge n+1. Jedes Wort definiert einen Morphismus aus B durch die Regeln:
[f] == f,a*g :=axg,ab := aob. Die Menge der Teilworter eines Wortes ist ebenfalls rekursiv
definiert: sub([f]) := {[f]},sub(a * b) := {b} Usub(a),sub(ab) := sub(a) U sub(b). Zwei Worter a,b
heiflen dquivalent a ~ b, genau dann, wenn es eine Sequenz von Wortern a; gibt mit ag = a,ax = b,
so dafl a;41 aus a; erhalten wird durch Anwendung einer der folgenden Transformationen auf
ein Teilwort. (ab)e ~ a(be),[idla ~ a,afid] ~ a,a xid; ~ a,[idy.x] ~ [idy] * idx,a * g¢' ~
ax g+ g (axg)a g) ~ (aa') * (g9'). Bs folgt (a* idye))(fidsca] * ) ~ (idam] * 9)(a * idy(y))
und (aq *id) -« - (ag *id) ~ (ay - - - ag) * id. Ein einfacher induktiver Beweis zeigt, dafl jedes Wort
dquivalent ist zu einem der Form hy - - - h,,, wobei die h; von der Form [f] x idx mit f € F oder
von der Form [idx] * ¢ sind.

Das freie Modulpaar, das von F erzeugt wird, ist das Paar (M (F), . A). Dabei hat M(F) die
selben Objekte wie B, aber die Morphismenriume bestehen aus Aquivalenzklassen von Wértern.

Weitere Relationen R = {(r;,7}) | i = 1.k} konnen benutzt werden, einen anderen Aquiva-
lenzbegriff a ~% b auf den Worten zu definieren. Man darf dann in einem Schritt zusétzlich ein
Teilwort r; durch r} ersetzen und umgekehrt. Man sagt, das Modulpaar (B,.4) sei von F erzeugt
mit Relationen R, falls jeder Morphismus aus B als Bild eines Wortes erhalten werden kann und
falls a ~g b<a@=>0.

11.2 Zylinderzopfung
81. Definition. FEin striktes Modulpaar (B,.A) heif$t zylindrisch gezopft, falls gilt:
1. Obj(B) = Obj(A) und 1 * X = X
2. A ist eine gezopfte Tensorkategorie mit Zopfisomorphismus cxy € Mory(X ® Y,Y ® X)

3. Zu jedem Objekt X gibt es einen Isomorphismus tx € Morg(X, X) mit folgenden FEigen-
schaften:

ey x(ty ®idx)exy(tx ®idy) = (tx Qidy)eyx(ty ®idx)exy =txgy  (141)
ftx = tyf VfeMory(X,Y) (142)

4. Falls A eine Dualitit besitzt (starr ist), soll ferner gelten:

(tX ®idx*)bx = C;(}X* (t;(i & idX)C;(}«,XbX (143)
dx(t}_l(@idx) = dXCX,X*(tX®idX*)CX*7X (144)

t heifit die Zylinderzopfung. In einer unprdzisen Sprechweise sagen wir auch, B sei eine
Zylinderzopf-Tensorkategorie (ZTK).

Aus der Striktheit und den Forderungen des ersten Punktes folgt X *Y = 1% X xY =
1*x X ®Y = X ®Y. Ferner bemerke man, dafl (143), (144) umgeschrieben werden kann zu

tX®X*bX = bX dxtX*®X = dX

82. Bemerkung. 1. Der Morphismenraum Endg(X®™) tréigt in natirlicher Weise eine Dar-
stellung der Zopfgruppe 7ZB,,.

2. Falls es m verschiedene Morphismen t™) ... (™) gibt, so daf jeder einzelne davon und auch
jedes Produkt der Art t()...t0s) i) < ... < i, das Paar (B, A) zu einem zylindrisch gezopf-
ten Modulpaar machen, dann hat man in dhnlicher Weise eine Darstellung der Zopfgruppe
eines Henkelkirpers des Geschlechtes m [29].

3. Es sei (B, A) ein Rechtsmodulpaar und (A, B) ein Linksmodulpaar, und beide Paare seien
zylindrisch gezopft. Diese Situation liefert Darstellungen der Zopfgruppe des affinen Wurzel-
systems mit Coxeter-Diagramm e —e —e —--- —e —e — o,
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Das fundamentale geometrische Beispiel der Bandschlingeln im Zylinder wird im néchsten
Abschnitt untersucht. Wir geben hier einige einfachere Beispiele.

83. Beispiele. 1. Eine Bandkategorie A, die auf sich selbst wirkt, ist trivialerweise ein zylin-
drisch gezopftes Modulpaar qua Bandtwist tx = 0x.

2. FEine abelsche Gruppe G mit einer Bilinearform c¢: G x G — K*, die Werte in den Finheiten
eines kommutativen Ringes K annimmt, kann als gezopfte Tensorkategorie A interpretiert
werden [32][p. 29]. Das Paar (A, A) ist dann zylindrisch gezopft, wenn es eine Abbildung
t: G — K* mit t(gq") = c(g,9")e(g’, 9)t(g)t(g") gibt. Falls ¢ symmetrisch ist, ist t also ein
Charakter der Gruppe.

3. Sei A eine Tensorkategorie und X € Obj(A) ein Objekt darin. Diese Kategorie wirkt auf
B, die definitionsgemdfl dieselben Objekte hat, aber als Morphismenrdiume Morg(Xy, Xs) :=
Mor(X®X;, X®X5). Die Wirkung ist durch das Tensorprodukt gegeben. Die Zylinderzopfung
ty = cy xcx,y macht dann B zu einer ZTK.

Weitere Beispiele kénnen [16] entnommen werden. Der dort verwendete Begriff einer einge-
schrankten Coxeter-B-Tensorkategorie ist dquivalent zu dem hier verwendeten eines zylindrisch
gezopften Modulpaares. In [16] wird auch die Dualitét zu Zylinder-Zopfstrukturen auf Hopfalge-
bren besprochen.

11.3 Bandschlingel im Zylinder

Das fundamentale Beispiel eines zylindrisch gezopften Modulpaares ist das Paar (CylRib, Rib).
Dabei ist Rib Turaevs Kategorie von Bandschlingeln im R? und CylRib ist die Kategorie der
Bandschlingel im Zylinder. Diese Kategorie ist #hnlich definiert wie auch Rib. Die Bénder erstrecken
sich allerdings im Raum (R? — (0,0)) x [0,1]. Wir hatten diese Kategorie bereits im Haupttext
verwendet und dort ihre Morphismenraume als C,, ,,, bezeichnet. Die Wirkung einer Verschlingung
f aus Rib auf ein g aus CylRib wird dabei durch Nebeneinandersetzen gegeben.

Wie im gewdhnlichen Fall konnen Schlingel mit den Objekten einer Tensorkategorie A gefdrbt
werden. Es ergibt sich CylRib 4 in vollsténdiger Analogie zu Rib4 [32].

i S

| /
/

Abbildung 9: Die grundlegenden Generatoren von CylRib und eine neue Notation fiir Bandtwists.

Wir benutzen weitestgehend Turaevs Notation fiir die Generatoren von Rib. Die Generatoren
von CylRib sind 7++71*, Bild 9 zeigt 7++,7+~. Der Pfeil zeigt die Orientierung an. Hier stehen
einfache Linien fiir Binder, die flach in der Zeichenebene liegen. Verdrillung des Bandes werden
wie in Bild 9 durch Punkte angezeigt.

84. Satz. Die folgenden Relationen gelten in CylRib:

o= (145)
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M= 146
o= (ed@Tele)rreXxT)(uel) 147
T = (e teNETeTT)(Us 1) 148

(e )Xt (e )Xt XH(rtre DX (e )

(146)

(147)

(148)

(149)

(eI Tt = TTE"TeNTT (e 1) (150)
(oY (e )z- = Y (e l)Z e (151)
(e z (e Y = Z (e Y (rTtel) (152)
(Heotu = YHrT—p'e)u (153)

Nr~el) = n(TYe )Y~ (154)

teeu” = (e )z (t*fe U (155)

Nt ey) = N (oY (el (156)

oy = (FFe Y (e l)u” (157)

N“(eeh) = nEfe )z (e 1) (158)

(147): / -J

o

Abbildung 10: Generatoren von CylRib und Abkiirzungen fiir Bandverdrillungen

N/

Nach Hinzeichnen dieser Relationen sind die Beweise augenfillig. Einige Kostproben gibt Bild
10. Wegen (147) und (148) benstigt man lediglich 7+, 7™+ als Generatoren. Das reduziert die
Zahl der Relationen, denn (147) und (148) verwandeln (153) und (154) in Beziehungen, die nur
Typ-A-Schlingel involvieren.

85. Satz. Die Menge F := {7+ 71} erzeugt das Modulpaar (CylRib, Rib) mit den Relationen
(149)-(152), (155)-(158).

Beweis: Zylinderschlingel konnen als gewOhnliche Schlingel betrachtet werden, indem die Zy-
linderachse als zusitzliche, starre Komponente eingefiihrt wird. Die Frage der Aquivalenz von Dia-
grammen von Zylinderschlingeln kann daher durch die Betrachtung der Aquivalenz von gew6hnli-
chen Schlingeln entschieden werden. Es fehlt dazu aber eine Methode, Zylinderschlingel systema-
tisch so zu deformieren, daf} sie aus den Generatoren aufgebaut sind. Eine solche Methode (es gibt
noch andere) ist der R-Proze§ (R wie Radar). Er verwendet Diagramme von Zylinderschlingeln,
die in die horizontale Ebene projiziert sind. Das Bild der Achse ist dann lediglich ein Punkt. Damit
die Anfangs- und Endpunkte von Schlingeln in den oberen und unteren horizontalen Ebenen nicht
aufeinander projizieren, bewegen wir die oberen um e in Richtung der zweiten Koordinate und die
unteren um —e. Bei der Multiplikation von Schlingeln miissen die Enden dann durch horizontale,
in der Verklebungsebene liegende Béander der Lénge 2¢ verbunden werden. Bild 11 zeigt ein Bei-
spiel eines solchen Diagrammes. Wir nennen sie horizontale Diagramme in Unterscheidung von den
bisher verwendeten Standarddiagrammen.

In einer solchen horizontalen Projektion wéhlen wir jetzt einen Strahl, der sich vom Punkt
der Zylinderachse in den linken Halbraum (erste Koordinate negativ) erstreckt, derart, dafl er die
Kurven des Diagramms nur transversal trifft und Kreuzungspunkte vermeidet. Von diesem Strahl
ausgehend wird das Diagramm, wie in Bild 12 gezeigt, verschoben, bis sich alles Nichttriviale im
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IV
< (o
| / / unten
Abbildung 11: Beispiel einer Projektion in die horizontale Ebene

rechten Halbraum tummelt. Dem Ergebnis dieses Prozesses kann ein Standard-Diagramm zugeord-
net werden, indem die Bégen um die Zylinderachse von innen nach auflen nacheinander von unten
nach oben auf die Zylinderachse in dem Standarddiagramm iibertragen werden. Diagramme, die
sich durch eine Reidemeisterbewegung unterscheiden, die ober- oder unterhalb des Radarstrahls
liegt, werden dabei offensichtlich in solche iiberfiihrt, die wiederum durch eine derartige Transfor-
mation am verschobenen Ort verbunden sind. Es stellt sich also nur die Frage, wie das Ergebnis
von der Wahl des Radarstrahls abhéngt. Hier gibt es zwei relevante Moglichkeiten, die in Analogie
zu Reidemeisterbewegungen der Typen II und III stehen und den Radarstrahl betreffen. Betrach-
ten wir also in Analogie zu Bewegung III zwei Diagramme, die sich nur darin unterscheiden, daf
der Radarstrahl einmal oberhalb, das andere mal unterhalb einer Kreuzung verlauft. Bild 13 zeigt
Diagramme dieser beiden Fille. Wir fordern dabei, daf3 der im rechten Halbraum konzentrierte
Schlingel in einen Kasten eingesperrt sei, der diagonal im Raum liege, so dafl den Anschliissen der
Bénder in horizontaler und in vertikaler Projektion die gleiche Reihenfolge zukommt. Der Vergleich
der beiden Diagramme auf der rechten Seite von Bild 13 liefert sofort die Vierzopfrelation. Eine
dhnliche Uberlegung im Falle eines Minimus/Maximus, das unter- resp. oberhalb des Radarstrahls
liegt, liefert die Extremumsbeziehung. Die orientierten Versionen sind gerade die Beziehungen
(149)-(152), (155)-(158). m]

Schlingel

. E (« ]

Abbildung 12: Deformation eines horizontalen Diagrammes: Links der Schlingel mit dem nach
links gerichteten Radarstrahl, sowie den Pfeilen der Deformationsrichtung. Rechts das Ergebnis
der Deformation

Zylinderbandschlingel kénnen analog zu ihren Geschwistern in S® mit Morphismen einer ZTK
eingefarbt werden, und es gilt folgender Satz:

86. Satz. Fs gibt einen eindeutigen Tensorfunktor zwischen strikten Modulpaaren F
(CylRib 4,Riba) — (B, A), so dafy Fx Turaevs Funktor ist, der funktorielle Morphismus w tri-
vial ist, und daf§ gilt:

Fp(ri®) = & (159)
Fa(r}t) = t& (160)

Beweis: Eindeutigkeit ist klar, da Fi auf den Generatoren definiert ist. Es bleibt die Ver-
traglichkeit mit den Relationen zu zeigen. Das geschieht durch naheliegende graphische Beweise,
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Abbildung 13: Die Bilder der oberen und unteren Reihe unterscheiden sich nur darin, dafi der
Radarstrahl einmal oberhalb, das andere mal unterhalb einer Kreuzung verlduft. Die irrelevan-
ten Teile der Schlingel werden jeweils weggelassen. Der zweite Ubergang ordnet dem horizontalen
Diagramm ein Standarddiagramm zu. Nach der Konvention im Text wird dabei der innere Bogen
unten plaziert. Da nach der Wahl der Lage des Restschlingels die Anschlufistellen die gleiche Rei-
henfolge besitzen, liegt fest, wie die weitere Verdrahtung erfolgen mufl: Im oberen Bild liegt etwa
die innere Schlinge um die Achse unten, so dafl die einzige Kreuzung im Standarddiagramm nur
wie gezeigt ausfallen kann.

die hier aufzuschreiben aber zuviel Platz beanspruchen wiirde. O

11.4 Zylinderzopfung mit Punkten

Die bisher definierten zylindrisch gezopften Modulpaare (Zylinderzopf-Tensorkategorien) decken
noch nicht alle Anwendungsfiille ab. Es fehlt noch die Moglichkeit, den elementaren Schlingel eq
aus VB b.z.w aus der Typ-B-Temperley-Lieb-Algebra zu behandeln. In diesem Abschnitt werden
Punktmorphismen definiert, die das geforderte leisten. Thre Definition ist im Rahmen der Begriff-
lichkeit der Modulpaare einfach, iiberfordert aber den Apparat aus [16].

87. Definition. FEine Punktstruktur auf einer Zylinderzopf- Tensorkategorie (B, A) mit starrer (al-
so mit einer Dualitit versehenen) Kategorie A besteht aus Punkt-Morphismen b°x € Morg(1, X)
und Kopunkt-Morphismen d°x € Morg(X, 1) fiir alle Objekte, so daf$ die folgenden Axiome gelten:

df = d% fo% =0  VfeMory(X,Y) (161)

dx(x- ®idx) = d’% (162)
(d'x @idx«)by = bx- (163)
Pxoy = (b'x @idy)dy (164)
Pxey = d(d°x @idy) (165)

Wx = txb'x (166)

dOX = doxtX (167)

(168)

(ty ®idx)ex,y (x ®@idy) = C;,lx(box ®idy)ty
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ty(dox ® ldy) = dOchﬁx(ty X idX)CX7Y (169)
Einfache Konsequenzen sind:

d’x+ = dxex x-(0xb°x ®idx-) (170)

Pxe = (dx- ®idx)(idx- ® 0 et ybx (171)

Eine Punktstruktur ist das B-Analogon einer Dualitdt in einer Tensorkategorie.

(CylRib, Rib) besitzt keine Punktstruktur. Wir definieren (PCylRib, Rib) als Erweiterung in
der es erlaubt ist, dafl Bénder auf der Zylinderachse enden. Bild 14 zeigt dann die Punkt- und
Kopunkt-Morphismen dieser Kategorie. Man beachte, dafl Punkte, also die Enden von Béandern auf
der Zylinderachse, nicht anneinander vorbeigeschoben werden kénnen. Es gibt also keine M6glich-
keit, das rechte Diagramm von Bild 14 zu vereinfachen.

b 0 |
\

Abbildung 14: Punkt- und Kopunkt-Morphismen in PCylRib

11.5 Skeinrelationen

In der Kategorie PCylRib konnen Skeinrelationen gefordert werden, die die von Kauffman verall-

gemeinern.
Wir setzen:
c—ct = §(1—0bd) (172)
ch = Ao de= M (173)
db = A (174)
' = at+ B+’ (175)
d°° = g (176)
d’d’s = x) (177)
dit®id)b = A (178)
dt7'@id)y = A, (179)
(d° @id)e(d® @id) = e+ pt + vb°d° (180)

Dabei sind 6, Ao, A, o, 8,7, A1, A_1, 2o, X}, €, 4, v Parameter. Die Skeinrelationen sind weitge-
hend selbsterklirend. (180) ist die kategorielle Fassung von (135). Die Endomorphismenalgebren
von n sind volle Typ-B-Birman-Wenzl-Algebren.

Unter der Voraussetzung, dafl die Annulatorideale der Generatoren verschwinden, kénnen
einige Beziehungen zwischen den Parametern abgeleitet werden. Zunéchst folgt wie im Falle der
A-Kategorie

Ad —6=X—-X""1

Weiter ist d° = d%t~! = ad® + Bd° + vd°°d" = (a + B + yx0)d°. Also:
l=a+B+yx0

dhnlich gilt
Ay = oAy + BAy + vy
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Durch Multiplikation von A=1(t7! ® id)b = ¢(t ® id)b mit d folgt
AN =A,
Wir haben yzb°d® = v6°d°6°d° = °d°(t~! — at — B) = b°d°(1 — a — 3) und daraus
yrg=1—a—p
Ahnlich folgt aus 2{ = db°d’b = v~ (d(t™* ® 1)b — ad(t @ 1)b — Bdb):
yry = A1 — aA; — BAo
Zuletzt tensorieren wir (175) mit ¢ und multiplizieren von links mit d®id und von rechts mit b®id.

Nach etwas Rechenarbeit ergibt sich dann eine Gleichung der Art (180) aus der abgelesen werden
kann:

= —al)
po= vy Has—a*A+ 27
e = —y HaBA+adA;+ AT

Von den 13 eingefiithrten Parametern bleiben also 4 {ibrig. Die topologisch motivierte Forderung
xo = x(, reduziert die Zahl der freien Parameter weiter auf 3. Die volle Typ-B Birman-Wenzl
Algebra hingt, wie wir gesehen haben, ebenfalls von 4 b.z.w. 3 Parametern ab. Wir haben also
alle Relationen zwischen den Parametern gefunden.

Verschlingungen im Volltorus sind Endomorphismen des 0-Objektes. Durch Anwendung von
Kauffmans Theorie [21] kénnen die gewdhnlichen Zopfungen ¢ eliminiert werden. Es bleiben dann
nur noch Bénder, die auf der Zylinderachse enden und/oder diese umschlingen. Mit (180) kénnen
diese auseinandergezogen und dann einzeln vollstéandig berechnet werden. Damit hat man — bis auf
die Verdrillungsnormalisierung — das zur vollen Typ-B-BMW-Algebra gehorige Kauffman-Polynom
ausgerechnet.

12 Appendix A: Turaevs Struktursatz des Kauffman-
Skeinmoduls des Volltorus

Der Kauffman-Skeinmodules des Volltorus ist frei. Dieses Theorem von Tuarev hatten wir ver-
wendet, um zu zeigen, dafl das Annulatorideal des Elementes e; - --ea,_1 € B iiber geeigneten
Grundringen verschwindet. Leider ist kein Beweis des Theorems publiziert. Turaev hat in [31]
ausfithrlich den HOMFLY-Skeinmodul des Volltorus behandelt und sich im Falle des Kauffman-
Skeinmoduls auf die Formulierung des Ergebnisses und den Hinweis beschrinkt, der Beweis gelinge
by the same scheme’. In diesem Anhang wird eine Ausarbeitung des Beweises gegeben.

Wesentliches Beweishilfsmittel ist die Konstruktion einer Folge von Invarianten P,, von Ver-
schlingungen im Volltorus, die spezielle Evaluationen des Kauffman-Polynoms verallgemeinern.
Wir geben zunéchst die Definition der Invarianten und beweisen ihre relevanten Eigenschaften.
Danach wird Turaevs Theorem formuliert und bewiesen.

Ein anderer Beweis wurde von Hoste und Kidwell erarbeitet, aber ebenfalls nie publiziert. Eine
sinngemiéifle Verallgemeinerungen sollte auch fiir Henkelkorper gelten. Torsionselemente entstehen
aber, falls mo der 3-Mannigfaltigkeit nichttrivial ist [27].

Wie halten uns in Notation und Beweisstruktur moéglichst eng an Tuarevs Vorgaben, um Ge-
meinsamkeiten und Unterschiede deutlich werden zu lassen. Unterschiede ergeben sich an zwei
Stellen: Zum einen miissen symmetrische Laurentpolynome anstelle gewthnlicher Polynome ver-
wendet werden. Zum anderen arbeiten wir von vornherein mit einem etwas anderen Grundring.
Das erspart uns eine Ringlokalisierung bei der Anwendung des Theorems.



12 APPENDIX A: TURAEVS THEOREM 59

Darstellungs-Operatoren

In diesem Unterabschnitt werden Operatoren definiert, die in der Konstruktion der Invarianten
elementaren Schlingeln zugeordnet werden.

Dazu fixieren wir m € N und verwenden Operatoren aus der Darstellungskategorie von
Uq(802m+1). Als Indexmenge dient dabei

I={-2m+1,-2m+3,...,-3,—-1,0,1,3,....2m — 1} = I_ U {0} U I,

Die Partition geschieht dabei nach dem Vorzeichen. Alle im weiteren auftretenden und nicht ndher
bestimmten Summationsvariablen seien aus I.

Als Grundring wird im folgenden ein Laurent-Ring tiber dem Korper der rationalen Funktionen
iiber einer Wurzel aus g verwendet:

Ty = Q(QI/Z)[{wiil}iebr]
In diesem Ring setzen wir

wo = 1

1 .
w; = w_; 1€l

V sei der freie T,,-Modul mit Basis {v; | ¢ € I'}. Die folgenden Operatoren stammen aus der
Darstellungskategorie der Quantengruppe Uy (s02m+1):

d : T,—->VV
1+—>Zqi/2vi®v_i

iel
b v @vj > 55 g
B : VeV VeV
B = Z(in,i@)fi,iJrqilfvi,—i®f—i,1ﬁ)+f0,0®f0,0+ Z fig ® fia+
i70 i#5,—j

G—a )Yt fii— Y aFfii®f iy

i<j j<—i

Dabei ist f;; die Matrix, die an der Stelle (4, j) eine Eins und sonst tiberall Nullen hat.
Der folgende Operator ist kein Morphismus von U ($02,,+1)-Moduln.

0:V-V v — vw;g "
88. Lemma. Die oben definierten Operatoren erfillen die folgenden Relationen:

bO®O) = b
©®0)d = d
©6®0)B = BO®O)

bd = > ¢

iel
bB = ¢ *™B
Bd = ¢ *B

B-B = (g—¢H)(1-d)
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Beweis:

©20)d = > ¢ (vwg ") e v w q)=d
il
b(@ X 6)('01 ® Uj) = b(viwiqﬁ X vjqu*j)
= 01 iq"Pwiwiq T = q%6; ;= b(vi ® v))

Um die dritte Gleichung zu sehen, lassen wir zunéchst B auf v; ® v; wirken. Dabei verwenden wir
die boolesche Heaviside-Funktion H(b). Sie ist 0 oder 1 je nach Wahrheitswert ihres Argumentes.

B('Ui & Uj) = (51',]'(]’01' Qvj + (51",]'(]_111]' X v; + (51"()5]"0@0 X vg
H(1=65,5) (1 6i,—j)v; @ vy + H(i < j) (g — ¢~ v @0y
7(q - qil)éi,—j Z q(SH)/Q’Us ®v_g

—5>1
Also ist mit M; ; := wiqu_i_j =M;;, M, _,=1:

(O®O)B(v;®v;) = & j9M; v ®v; + 5i,7‘jq71Mi1j’Uj ® v; + 6;,005,0M; jv0 ® vg
+(1 = 8i3) (1= i) Mi jv; ® v+ H(i < j)(q — ¢~ ") Mijvi @ vy
—(q— q—l)(gi,_j Z g2y, v,

—5>1

Esist (O®0)(v;®v;) = M, ;(v;®v;), d.h. (O®O) wirkt skalar auf v;®v;, und B(O®O)(v; ®v;)
ergibt ebenfalls den obigen Ausdruck.

Die vier letzten Gleichungen sind Standard-Resultate. a

Konstruktion der Invarianten

Sei L eine Verschlingung im Volltorus. Wir ordnen ihr ein Element P, (L) € T,,, zu. Dazu sei
der Torus auf die komplexe Ebene gelegt, so dafl seine Projektion einen Annulus ergibt. Diesen
vergroflern wir zu C* und projizieren L zu einem regulidren Diagramm darin. Regularitét soll dabei
bedeuten, dafl es nur endlich viele singulédre Punkte gibt. Singulidre Punkte sind: Stellen mit Tan-
gente parallel zur reellen Achse, Kreuzungen und Schnittpunkte mit der negativen reellen Achse.
Auflerdem sollen Kreuzungen transversal sein. Weiter verlangen wir, dafy die imaginiren Werte
der singuldren Punkte paarweise verschieden sind. Dann kénnen wir Hilfslinien parallel zur reellen
Achse so einzeichnen, daf§ jeder der entstehenden Streifen entweder genau ein Extremum, genau
eine Kreuzung oder alle Schnittpunkte des Diagramms mit der reellen Achse enthélt. Wenn eine
Hilfslinie das Diagramm n mal schneidet, wird ihr das n-fache Tensorprodukt von V' zugeordnet.
Dem Streifen zwischen zwei Hilfslinien wird dann ein Operator zugeordnet, der zwischen diesen
Moduln vermittelt. Positiven Kreuzungen wird B, negativen Kreuzungen B!, Maxima d und Mi-
nima b zugeordnet. Dem Streifen, der die reelle Achse enthilt, wird ©®* @id®* zugeordnet, wenn es
s (t) Schnittpunkte des Diagrammes mit der negativen (positiven) reellen Achse gibt. Das Produkt
aller Operatoren ist eine Abbildung T,,, — T;,,. Thren Wert auf 1 bezeichen wir mit P,,(L).

89. Lemma. P, ist eine Invariante der requliren Isotopie im Volltorus. Fir disjunkte Verschlin-
gungen L, L' gilt P, (LL") = P,,(L)P,,(L"). P, verallgemeinert das Kauffman-Polynom in dem
Sinne, dafl es sich auf den (in Bild 3 definierten) Skeintupeln (Li,L_, Ly, L) und (L, L¢) fol-
gendermajSen verhdlt:

Pm(L+)_Pm(L—) = (q_q_l)(Pm(LO) _Pm(Loo)) (182)

Fiir den leeren Knoten () gilt P,,(0) = 1, und fiir den einfachen Knoten O, der eine Kreisscheibe
berandet, gilt P, (0) =3 ,c; q'. Falls m > n > 0, gilt fir den fundamentalen Knoten L,,, der die
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Zylinderachse n mal positiv umrundet und dabei in der Hohe ansteigt:

n

Pn(Ly) = 14) wi+(1-¢ )Y (1-q 22

Jj#0 c=2

DI DI | (VAR &

J1<<Je li++le=n,ls>0s5=1

Beweis: Zum Beweis der ersten Aussage ist Invarianz unter den Reidemeister-Bewegungen 11
und III zu zeigen. Solange die Sonderrolle der negativen reellen Achse nicht zum Tragen kommt, ist
die Invarianz eine bekannte Aussage. Betrachten wir also die negative Achse. Eine Typ II Bewegung
bewegt ein Minimum (Maximum) iiber diese Achse. In dem Operatorprodukt tritt dann einmal
b(O®0) (oder (O®0O)d) auf, das andere mal b (oder d). Bei der Typ IIT Bewegung einer Kreuzung
iiber die Achse wird (© ® ©)B zugeordnet, solange die Kreuzung iiber der Achse ist, und B(O ® ©)
danach. In allen Fallen folgt die Invarianz von P,, aus dem obigen Lemma.

Zur zweiten Aussage: Durch eine regulére Isotopie kann erreicht werden, daf3 die beiden Kom-
ponenten in verschiedenen Kreisringen liegen. Die Behauptung folgt dann aus der tensoriellen
Struktur.

Die Skeinrelationen ergeben sich unmittelbar aus den drei letzten Beziehungen des obigen
Lemmas.

Es bleibt, die letzte Behauptung zu zeigen. Wir schreiben B(v; ® v;) = Zu,v BZ;VU# ® vy
Dann ist

Pu(La) = D wiq " eeowy,q ngt BB B

in—1 7in

[ARTE 2

Man erkennt, da8 sich die ¢*s Faktoren gegenseitig wegheben. Es ist

1 @ i=j=0
Biv g @ 0#Fi=j#0
iJ g—q ' i<y
0 : sonst

Deshalb kann die obige Summe auf i; < --- < 4, eingeschrinkt werden. In einem derart sortierten
n-Tupel zdhlen wir jetzt die Blocke, in denen i jeweils konstant ist, d.h. wir setzen

c= C(Z) =1+ #{(is,is+1) | 1s < is+1} 1= (il <...< Zn)

Damit ergibt sich

n

Pm(Ln) _ Z(q o qfl)cfl Z Z qnfc H wézqéo,js(lfls)
s=1

e=1 J1< <o Lt Hle=n,ls>0

Zum letzten Ausdruck: n — ¢ entspricht der Zahl der Stellen in einem Tupel (i; < --- < iy) an
denen Gleichheit gilt. Gem8 der obigen Formel fiir B;J steuern die B dann einen Faktor g™~ bei,
falls js # 0. Falls j; = 0, sind aus ¢" ¢ die iiberzéhligen Potenzen von ¢ herauszudividieren. Das
geschieht im letzten Faktor. Die im Lemma angebene Form ergibt sich, indem aus der duflersten
Summe der Summand zu ¢ = 1 herausgenommen und explizit aufgeschrieben wird. ]

Symmetrische Polynome in Laurentringen

Bevor der Beweis von Turaevs Theorem in Angriff genommen werden kann, miissen noch
einige Tatsachen iiber symmetrische Laurentpolynome zusammengetragen werden. Sei R ein kom-
mutativer Ring mit Eins. Wir betrachten den Laurentring P := R[wT, ..., w}] und denken ihn uns
als Quotienten eines Polynomringes P = Rlwy,w}, ... w,,wh], P = ﬁ/(wzw; —1). Ein Polynom
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p € P heifit symmetrisch, wenn es ein symmetrisches Polynom ¢ € p gibt, so dafl p das Bild von ¢
unter der Surjektion 7 : P — P, w; — w;, w; — w; ! ist. Symmetrische Laurentpolynome sind also
nicht nur invariant unter Permutationen der Varibalen, sondern auch unter ihrer Invertierung.

Es seien Ey, ..., Ea, die elementarsymmetrischen Polynome in P. Thre Bilder seien ¢; := 7(E;).
Beispiele in zwei Variablen z,y sind:

€p =€q4 = 1
er=e = awtyta iyl
g = 24ay+ay traly+aly!

Darstellungsséitze der Theorie der elementarsymmetrsichen Funktionen iibertragen sich sofort: Man
nehme ein Urbild, wende den Satz an, und gehe mit 7« zuriick nach P. Die algebraische Unabhéngig-
keit der E; iibertrigt sich aber natiirlich nicht. Vielmehr hat man folgende Relationen:

€ = €2p—i
Es gilt aber :

90. Lemma. Die elementarsymmetrischen Polynome e;,i = 1,...,n sind im Laurentring in n
Variablen algebraisch unabhdngig.

Beweis: Sei f € Ryi, ..., yx] ein nichttriviales Polynom, so da8 f(eq,...,e,) = 0. Die (nichttri-
vialen) Monome von f kénnen geschrieben werden in die Form ay™ ™ ™2y52~ ™3 ...y mit a # 0.
Die Tupel (my, ..., m,) nichttrivialer Monome werden lexikographisch geordnet (mit 2§ < z¢, falls
s > t). Sei jetzt (m,...,my) das erste Tupel in dieser Ordnung. In f(ey,...,e,) gibt es dann
genau einen Term axi"™ - - 2", und dieser verschwindet offensichtlich nicht. Widerspruch. O

Der Beweis stimmt exakt mit dem Beweis der analogen Aussage im gewohnlichen Fall (v.d.
Waerden, Abschnitt 33) iiberein. Der Grund dafiir ist, daf ein elementarsymmetrisches Polynom
in einem Laurentring geschrieben werden kann als e; = ¢; + r, wobei ¢; das gewoOhnliche, S,,-
invariante elementarsymmetrische Polynom in den Variablen z1,...,x, ist, und r ein Polynom,
dessen Monome Totalgrad < ¢ haben.

Turaevs Theorem

Es sei im AnschluB an die Notation des Haupttextes Cpo(A) der Modul, der von den
zahmen, ambienten Isotopieklassen von Bandverschlingungen im Volltorus iiber dem Grundring
A = Z]\*, ¢F] frei erzeugt wird, und 7 bezeichne seinen Quotienten nach den Skeinrelationen des
Kauffmanpolynoms (Bild 3 links). Turaev arbeitete iiber dem Grundring Z[A*, §*]. Die Formulie-
rung des Theorems ist in beiden Féllen gleich:

91. Satz. T = A[Al,AQ, .. ]

T ist selbst ein kommutativer Ring und Lemma 89 sagt aus, dal P, als Ringhomomorphismus
aufgefafit werden kann:

P, : T—=1T,
g\ QIL] = gla™*™,q)Pu(L) (184)

Dabei ist g ein Laurentpolynom und [L] bezeichnet die Isotopie- Aquivalenzklasse der Verschlingung
L. Wir zeigen jetzt, daf die [L,] in T algebraisch unabhingig sind und also mit freien Variablen
A, identifiziert werden koénnen. Dies ist die fiir uns relevante Aussage des Theorems. Die zweite
Aussage, daf3 sich ndmlich jede Verschlingung durch die Skeinrelationen auf Linearkombinationen
von Produkten dieser elementaren Verschlingungen reduzieren 148t, folgt aus den algebraischen
Uberlegungen im Haupttext oder alternativ aus der Anwendung von Kauffmans Methode.
Nehmen wir also an, es gibe ein nichttriviales Polynom f in N Variablen iiber A, so dafl
0 = f([L1],..-,[Ln]). Der Ringwechsel aus (184) bildet dann fiir unendlich viele m zumindest
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einen Koeffizienten dieses Polynoms auf ein nichtverschwindendes Element ab. Es reicht also, die
algebraische Unabhingigkeit der Py, (L, ) fiir geeignet hohe m (konkret: m > N > n) zu zeigen.
Aus Lemma 89 haben wir die Darstellung

Prn(Ly) =1+ ngn +(1-¢?)R,
70
mit einem symmetrischen Laurentpolynom R, vom Grade n. Bekannte Darstellungssétze der Theo-
rie der symmetrischen Polynome (u.a. [25][(2.117)]) liefern dann

> wj
J#0

Ry, = dpen+¢n mit dn€Z, ¢ €Qq"?)|er,. .. en1]
Pr(Ln) 1+en(cn+(1_q_2)dn)+wn+(l _q_2)¢n

Cnén + ¢n mit 0 7é ¢n € Z, wn S Q(ql/Q)[ela ceey en—l]

Der Koeffizient von e, in der letzten Zeile verschwindet nicht, da ¢, # 0. Eine algebraische
Abhingigkeit der P,,(L,,) wiirde demnach die Abhingigkeit der e,, nach sich ziehen. Da wir nach
Annahme m > n haben, steht dies aber im Widerspruch zu Lemma 90. Der Beweis des Theorems
ist beendet.

d
id®d®id
doid®d®id®id

k / hd ORO080®id®id®id

\|\ id® B®id®id ®id
I

\ B®id®id ®id ®id

k _/ id®id®boid®id

id®b®id
b

Abbildung 15: Der elementare Knoten L3 in regulérer Projektion und seine Zerlegung mit Hilfsli-
nien. Rechts daneben die den Streifen zugeordneten Operatoren.

Neuformulierung des Theorems

Dieser Abschnitt bringt Turaevs Theorem in die Form, die im Haupttext ben6tigt wird.

Vergleich der Definitionen zeigt, dafi sich 7" von K§j nur um die dritte Skeinrelation unter-
scheiden. Der Isomorphismus in Turaevs Theorem assoziiert die Klasse des Knotens L,, mit A,,.
Deshalb kann das Theorem auch folgendermaflen geschrieben werden:

K§o(A[Ar, Ag, o)) = A[A1, A, . ]

Uber diesem Grundring ist K% demnach ein freier Modul des Ranges 1. Tensorierung mit Cla®]
und Quotientenbildung nach dem Ideal ((z —1)(¢ — ¢~ %) — A~! + \) liefert einen Morphismus in
den Ring R$°, so dafl wir (teilweise mit einer weiteren Tensorierung) haben

~

92. Satz. Kg5(Re°) = Ry und Kgo(Rg%,) = RE,
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13 Appendix B: Beweise zu Aussagen aus Abschnitt 2.1.2

(36): Aus (27) folgt X1 X1V XY = X1V X;Y X, und daher kommutiert X;Y XY mit X7, und
also auch mit X;'. Wegen(25) kommutiert es auch mit e;.
(37,38): Fiir j > i + 1 folgt die Kommutativitit aus (5,28) und fiir j < ¢ — 1 handelt es sich

um eine einfache Anwendung der Relation (6).
(39) und (40) sind trivial.
(41), (42): werden durch Induktion bewiesen. Der Schritt fiir (41) lautet:
VX,V X, = XiaVia X, \Xo X Vi X h X,
Xi Y XX XY XL X,
X1 XY XY XXX
Xif1XiY;lei71Y;leile;1Xi:11
Xif1XiXif11/}71Xz‘71Yz'71Xlef_11
XX XY X XY X7,
= X;Xi Vi XaXia XY XY
= X XiaVia X\ XX, Vi XY
= XY XY,
Der Induktionsschritt fiir (42) ist fast identisch. Es reicht, die negativen Exponenten der X. zu

entfernen, und Y durch Y’ zu ersetzen.
(43,44): Die Induktionsbeweise starten von (29) und der gespiegelten Version A~le; =

e1Y X 1Y, die leicht zu zeigen ist:

(36)

)\61YX1Y = €1X1YX1Y X1YX1Y61 = €1

Im Induktionsschritt fiir (44) wird (12) genutzt, um e; 41 durch e; auszudriicken:
Vi XiYiviei = XiYIiXiXi+1XiY/iXiX;1Xi:_11€iXi+1Xi
= XiYIiXi+1XiXi+1Y/iXij,_lleiXi—i-lXi
= XXV XiXin X Y'iei X1 X,
= XXV XiVieXinXi = V' X Xiei Xin X = A e

Der Induktionsschritt fiir (43) lautet:

eir1Yip1 Xiy1Yigr = e XV X' X XoViX; ' = e X VX X XL VX
et X Xi VX ViX A XD = XiXine Vi X,V X, L X

-1 -1 y—1 —1
= A XiXi+1€iXi+1Xi =A €i+1

(45): Der Beweis geschieht durch Induktion:
61‘Yim€i = eiXi—IY;TlXi_,llei = eiei—lXi_IYiTiXi_,llei

m -1y -1 m -1y -1
= eiei1Y; 1 X X e =eei 1Y e 1 X X
—1y—1 (20)
= Ameiei—lXi Xi71 = Ane;

(46): [Y,Y'1] = [Y,Y’5] = 0 ist trivial. Fiir ¢ > 1 folgt die Behauptung durch Induktion:
Y, Y] =0=[Y,Y';11] = [Y, X;Y’; X;] = 0. Im allgemeinen Fall [Y”;,Y”;] kénnen wir j < ¢ anneh-

men. Der Induktionsschritt unter Benutzung von (38) lautet: [Y';,Y";] = [X; 1Y, 1 X;_1,Y';] =
0.
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(47) ist eine Folge von (41).
(48):

Yie,.1 = Xz?lY;le;_lleifl =A1X 1 Yijei = >\_2Yi:11€i4
(49):

1 1
ei1Y; = e 1 Xi 1Y X, = e 1Y 1 X

= Aei—1Y;1Xi—1 —dAei1Yi1 +0Aei1Yiiei1
= ei—ly;:% — Ade;—1Yi—1 + 0 Arer

(50,51) werden nach folgendem Schema gezeigt:
ei1Y i =e; 1 X, 1Y i1 X1 = )\6i71y/¢71Xi71Y/¢71Yi(_1%71 = 62‘713/;(_1%71

(52): X;Yiy1 = X2V, X, ' = V;X; ' + 6Yigy1 — 0Ae;ViX; ! = X;Y; — 6Yi + 6Yie; + 0Yipq —
561‘}/2-71 + (52)\€¢Y; - 52)\A16i
(53) ist trivial. (55) zeigt man wie (54):

eViX; = eVIX\ViXi X'V = e X0V X ViX Y
— AeiY;Xi}/ilXi_li/i_l — ei}/il—lXi—l}/i—l
= 61‘Yvil71XiY;-71 — (SeiY;-liz + (5Al,16iY;-71

(56) und (57) ergeben sich wiederum durch Induktion. Damit ist der Beweis aller Aussagen
des Lemmas abgeschlossen.

14 Appendix C: Algebraische Hilfsmittel

Dieser Anhang trigt einige algebraische Aussagen zusammen, die im Haupttext gelegentlich
bendétigt werden.

Zunichst einige Bemerkungen iiber die Spezialisierung des Grundringes einer Algebra. Seien
R und R’ Ringe und 7 : R — R’ eine Surjektion. Weiter sei S eine Menge von 'Generatoren’, und
S* bezeichne die Menge der aus diesem Alphabet gebildeten Worter. Der freie R-Modul mit Basis
S*, also die freie R-Algebra iiber S, werden dann als (S) i bezeichnet. Es gibt dann eine induzierte
Abbildung

Ty * <S>R—><S>R/, ZriwiHZW(ri)wi7 TiER,’LUiES*.

Eine alternative Beschreibung von 7, ist durch Tensorproduktbildung mdoglich, indem man R’
mittels 7 als R-Modul auffait. Es gilt dann (S)r®@r R’ = (S) r/. Sei nun eine Menge von Relationen
M = {32, mijw; | m;; € R,w; € S*} gegeben, und M bezeichne das davon erzeugte Ideal in

(S)g. Die Projektionsabbildung sei p : (S)g — (S)r/M,a +— a+ M. Ferner sei M’ das von (M)
erzeugte Ideal, und p’ sei die entsprechende Projektionsabbildung. Man sieht dann sofort, dafl gilt:

TP = plﬂ-*
Fiir unsere Situation gewinnen wir folgende Erkenntnis:

BE(R/T) = BY(R)®r R/I  Ildealin R
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93. Satz. Sei R ein Integrititsbereich. In dem Polynomring A := R[x1,...,Zn, Y1, .., Ym] Sei ein
Ideal I gegeben, das erzeugt wird von n Elementen h; der Form:

h; :gzxz_fz ie{l,...,n},fi,giER[yl,...,ym]

Fiir jedes i sei f; teilerfremd zu g;. Weiter seien die {f1,..., fn} paarweise teilerfremd, und es
seien die g; nicht enthalten in dem Ideal (f1,..., fn). Dann ist I ein Primideal.

Beweis: Uber dem Quotientenkorper @ von R sei B der rationale Funktionenkdrper B :=
Q(y1,-.-,ym). Dann ist B trivialerweise ein Integrititsbereich und {0} ein Primideal darin. Wir
definieren einen Morphismus ¢ : A — B durch

o) =y b)) = fig;!

Dann ist auch ¢~*({0}) = Ker(¢) =: K ein Primideal. Wegen ¢(h;) = gifig; ' — fi = 0ist I C K.
Um den Satz zu zeigen, reicht es also K C I nachzuweisen.

Wir betrachten zuerst den Fall n = 1 und lassen den dann immer gleichen Index ¢ = 1 weg.
Sei a = Zé:o Biz® mit B; € R[y1,- .., Ym) ein beliebiges Element aus dem Kern K. Dann ist also

!
0="> Big"'f’ (185)
i=0
Wir wollen die Existenz eines h = Zi;t a;jz?, a; € Rlyi, . .., ym) nachweisen, so daB§ a = (gz — f)h,

daf} also a € I gilt.

1 -1
a=(gr-Ph & Y B’ =3 gt~ fo0)
i=0 Jj=0
< fo=—fao -+ Bi=gai—foi 0 Bi=gou

Alle Terme der rechten Seite von (185) bis auf eventuell Byg' sind durch f teilbar. Da die linke
Seite duch f teilbar ist, folgt aber auch f | Bpg' und damit die Existenz eines ag mit By = — fap.
Seien nun «y, . . ., a; schon so berechnet, dafl die Darstellung §; = go;—1 — fo; (mit a—; = 0) gilt.
Aus (185) folgt dann daB f*2 die Summe ZtH Bigt " f* teilt. Einsetzen der j3; liefert:

2 (Z(Qail — fo)g' T+ 5t+1glt1ft+1>

=0

Die Teleskopsumme reduziert sich bis auf einen Term, so dafl bleibt

ft+2 | (_fatgl—tft + BtJrlgl—t—lft-i-l)

Wegen (f,g) = 1 also weiter f | (—awg + Sit1). Das liefert die Existenz eines geeigneten aiq.
Damit ist I = K gezeigt.

Sei nun die Aussage schon erwiesen fiir n — 1. Wir betrachten den Morphismus ¢’
A = QWi ym)nl, 20 = Tpy; = yj,x = figi'i < n — 1. Nach Induktionsvoraus-
setzung ist Ker(¢') = (hi,...,hn,—1) = I'. Das Bild von ¢’ liegt sogar im Unterring B’ :=
RlTn, Y1y s Ums 1 s oo i) € Qun,s - - ,ym)[:nn] C B. Essei ¢" : B’ — B der Morphismus, der
als Identitit wirkt, abgesehen von x,, + f,g,'. Dann ist offensichtlich ¢ = ¢" o ¢'.

Es soll jetzt gezeigt werden, dafi der Kern von ¢” das in B’ von xngn — fn erzeugte
Haupideal ist. Dazu nehmen wir &hnlich wie oben ein beliebiges Element a = ZZ OBZ

Ker(¢") und zeigen die Existenz eines h = Zi (1)04137 mit a = (gpxn — fn)h Dabei blnd

&, Bi € RYts s Ums gy s s gyt Mit G = HZ o 9i kann man schreiben Bi = B:G~i mit
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i € NO,B; € Rly1,-..,Ym]. Wir setzen u := max{y;}. Die Gleichung a = (9,2, — frn)h ist dann

dquivalent zu:
!

= Y B

=0

Mit der Setzung f3; := &G” #i erhalten wir ein Problem, das zu dem oben geldsten dquivalent ist.
Es gibt also eine Losung B;,GH i = B; = gpa;—1 — fnoy. Folglich ist Bl = gha; 1G* — fra; GH.
Die von uns gesuchten Koeffizienten sind also a; = «;G™#. Damit ist Ker(¢"”) = (xngn — fn)
gezeigt.

Der Kern von ¢ ist ¢'~!(Ker(¢”)) = ¢~ ((xngn — fn)). Wir betrachten nun den von ¢’
induzierten injektiven Morphismus ¢’ : A/I' = B’ von Polynomringen in ,,. Ein Element b(z,, g, —
frn) im Schnitt des Hauptideals (2,9, — fn) mit dem Bild von ¢’ hat dann genau ein Urbild
a+1I' € A/I'. Damit gilt also die Beziehung ¢’(a+[’) = bgb’(gnxn fn +I’) = g(gnxn — fr). Wenn
b im Bild von ¢’ liegt (also ¢’(a +I') = b), sind wir fertig, denn dann ist ¢ (a—a' (gnxn—fn)+I") = 0.
Wegen der Injektivitit von ¢ ist dann a € I’ + + (gnn — fn)=1.

Es bleibt somit nur noch zu zeigen, daf§ b im Bild von &5\’ liegt, wenn b(gnx,, — f,) darin liegt.
Wir schreiben b = Zizo S Civxhgr " g, T mit ¢y € Ryt Yl = (V1o Unet).
Dabei wird vorausgesetzt, da8 ¢;, von kemem der g; geteilt wird. Es sei b; die Summe aller
Monome ¢; ,zt g7 -+ g, 3", die nicht im Bild von ¢’ liegen. Es ist unter den im Satz genannten
Forderungen an die g; moghch7 dafl verschiedene Exponenten v zu den selben Nennern fithren.
Aquivalenzklassen von Multiindizes mit dieser Eigenschaft werden mit [v] bezeichnet, und wir
wéhlen in jeder Klasse einen Représentanten U. Der Nenner jeder Klasse sei G([V]) := H;.L:_Ol g;'jj .
Weiter sei ig die niedrigste Potenz in z,, eines nicht verschwindenden Monoms von b;. Damit kann

b1 geschrieben werden als
l
i ~ 1
b= 2y G() Y oy
ve(p)

i=io  [7]

Dabei ist c( ) — ¢i,v, wenn das Monom nicht im Bild liegt, 0 sonst. Der Koeffizient z von x“) in
b1 (gnxn — fn) liegt dann im Bild:

e (DI
7]

vev]

Nach der Voraussetzung des Satzes liegt keines der g; in dem von f,, erzeugten Ideal, so dafl keine
Kiirzung auftritt. Es treten also genau die Nenner auf, die auch in b; vorkommen. Es liegt z im
Bild von ¢’, da dieser Morphismus die durch z,, gegebene Graduierung respektiert.

Da keine Kiirzung eintritt, liegen sogar fiir jede Klasse [1/] die Summen f,G([V]) 32, ¢ 5 c(l) im

Bild. Da die f; paarweise teilerfremd sind, folgt, daf§ bereits G([7]) ZI/E[V] cgo )V im Bild liegt. Dann
umfafit b; aber auch, im Widerspruch zu seiner Definition, Monome, die im Bild liegen. Demnach
muf} b; = 0 sein, b also im Bild von ¢’ liegen. O
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