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Kapitel 1

Einleitung

"

In der Filtration stekt s

�

amtlihe Information

�

uber den stohastishen Proze�\ - diese

Aussage gilt als allgemein anerkannte Tatsahe bei der Behandlung stohastisher Pro-

zesse; shlie�lih ist die Filtration F

t

gerade de�niert als die

"

Geshihte\ des Prozesses

bis zum Zeitpunkt t. Unklar ist hingegen, ob und inwieweit sih diese Information aus

der Filtration extrahieren l

�

a�t. Nimmt man beispielsweise die Filtration einer Brownshen

Bewegung B

t

auf IR, so kann ein

"

typishes\ Element � 2 F

t

die Form fB

t

2 [0; 1℄g ha-

ben. Nur ist � als F

t

-Element zun

�

ahst nur eine Teilmenge eines i.a. unbekannten Raumes


, d.h. � hat die Form � = f!

2

; !

5

; !

7

; !

10

; : : :g (indiziert durh eine hinreihend gro�e

Indexmenge von Ordinalzahlen o.

�

a.), und diesen !

i

sieht man a priori niht an, da� die

zugeh

�

origen Pfade sih zum Zeitpunkt t im Intervall [0; 1℄ versammeln. Dies ist insbe-

sondere dann problematish zu erkennen, wenn 
 niht der Wienerraum C(IR

+

; IR) ist,

sondern ein abstrakt gegebener Raum und damit die Elemente !

i

2 
 niht als Funktio-

nen gegeben sind.

Es ergibt sih daher u.a. folgende Frage: Gegeben sei ein Wahrsheinlihkeitsraum

(
;F

t

;F ;P) zu einer Brownshen Bewegung B

t

auf einer unbekannten Mannigfaltigkeit

M . L

�

a�t sih allein anhand der durh B

t

erzeugten Filtration F

t

und des Wahrsheinlih-

keitsma�es P heraus�nden, auf welher Mannigfaltigkeit B

t

gelebt hat?

Dies f

�

uhrt mittelbar auh zu der Frage nah der Isomorphie von Ma�r

�

aumen. Im Falle von

Markovprozessen mit diskretem Zeitparameter (d.h. IN) konnte Krikeberg 1965 nahwei-

sen, da� s

�

amtlihe Ma�r

�

aume isomorph sind zum Einheitsintervall [0; 1℄ mit Lebesgue-Ma�

[Krikeberg℄. Insbesondere l

�

a�t sih also auh niht heraus�nden, auf welher Mannigfal-

tigkeit der Proze� gelebt hat. Dies ist niht weiter verwunderlih, wie man bereits im

eindimensionalen Fall sehen kann: Ist (X

t

)

t2IN

ein Markovproze� auf S

1

, so tri�t dieser

fast jeden beliebigen Punkt x 2 S

1

mit Wahrsheinlihkeit Null. Aber S

1

� fxg

�

=

IR,

und da stohastishe Prozesse ohnehin nur bis auf Nullmengen de�niert sind, l

�

a�t sih X

t

damit niht von einem Proze� auf IR untersheiden.

Bei Prozessen mit kontinuierlihem Zeitparameter wurde diese Frage bisher noh niht be-

handelt. Doh gerade hier l

�

a�t sih ein qualitativer Untershied beobahten: Eine Brown-

she Bewegung auf S

1

tri�t jeden Punkt mit positiver Wahrsheinlihkeit (in dem Sinne,

da� 8x 2 S

1

8t

0

> 0 : P[9t < t

0

: B

t

= x℄ > 0), und damit bedeutet das Herausnehmen

eines Punktes durhaus einen qualitativen Untershied f

�

ur den zugeh

�

origen Wahrshein-

lihkeitsraum.
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Ziel der vorliegenden Arbeit ist es daher, im Falle von ein- und zweidimensionalen Man-

nigfaltigkeiten die Frage zu beantworten, ob sih anhand der Filtration die topologishe

Gestalt der Mannigfaltigkeit rekonstruieren l

�

a�t.

Die Arbeit ist wie folgt aufgebaut: Kapitel 1 ist die Einleitung. In Kapitel 2 werden die

wesentlihen Grundlagen und Hilfsmittel bereitgestellt, die im weiteren Verlauf ben

�

otigt

werden. Diese umfassen insbesondere Brownshe Bewegungen auf Mannigfaltigkeiten und

Ceh-Homologie. Im dritten Kapitel werden erste Eigenshaften von F

=t

-Ereignissen vor-

gestellt und deren Zusammenh

�

ange mit den Eigenshaften der zugrundeliegenden Borel-

Mengen auf der Mannigfaltigkeit. Es handelt sih hierbei um im wesentlihen zusam-

menh

�

angende und im wesentlihen benahbarte Ereignisse. Mit den gewonnenen Ergeb-

nissen l

�

a�t sih im n

�

ahsten Kapitel der eindimensionale Fall bereits abhandeln. Im f

�

unften

Kapitel werden weitere Eigenshaften speziell von F

=t

-Ereignissen, die zu einer Filtration

einer Brownshen Bewegung auf einer Fl

�

ahe geh

�

oren, eingef

�

uhrt und untersuht, und

letztendlih wird damit der zweidimensionale Fall gekl

�

art.

An dieser Stelle m

�

ohte ih mih herzlih bei Herrn Prof. H. Hering f

�

ur viele fruhtbare

Diskussionen bedanken sowie f

�

ur das Vertrauen, das er mir entgegenbrahte und die Frei-

heiten, die er mir lie�.

Bei Herrn Prof. M. Denker m

�

ohte ih mih f

�

ur die

�

Ubernahme des Korreferates bedan-

ken.

Weiterhin danke ih allen, die mir bei dieser Arbeit geholfen haben und die mih im In-

stitut in jeder Hinsiht unterst

�

utzt haben. Dies ist zun

�

ahst die Arbeitsgruppe mit Olaf

und J

�

org, sowie Susanne, Stefan-M., Peter, Paul, Oliver, Brie und Armin.
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Kapitel 2

Grundlagen

2.1 Notationen und Konventionen

In dieser Arbeit sei (
;F

t

;F

1

;P) ein beliebiger Wahrsheinlihkeitsraum, d.h. niht not-

wendigerweise der Wienerraum.

Die Brownshe Bewegung wird stets mit B

t

bezeihnet, F

t

ist die nat

�

urlihe Filtration

der Brownshen Bewegung, d.h.

F

t

:= �fB

�1

s

(A)js � t ; A 2 B(M)g.

Weiterhin sei

F

=t

:= �fB

�1

t

(A)jA 2 B(M)g

die �-Algebra der Ereignisse, die nur vom Zeitpunkt t abh

�

angen. Die Zeitpunkte t und

t� s werden stets als positiv vorausgesetzt, wobei t� s < t gelten soll.

Ein Ereignis � 2 F

=t

l

�

a�t sih shreiben als � = fB

t

2 Ag, A 2 B(M), da F

=t

eine

zur

�

ukgezogene �-Algebra ist.

Ereignisse � 2 F

t

bzw. � 2 F

=t

werden stets mit griehishen Buhstaben bezeihnet.

F

�

ur f 2 L

2

(
;F

t

) ist die bedingte Erwartung E[f jF

t�s

℄ de�niert als die eindeutige

L

2

-Projektion

E[�jF

t�s

℄ : L

2

(
;F

t

)! L

2

(
;F

t�s

).

Da die Brownshe Bewegung (auh auf Mannigfaltigkeiten) ein Markovproze� ist, ist f

�

ur

� 2 F

=t

die Zufallsvariable E[1l

�

jF

t�s

℄ stets F

=(t�s)

-me�bar (vgl. [Taira℄, S. 323).

Eine eindimensionale Mannigfaltigkeit ist in dieser Arbeit entweder IR oder S

1

, zwei-

dimensionale Mannigfaltigkeiten sind stets geshlossene, kompakte, vollst

�

andige, zusam-

menh

�

angende 2-Mannigfaltigkeiten mit Riemannsher Struktur. F

�

ur eine me�bare Menge

A � IR

n

bezeihnet �(A) das Lebesgue-Ma� von A, auf anderen Mannigfaltigkeiten be-

zeihnet �(�) das durh die Volumenform induzierte Ma�. Mit dist(�; �) wird der geod

�

ati-

she bzw. euklidishe Abstand bezeihnet, wobei wie

�

ublih f

�

ur Mengen A;B gilt:

dist(A;B) := inffdist(a; b)ja 2 A; b 2 Bg.
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2.2 Brownshe Bewegung auf Mannigfaltigkeiten

Sei im folgenden M eine Riemannshe Mannigfaltigkeit mit Riemannsher Metrik

g : M ! T

�

M 
 T

�

M . In lokalen Koordinaten sei g = g

ij

dx

i


 dx

j

, (g

ij

) die inverse

Matrix von (g

ij

), und �

k

ij

seien die Christo�el-Symbole.

Der Laplae-Operator � ist in lokalen Koordinaten gegeben durh

� = g

ij

�

2

�x

i

�x

j

� g

ij

�

k

ij

�

�x

k

wobei wie

�

ublih die Einsteinshe Summationskonvention gilt.

Die Brownshe Bewegung auf M ist de�niert als die Di�usion auf M , deren Generator

gerade

1

2

� ist (Vgl. [Hsu℄).

�

Aquivalent dazu ist folgende De�nition:

De�nition 2.1 Ein stohastisher Proze� X : 
 � IR

+

! M ist eine Brownshe Bewe-

gung auf (M; g), falls es sih um einen stetigen adaptierten Proze� handelt und f

�

ur jedes

glatte f :M ! IR der Proze�

f(X

t

)� f(X

0

)�

1

2

Z

�f(X

s

)ds

ein lokales Martingal ist (vgl. [Emery℄, S. 62).

Die Dihte der Brownshen Bewegung ergibt sih daher ([Hsu℄) in lokalen Koordinaten

als minimale Fundamentall

�

osung zu

�

�t

u = g

ij

�

2

�x

i

�x

j

u� g

ij

�

k

ij

�

�x

k

u.

2.3 Ceh-Homologie

Im folgenden sollen kurz die wesentlihen Punkte

�

uber Ceh-Homologie zusammengefa�t

werden. Als Quelle sei verwiesen auf [Rinow℄, S. 505�.

Sei U = (U

i

)

i2I

eine endlihe o�ene

�

Uberdekung der Mannigfaltigkeit M .

Setze C

k

= ZZ=2[fU

i

0

; : : : ; U

i

k

: U

i

0

\ : : : \ U

i

k

6= ;g℄, d.h. der freie ZZ=2-Vektorraum

�

uber

den (k + 1)-Tupeln von Mengen in U , die niht-leeren Durhshnitt haben. Setze

� : C

k

! C

k�1

[U

i

0

; : : : ; U

i

k

℄ 7!

k

X

j=0

[U

i

0

; : : : ;

^

U

i

j

; : : : ; U

i

k

℄

wobei das ^ bedeutet, da� die entsprehende Menge weggelassen wird.

O�ensihtlih ist � Æ � = 0, daher ist mit

Z

k

:= Kern �, B

k

:= Bild �
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der ZZ=2-Vektorraum H

k

(U) := Z

k

=B

k

wohlde�niert.

Ist V = (V

j

)

j2J

eine Verfeinerung von U , d.h. zu jedem V

j

existiert ein U

i

mit V

j

� U

i

, so

wird durh

[V

j

0

; : : : ; V

j

k

℄ 7! [U

i

0

; : : : ; U

i

k

℄, V

j

n

� U

i

n

8n

ein (i.a. niht eindeutiger) Homomorphismus von C

k

(V) nah C

k

(U) de�niert, der einen

eindeutigen Homomorphismus

H

k

(V)! H

k

(U)

induziert.

Die Ceh-Homologiegruppen

�

H

k

(M ;ZZ=2) sind dann de�niert durh

�

H

k

(M ;ZZ=2) := lim

 

H

k

(U)

wobei der projektive Limes

�

uber alle endlihen o�enen

�

Uberdekungen U genommen wird.

Bei Mannigfaltigkeiten stimmen die Ceh-Homologiegruppen mit den

�

ublihen (z.B. sin-

gul

�

aren oder zellul

�

aren) Homologiegruppen

�

uberein.

Analog lassen sih die Ceh-Homologiegruppen

�

H

k

(M ;ZZ) mit ganzzahligen KoeÆzienten

bilden. Hier ist C

k

der freie ZZ-Modul

�

uber den geordneten (k+1)-Tupeln [U

0

; : : : ; U

k

℄,

wobei

[U

0

; : : : ; U

i

; U

i+1

; : : : ; U

k

℄ = �[U

0

; : : : ; U

i+1

; U

i

; : : : ; U

k

℄

gilt, und der Randhomomorphismus � de�niert wird durh

� : [U

0

; : : : ; U

k

℄ 7!

k

X

j=0

(�1)

j

[U

0

; : : : ;

^

U

j

; : : : ; U

k

℄.

De�nition 2.2 Ein ko�nites (in [Rinow℄ kon�nites) System (U

i

)

i2I

von o�enen

�

Uber-

dekungen ist ein System derart, da� zu jeder o�enen

�

Uberdekung V = (V

j

) ein U

i

2 (U

i

)

existiert, das eine Verfeinerung von V ist.

Satz 2.3 Ist (U

i

)

i2I

ein ko�nites System von o�enen

�

Uberdekungen, so ist der projektive

Limes

�

uber die Homologiegruppen dieses Systems gerade die Ceh-Homologie, d.h.

�

H

k

(M ;ZZ=2) = lim

 �

i2I

H

k

(U

i

).

Insbesondere sind die Homologiegruppen durh ein beliebiges ko�nites System shon be-

stimmt. 2
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Eine Leray-

�

Uberdekung U = (U

i

) ist eine o�ene

�

Uberdekung von M , so da� s

�

amtli-

he Mengen U

i

einfah zusammenh

�

angend sind. Ist dies der Fall, so ist der kanonishe

Homomorphismus

�

H

k

(M)! H

k

(U)

bereits ein Isomorphismus.

2.4 Dihten me�barer Mengen

De�nition 2.4 Sei a 2 IR

n

, A � IR

n

me�bar, und f

�

ur jedes � > 0 sei K

�

(a) die o�ene

Einheitskugel um a mit Radius �. Dann hei�t

�

d(a; A) := lim sup

�#0

�(A \K

�

(a))

�(K

�

(a))

die obere

�

au�ere Dihte und

d(a; A) := lim inf

�#0

�(A \K

�

(a))

�(K

�

(a))

die untere

�

au�ere Dihte von A in a.

Gilt

�

d(a; A) = d(a; A), so ist �

A

(a) :=

�

d(a; A) die

�

au�ere Dihte von A in a.

De�nition 2.5 Sei A � IR

n

me�bar. Dann ist

~

A de�niert als

~

A := fa 2 IR

n

j�

A

(a) = 1g

Satz 2.6 Ist A � IR

n

me�bar, dann gilt �(A�

~

A) = 0 (Dihtesatz von Lebesgue).

Beweis : In [Hahn-Rosenthal℄, S. 282. 2

N

�

aheres ist auh zu �nden in [Munroe℄, S. 287�., und in [Oxtoby℄.

Bemerkung 2.7 Sei A � IR

n

me�bar. Dann gilt:

1. �

A

(a) = �

~

A

(a) 8a 2 IR

n

2.

~

~

A =

~

A

3.

~

A besitzt keine isolierten Punkte/Nullmengen

4.

~

A



besitzt keine isolierten Punkte/Nullmengen

5. Ist A � IR ein Intervall, dann ist

~

A der o�ene Kern von A

6. Ist B = A�N , wobei N eine �-Nullmenge ist, so ist

~

B =

~

A

Beweis : Folgt direkt aus der De�nition von

~

A. 2
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Kapitel 3

Eigenshaften von F

=t

-Ereignissen

In diesem Kapitel soll von Eigenshaften von Ereignissen der Form fB

t

2 Ag auf Eigen-

shaften der Menge A geshlossen werden.

Anshaulih gesehen ist die zugrundeliegende Idee die folgende: Jedes Ereignis � 2 F

=t

hat die Form fB

t

2 Ag, d.h. es besteht aus Pfaden ! 2 
, die zum Zeitpunkt t in der (un-

bekannten) me�baren Menge A liegen. Wenn man diese ! zum Zeitpunkt t�s betrahtet,

so liegen sie zwar

�

uberall (da die Brownshe Bewegung mit positiver Wahrsheinlihkeit

in beliebig kurzer Zeit beliebig weit l

�

auft), aber die

"

Mehrzahl\ dieser ! h

�

alt sih in der

N

�

ahe von A auf. Wenn man also

�

ahnlih wie in der Statistik Signi�kanzniveaus � w

�

ahlt

und auf diese Weise die eben genannte

"

Mehrzahl\ pr

�

azisiert, so erh

�

alt man Umgebungen

von A, die sih um so weniger von A untersheiden, je kleiner s ist. Es stellt sih shlie�-

lih heraus, da� der

�

Ubergang s! 0 in engem Zusammenhang steht mit der (Lebesgue-)

Dihte von A in den entsprehenden Punkten.

3.1 Grenzwerte von Markovkernen

Zu jedem Markovproze� ist in nat

�

urliher Weise eine Halbgruppe P

t

assoziiert, f

�

ur die

bekanntlih

lim

t#0

P

t

1l

A

(x) = 1l

A

(x) f.s.

gilt. Da f

�

ur t > 0 P

t

1l

A

(x) jedoh stetig ist, reiht f

�

ur die Betrahtung der Kurzzeitasym-

ptotik eine fast sihere Aussage niht aus. Stattdessen mu� diese Konvergenz punktweise

betrahtet werden.

Bemerkung 3.1 Die Dihte der Brownshen Bewegung auf S

1

ist in lokalen Koordinaten

C1 � S

1

3 x = e

i��

7! � 2 (�1; 1), x 6= �1 gegeben durh

p

t

(x) = #

3

(�x; exp(�2�

2

t)).

Insbesondere ist p

t

(x) monoton steigend f

�

ur x < 0 und monoton fallend f

�

ur x > 0.

Beweis : Ergibt sih durh L

�

osen der entsprehenden W

�

armeleitungsgleihung oder durh

Betrahten der universellen

�

Uberlagerung von S

1

, siehe [Whittaker-Watson℄, S. 475. 2
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Satz 3.2 Sei p

t

(x) eine Familie von Wahrsheinlihkeitsdihten derart, da�

1. p

t

(x)! Æ(x) im Distributionssinne f

�

ur t # 0

2. p

t

2 C

1

3. p

t

ist monoton steigend auf (�1; 0) und monoton fallend auf (0;1).

Sei A 2 B(IR) derart, da�

lim sup

h#0

�([�h; h℄ \ A)

2h

= a

ist. Dann gilt:

1. Ist a = 0, so ist lim sup

t#0

R

A

p

t

(x)dx = 0

2. Ist a < 1, so ist lim sup

t#0

R

A

p

t

(x)dx < 1.

Beweis : Sei zun

�

ahst a = 0. Es reiht zu zeigen, da�

Z

1

0

1l

A

(x)p

t

(x)dx! 0

f

�

ur t # 0.

Sei � > 0, �

0

= �=3, h

o

derart, da� �([0; h℄\A) � h�

0

8h � h

0

. Sei t

0

> 0 so gew

�

ahlt, da�

f

�

ur alle t 2 [0; t

0

℄ gilt:

Z

1

h

0

p

t

(x)dx < �

0

und p

t

(h

0

) < 1=h

0

.

Dann ist f

�

ur t � t

0

Z

1

0

1l

A

(x)p

t

(x)dx =

Z

h

0

0

1l

A

(x)p

t

(x)dx +

Z

1

h

0

1l

A

(x)p

t

(x)dx

�

Z

h

0

0

1l

A

(x)p

t

(x)dx + �

0

=

�

Z

x

0

1l

A

(�)d�p

t

(x)

�

h

0

x=0

�

Z

h

0

0

Z

x

0

1l

A

(�)d�p

0

t

(x)dx + �

0

� �([0; h

0

℄ \ A)p

t

(h

0

)�

Z

h

0

0

�

0

xp

0

t

(x)dx + �

0

da p

0

t

� 0 auf (0;1)

= �([0; h

0

℄ \ A)p

t

(h

0

)� [�

0

xp

t

(x)℄

h

0

x=0

+ �

0

Z

h

0

0

p

t

(x)dx+ �

0

� �

0

+ �

0

+ �

0

= �.

Sei nun 0 < a < 1, � > 0, �

0

= �=3. Nah Voraussetzung existiert ein h

0

, so da� f

�

ur alle

h < h

0

�([�h; 0℄ \ A) < h(a + �

0

) oder �([0; h℄ \ A) < h(a + �

0

) gilt. Ohne wesentlihe

11



Einshr

�

ankung sei �([0; h℄ \ A) < h(a + �

0

). Sei b =

R

1

0

p

t

(x)dx. Es reiht zu zeigen, da�

ein t

0

> 0 existiert, so da� f

�

ur t < t

0

Z

1

0

1l

A

(x)p

t

(x)dx � ba + �

0

ist.

Sei t

0

derart gew

�

ahlt, da� f

�

ur t < t

0

gilt

Z

1

h

0

p

t

(x)dx < �

0

, p

t

(h

0

) < �

0

=h

0

.

Dann gilt:

Z

1

0

1l

A

(x)p

t

(x)dx � �

0

+

Z

h

0

0

1l

A

(x)p

t

(x)dx

� �

0

+ (a + �

0

)�

0

�

Z

h

0

0

�([0; x℄ \ A)p

0

t

(x)dx

� 2�

0

� (a+ �

0

)

Z

h

0

0

xp

0

t

(x)dx

= 2�

0

� (a+ �

0

)h

0

p

t

(h

0

) + (a + �

0

)

Z

h

0

0

p

t

(x)dx

� 2�

0

+ b(a + �

0

) � ba + �. 2

Korollar 3.3 1. Ist d(0; A) = a mit a = 1 oder a > 0, so ist auh

lim inf

t#0

R

A

p

t

(x)dx = 1 oder > 0.

2. Ist �

A

(0) = a mit a 2 f0; 1g, so ist lim

t#0

R

A

p

t

(x)dx = a.

Beweis :

1. Ergibt sih aus Satz 3.2 durh Betrahtung des Komplements,

2. ist eine Kombination von Satz 3.2 und 1. 2

Damit l

�

a�t sih die oben gestellte Frage im eindimensionalen Fall bereits beantworten:

Auf

~

A konvergiert P

t

1l

A

gegen 1, auf

~

A



konvergiert es gegen Null und der lim inf P

t

1l

A

bzw. der limsupP

t

1l

A

ist genau dann gleih Null/gleih Eins/dazwishen, wenn dies f

�

ur

die untere

�

au�ere bzw. obere

�

au�ere Dihte der Menge A im entsprehenden Punkt gilt.

Dies gilt auh im zweidimensionalen Fall, wie im folgenden gezeigt wird.

Satz 3.4 Sei p

t

(x) das zweidimensionale Gau�ma� mit Varianz t, A � IR

2

. Dann gilt:

1. Ist

�

d(0; A) = 0 oder < 1, so ist

lim sup

t#0

Z

A

p

t

(x)dx = 0 oder < 1.

12



2. Existiert �

A

(0) und ist gleih 0 oder 1, so ist

lim

t#0

Z

A

p

t

(x)dx = 0 oder 1.

Beweis : Sei � > 0, h

0

so gew

�

ahlt, da�

�(K

h

(0)\A)

�(K

h

(0))

< a+ � gilt f

�

ur h < h

0

, wobei

K

h

(0) = fx 2 IR

2

: jxj < hg.

In Polarkoordinaten ist dann

Z

A

p

t

(x)dx =

Z

1

0

Z

2�

0

1l

A

(�; r)rd� p

t

(r)dr

=:

Z

1

0

	

A

(r)p

t

(r)dr,

wobei f

�

ur h < h

0

R

h

0

	

A

(r)dr < a + � nah Voraussetzung. Der Rest des Beweises folgt

analog zu Satz 3.2 und Korollar 3.3. 2

Korollar 3.5 Ist p

t

der Markovkern zur Brownshen Bewegung auf einer zweidimensio-

nalen Mannigfaltigkeit, so gilt:

1. lim inf

t#0

R

A

p

t

(x; y)dy = 0/ = 1/ 2 (0; 1), d(x;A) = 0/ = 1/ 2 (0; 1)

2. lim sup

t#0

R

A

p

t

(x; y)dy = 0/ = 1/ 2 (0; 1),

�

d(x;A) = 0/ = 1/ 2 (0; 1).

Beweis : Nah [Davies℄, Korollar 3.2.8 und Theorem 3.3.4 l

�

a�t sih p

t

nah oben und

nah unten absh

�

atzen durh (niht-normierte) Gau�ma�e. Damit folgt die Behauptung

aus Satz 3.4. 2

Sei im folgenden �

s;A

(x) :=

R

A

p

s

(x; y)dy. Dann ist nah dem bisher gezeigten 1l

~

A

(x) ein

nat

�

urliher Kandidat f

�

ur eine Erweiterung von �

s;A

(x) f

�

ur s = 0.

Nunmehr sollen weitere Eigenshaften dieser Funktion behandelt werden.

Lemma 3.6 Sei A 2 B(M) mit �(A) > 0. Dann gilt f

�

ur alle s > 0, da� �

s;A

(x) stetig ist

in x.

Beweis : Ohne wesentlihe Einshr

�

ankung sei �

s;A

(�) in lokalen Koordinaten gegeben.

Dann ist

�

s;A

(x) =

Z

A

p(x; y; s)dy.

Sei fx

n

g

n2IN

eine Cauhy-Folge mit x

n

n!1

�! x.

Dann ist

lim

n!1

�

s;A

(x

n

) = lim

n!1

Z

A

p(x

n

; y; s)dy

=

Z

A

lim

n!1

p(x

n

; y; s)dy = �

s;A

(x)

nah dem Satz

�

uber majorisierte Konvergenz, da p(�; �; s) stetig und beshr

�

ankt ist. 2

13



Lemma 3.7 F

�

ur alle x 2M ist �

s;A

(x) stetig in s 2 (0; T ℄ f

�

ur ein T > 0.

Beweis : Ohne wesentlihe Einshr

�

ankung sei �

s;A

wieder in lokalen Koordinaten gegeben.

Sei s > 0 und fs

n

g

n2IN

eine Cauhy-Folge mit s

n

n!1

�! s, s

n

> 0 8n. Dann gibt es ein

Intervall I = [s� �; s + �℄ mit s� � > 0, und ein n

0

> 0, so da� s

n

2 I 8n > n

0

.

Da I kompakt ist und �

s;A

(�) beshr

�

ankt ist f

�

ur alle s, ist �

s;A

(x) gleihm

�

a�ig beshr

�

ankt

f

�

ur s 2 I. Damit gilt lim

n!1

�

s

n

;A

(x) = �

s;A

(x) wegen majorisierter Konvergenz. 2

Korollar 3.8 1. Sei x 2

~

A oder x 2

~

A



. Dann ist die (kanonishe) Erweiterung von

�

s;A

(x) stetig in s 2 [0; T ℄.

2. Sei x 2 M so, da� d(x;A) � a > 0 gilt. Dann gilt f

�

ur jede (sinnvolle) Erweiterung

~

�

s;A

, da�

~

�

s;A

(x) � b > 0 ist. 2

Shlie�lih ist noh eine Absh

�

atzung vonn

�

oten, mithilfe derer die Formulierung

"

in der

N

�

ahe\ am Anfang dieses Kapitels pr

�

azisiert wird:

Lemma 3.9 Seien x; y 2 M , x 6= y und �(x; y) der (geod

�

atishe) Abstand zwishen x

und y. Dann gilt:

lim

t#0

t log p(t; x; y) = �

1

2

�(x; y)

2

.

Beweis : In [Hsu℄, Abshnitt 5. 2

Korollar 3.10 Seien A, B Borel-Mengen mit positivem Ma�, dist(A;B) � a > 0. Dann

gibt es zu jedem � > 0 ein s

0

> 0, so da� f

�

ur alle s < s

0

gilt: �

s;A

j

B

< � 2

3.2 Struktur von F

=t

-Ereignissen

Im vorhergehenden Abshnitt wurden die Funktionen �

s;�

:M ! IR untersuht, die jedoh

im konkreten Fall niht gegeben sind. Es stellt sih aber heraus, da� diese Funktionen mit

Zufallsvariablen, d.h. Funktionen �

s;�

: 
! IR korrespondieren, die auf nat

�

urlihe Weise

mithilfe der bedingten Erwartung gegeben sind. Durh diese Korrespondenz ist es m

�

oglih,

von Aussagen

�

uber Ereignisse der Form fB

t

2 Ag, also F

=t

-Ereignisse, auf Eigenshaften

der zugrundeliegenden Menge A zu shlie�en.

Sei 0 < s < t, A;B 2 B(M) me�bare Mengen mit positivem Ma�. Dann ist (in lokalen

Koordinaten)

P[fB

t�s

2 Ag \ fB

t

2 Bg℄ =

Z

A

Z

B

p(x

0

; x; t� s) p(x; y; s) dydx

=

Z

A

�

Z

B

p(x; y; s)dy

�

p(x

0

; x; t� s)dx

=:

Z

A

�

s;B

(x)p(x

0

; x; t� s)dx,
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wobei x

0

der Startpunkt der Brownshen Bewegung ist. �

s;B

(x) ist also die Radon-

Nikodym-Dihte zu

P[fB

t�s

2 �g \ fB

t

2 Bg℄,

die f

�

ur alle s > 0 existiert, da die Wahrsheinlihkeit f

�

ur Brownshe Bewegung, in einer

beliebigen positiven Zeit zu einer Menge positiven Ma�es zu gelangen, stets gr

�

o�er als

Null ist.

Weiterhin gilt nah Korollar 3.8

�

s;B

s#0

�! 1l

~

B

(x).

Sei weiterhin � = fB

t

2 Bg 2 F

=t

. Da die Brownshe Bewegung ein Markovproze� ist,

ist

�

s;�

:= E[1l

�

jF

t�s

℄

eine F

=(t�s)

-me�bare Zufallsvariable ([Taira℄, S.323).

F

�

ur � = fB

t�s

2 Ag 2 F

=(t�s)

ist

Z

�

�

s;�

(!)dP(!) =

Z




1l

�

E[1l

�

jF

t�s

℄dP(!)

=

Z




E[1l

�

1l

�

jF

t�s

℄dP(!)

da � 2 F

=(t�s)

, also 1l

�

F

t�s

-me�bar ist

= E[E[1l

�

1l

�

jF

t�s

℄℄ = E[1l

�

1l

�

℄ = P[� \ �℄.

Insbesondere kann �

s;�

also als Dihte zu P[� \ �℄ auf (
;F

=(t�s)

) aufgefa�t werden, d.h.

f

�

ur F

=(t�s)

-Ereignisse ergibt sih das folgende kommutative Diagramm:




B

t�s

�! M

�

s;�

& . �

s;B

[0; 1℄

Dies ist die oben beshriebene Korrespondenz. Als erste Folgerung ergibt sih aus der

Stetigkeit von �

s;A

, da� f

�

ur ein F

=(t+s)

-Ereignis � das F

=t

-Ereignis

� = �

�1

s;�

((a; b))

bis auf Nullmengen von der Form fB

t

2 Ag ist, wobei A eine o�ene Menge ist. Umgekehrt

l

�

a�t sih auh jedes derartige Ereignis auf diese Weise erhalten:

Lemma 3.11 Sei A � M o�en, � = fB

t�s

2 Ag. Dann existiert eine me�bare Menge

C �M , so da� f

�

ur � = fB

t

2 Cg

P[���

�1

�;s

((a; b))℄ = 0.
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Beweis : Da A o�en ist, ist

~


 = � ein F

t

-Ereignis mit positivem Ma�. F

�

ur D � M ,

�(D) > 0 ist also

~

P[fB

t

2 Dg℄ := P[fB

t

2 Dgj�℄ > 0.

Es existiert also eine Radon-Nikodym-Dihte # auf M mit

~

P[fB

t

2 Dg℄ =

R

D

#(x)dx.

Damit erf

�

ullt C := #

�1

((P[�℄a;P[�℄b)) die gew

�

unshten Bedingungen. 2

Daher kann im weiteren stets angenommen werden, da� bei Ereignissen der Form

fB

t

2 Ag die Menge A o�en ist.

De�nition 3.12 1. Seien �;� 2 F

=t

Ereignisse mit positiver Wahrsheinlihkeit,

P[� \�℄ = 0.

� und � hei�en im wesentlihen benahbart, falls gilt:

8� > 0 : 9s

0

> 0 : 8s 2 (0; s

0

) :

P

�

�

�1

s;�

((

1

2

� �; 1℄) \ �

�1

s;�

((

1

2

� �; 1℄)

�

> 0.

2. Sei � 2 F

=t

, P[�℄ > 0. � hei�t im wesentlihen zusammenh

�

angend, falls gilt:

Sind �;� 2 F

=t

Ereignisse mit positiver Wahrsheinlihkeit, so da� P[� \ �℄ = 0

und P[��(�[�)℄ = 0, so sind � und � notwendigerweise im wesentlihen benah-

bart.

In dieser De�nition lassen sih � und � beliebig durh Nullmengen ver

�

andern, ohne

da� die beshriebenen Eigenshaften verlorengehen. Es handelt sih also um eine

"

fast si-

her\-Eigenshaft. Nur sind topologishe Eigenshaften im allgemeinen keine

"

fast siher\-

Eigenshaften: Das Einheitsintervall [0; 1℄ ist zusammenh

�

angend, [0; 1℄�QI ist jedoh total

unzusammenh

�

angend, obwohl sih beide Mengen nur durh Nullmengen untersheiden.

Daher kommt es auf die Wahl des rihtigen Repr

�

asentanten modulo Nullmengen an, und

es stellt sih heraus, da� dieser gerade die Menge der Lebesgue-Punkte ist:

g

([0; 1℄�QI)

ist tats

�

ahlih zusammenh

�

angend. Aus diesem Grunde wurde auh niht die Formulie-

rung

"

fast siher zusammenh

�

angend\ gew

�

ahlt, da sie topologish unsinnig ist, sondern

"

im wesentlihen\, die sih auf den rihtigen Repr

�

asentanten bezieht.

Satz 3.13 Sei A 2 B(M) mit �(A) > 0. Dann gilt: Ist

~

A (weg-)zusammenh

�

angend, so

ist fB

t

2 Ag im wesentlihen zusammenh

�

angend.

Beweis : Sei

~

A zusammenh

�

angend, � > 0. Sei � = fB

t

2 Bg, � = fB

t

2 Cg eine

Zerlegung von fB

t

2 Ag, d.h.

P[�℄ > 0, P[�℄ > 0, P[� \ �℄ = 0 und P[fB

t

2 Ag�(� [ �)℄ = 0. Dann folgt, da� auh

�(A�(B [ C)) = 0, �(B \ C) = 0, �(B) > 0, �(C) > 0. Bis auf Nullmengen gilt also

B [ C = A und daher ist nah Bemerkung 2.7

g

B [ C =

~

A.

Da

~

A zusammenh

�

angend ist, gibt es einen Weg w : [0; 1℄!

~

A, so da�

w(0) 2

~

B und w(1) 2

~

C.

16



Da Bild(w) �

~

A ist, gilt f

�

ur alle q 2 [0; 1℄ : �

~

A



(w(q)) = 0. Da �

s;

~

A



stetig ist f

�

ur

(s; x) 2 (0;1) � M und lim

s#0

�

s;

~

A



j

Bild(w)

existiert und stetig ist, gibt es eine stetige

Fortsetzung

~

�

s;

~

A



auf Bild(w), die stetig ist f

�

ur (s; x) 2 [0;1)�Bild(w).

Sei x 2 Bild(w). Wegen der Stetigkeit von

~

�

s;

~

A



auf Bild(w) und da

~

�

0;

~

A



= 0, gibt es

eine Umgebung (bez

�

uglih der Teilraumtopologie von Bild(w)) U(x) und ein s

x

> 0, so

da� f

�

ur alle s < s

x

gilt:

~

�

s;

~

A



j

U(x)

<

�

4

. Da Bild(w) kompakt ist, gibt es somit ein s

1

> 0,

so da� f

�

ur s < s

1

gilt:

~

�

s;

~

A



j

Bild(w)

<

�

4

.

Sei weiterhin x 2 Bild(w), s < s

1

. Wegen der Stetigkeit von �

s;

~

A



(x) gibt es eine o�ene

Umgebung U(x) in M , so da� �

s;

~

A



j

U(x)

<

�

2

. Also gibt es f

�

ur jedes s < s

1

eine o�ene

Umgebung U

s

von Bild(w) mit �

s;

~

A



j

U

s

<

�

2

.

Da �

s;B

+�

s;C

+

~

�

s;

~

A



= 1 gilt, ist (�

s;B

+�

s;C

)j

U

s

> 1�

�

2

. Da weiterhin lim

s#0

�

s;B

(w(0)) = 1

und lim

s#0

�

s;C

(w(1)) = 1 gilt, gibt es ein s

0

� s

1

, so da� f

�

ur alle s < s

0

gilt:

�

s;B

(w(0)) > 1 �

�

2

, �

s;C

(w(1)) > 1 �

�

2

. Insbesondere gibt es f

�

ur s < s

0

nah dem

Zwishenwertsatz ein x

0

2 Bild(w), so da� �

s;B

(x

0

) = �

s;C

(x

0

) >

1

2

�

�

2

. Wegen der

Stetigkeit der � und da �

s;

~

A



<

�

2

in einer Umgebung von x

0

ist, gibt es eine o�ene

Umgebung V (x

0

) mit �

s;B

j

V (x

0

)

>

1

2

� � und �

s;C

j

V (x

0

)

<

1

2

� �.

Damit ist

�(�

�1

s;B

((

1

2

� �; 1℄) \ �

�1

s;C

((

1

2

� �; 1℄)) > 0

und somit auh

P

�

�

�1

s;�

((

1

2

� �; 1℄) \ �

�1

s;�

((

1

2

� �; 1℄)

�

> 0: 2

Satz 3.14 Sei M eine eindimensionale Mannigfaltigkeit mit Ma� �, A 2 B(M) mit

�(A) > 0. Dann gilt:

Ist fB

t

2 Ag im wesentlihen zusammenh

�

angend, so ist

~

A zusammenh

�

angend.

Beweis : Angenommen,

~

A ist niht zusammenh

�

angend. Dann gibt es eine disjunkte

Zerlegung

~

A = B [ C in Zusammenhangskomponenten mit positivem Ma�. Nun gilt:

dist(B;C) > 0. Denn sonst g

�

abe es einen stetigen Weg  : [0; 1℄ ! M mit (0) 2 B,

(1) 2 C, so da� �(

�1

((B [ C)



)) = 0 w

�

are. Das w

�

urde bedeuten, da� B und C nur

durh eine Nullmenge N 2 A



getrennt w

�

urden. Da aber

~

N = ; gilt, m

�

u�te N �

~

A sein,

d.h. die Zerlegung w

�

are keine ehte Zerlegung in Zusammenhangskomponenten.

Sei also a = dist(B;C) > 0. Nah Korollar 3.10 existiert zu jedem � > 0 ein s

0

> 0, so

da� f

�

ur alle s < s

0

gilt:

�

�1

s;B

((�; 1℄) � U

a

3

(B),

dabei ist U

a

3

(B) eine o�ene Umgebung von B mit Breite �

a

3

, d.h.

sup

x2(U
a

3

(B)�B)

dist(x; U

a

3

(B)



) �

a

3

.

Entsprehendes s

1

existiert auh f

�

ur C, d.h. die Ereignisse fB

t

2 Bg und fB

t

2 Cg sind

niht im wesentlihen zusammenh

�

angend. 2

F

�

ur dim(M) � 2 gilt nur eine Abshw

�

ahung vom letzten Satz:
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Satz 3.15 Sei M eine kompakte 2-Mannigfaltigkeit mit Ma� �, A 2 B(M) mit �(A) > 0.

Weiterhin sei fB

t

2 Ag im wesentlihen zusammenh

�

angend. Dann gilt:

Ist fB

t

2 Bg [ fB

t

2 Cg eine Zerlegung von fB

t

2 Ag mit P[fB

t

2 Bg \ fB

t

2 Cg℄ = 0,

P[fB

t

2 Bg℄ > 0, P[fB

t

2 Cg℄ > 0, so ist dist(

~

B;

~

C) = 0, und f

�

ur jedes � > 0 existiert ein

stetiger Weg  : [0; 1℄!M mit 

�1

([0;

1

2

)) �

~

B, 

�1

((

1

2

; 1℄) �

~

C und d((

1

2

); A) > 1� �.

Beweis : Ist dist(B;C) > 0, so ist nah Korollar 3.10 fB

t

2 Ag niht im wesentlihen

zusammenh

�

angend (vgl. den Beweis von Satz 3.14). Ohne wesentlihe Einshr

�

ankung sei

~

A in lokalen Koordinaten gegeben.

Sei also dist(B;C) = 0, aber f

�

ur jeden derartigen Weg  : [0; 1℄!M sei

d((

1

2

); A) � Æ < 1.

Dann folgt nah Korollar 3.5, da�

lim inf

s#0

�

s;A

((

1

2

)) � Æ

0

< 1

f

�

ur alle derartigen Wege . Also ist

lim sup

s#0

�

s;A



((

1

2

)) � 1� Æ

0

> 0. (3.1)

Setze � =

1�Æ

5

, s

0

> 0 beliebig, aber fest.

Wegen (3.1) existiert eine stetige injektive Abbildung  : D

2

! M so da�

~

B im Inneren

von  (D

2

) liegt, �( (D

2

) \

~

C) = 0 gilt und lim sup

s#0

�

s;

~

A



(x) > 5� f

�

ur alle

x 2  (�D

2

) =  (S

1

).

Da  (S

1

) kompakt ist und �

s;A



j

 (S

1

)

stetig ist f

�

ur alle s > 0, gibt es f

�

ur jedes x 2  (S

1

)

ein s

1

(x) < s

0

, so da� �

s;A



(x) > 4� f

�

ur unendlih viele s < s

1

(x). Wegen der Stetigkeit

gibt es dann eine Umgebung U(x), o�en in der Teilraumtopologie von  (S

1

), so da�

�

s;A



j

U(x)

> 3� f

�

ur unendlih viele s < s

1

(x).

Aufgrund der Kompaktheit von  (S

1

) reihen bereits endlih viele derartige Umgebungen

aus, und es gibt damit ein s

1

> 0, s

1

< s

0

, so da� �

s;A



j

 (S

1

)

> 3� f

�

ur unendlih viele s < s

1

ist.

Wegen der Stetigkeit von �

s;A



gibt es dann eine Umgebung U( (S

1

)), o�en in M , so da�

�

s;A



j

U( (S

1

))

> 2� f

�

ur unendlih viele s < s

1

. F

�

ur x 2 (B [ U( (S

1

)))



ergibt Korollar

3.10, da� �

s;B

(x) <

1

2

� � f

�

ur s hinreihend klein ist. Auf U( (S

1

)) bleibt �

s;A



gr

�

o�er als

2�, daher ist dann fB

t

2 Ag niht im wesentlihen zusammenh

�

angend. 2

Korollar 3.16 Seien fB

t

2 Bg und fB

t

2 Cg im wesentlihen benahbart. Dann gilt:

Sind U und V zwei beliebige o�ene Umgebungen von B und C, d.h. B � U und

dist(B;U



) > 0, C � V , dist(C; V



) > 0, so ist U \ V 6= ;. 2
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Kapitel 4

Der eindimensionale Fall

Mit den im vorigen Kapitel eingef

�

uhrten Zusammenh

�

angen zwishen F

=t

-Ereignissen und

den zugrundeliegenden Borel-Mengen l

�

a�t sih bereits die Filtration einer Brownshen

Bewegung auf IR von der einer Brownshen Bewegung auf S

1

untersheiden. Diese Un-

tersheidung beruht auf einer einfahen Beobahtung:

�

Uberdekt man S

1

(bis auf Null-

mengen) durh disjunkte Intervalle, so ist jedes dieser Intervalle mit genau zwei anderen

benahbart. Auf IR hingegen sind die Intervalle (�1; x) und (y;1) nur mit jeweils einem

anderen Intervall benahbart.

Sei im folgenden (
;F

t

;P) der Wahrsheinlihkeitsraum zu einer Brownshen Bewegung

B

t

: 
 � IR

+

! M , wobei M eine eindimensionale zusammenh

�

angende Mannigfaltigkeit

ist, d.h. M = S

1

oder M = IR.

Lemma 4.1 Sei � 2 F

=t

ein im wesentlihen zusammenh

�

angendes Ereignis,

� = fB

t

2 Ag, P[�℄ > 0, P[�



℄ > 0. Dann ist

~

A (hom

�

oomorph zu) ein o�enes Intervall.

Beweis : Sei zun

�

ahst A � IR. Da � im wesentlihen zusammenh

�

angend ist, gilt f

�

ur

jede Zerlegung

~

A = B [ C von A: dist(

~

B;

~

C) = 0 nah Satz 3.14. Ist insbesondere

inf(

~

C) � sup(

~

B), so mu� Gleihheit gelten, und

~

B und

~

C werden h

�

ohstens durh einen

Punkt x = inf(

~

C) 2 A



getrennt. Damit gilt aber �

A

(x) = 1, d.h. x 2

~

A. F

�

ur y = sup(

~

A)

und z = inf(

~

A) gilt gerade �

A

(y) = �

A

(z) =

1

2

, d.h.

~

A ist ein o�enes Intervall.

F

�

ur M = S

1

ist der Beweis analog nah zweimaligem Zershneiden von S

1

an vershiede-

nen Stellen und nahfolgendem Betrahten in lokalen Koordinaten. 2

Satz 4.2 (1-dimensionale Klassi�kation): Seien �

1

; : : :�

n

2 F

=t

im wesentlihen zusam-

menh

�

angende Ereignisse mit n � 3, P[�

i

℄ > 0, P[�

i

\ �

j

℄ = 0 8i 6= j, P[

S

�

i

℄ = 1.

Dann gilt: Gibt es zu jedem i 2 f1; : : : ; ng ein j und ein k 2 f1; : : : ; ng, j 6= k 6= i 6= j,

so da� �

i

und �

j

sowie �

i

und �

k

im wesentlihen benahbart sind, so ist M = S

1

.

Ist hingegen mindestens eins der Ereignisse �

1

; : : : ;�

n

nur mit einem anderen Ereignis

im wesentlihen benahbart, so ist M = IR.
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Beweis : Jedes �

i

hat die Form fB

t

2 A

i

g, wobei

~

A

i

nah Lemma 4.1 ein o�enes Intervall

ist. Weiterhin gilt nah Satz 3.14

�

i

und �

j

im wesentlihen benahbart , dist(

~

A

i

;

~

A

j

) = 0.

Seien nun B

i

zusammenh

�

angende o�ene Intervalle, so da� gilt:

1.

~

A

i

� B

i

und dist(x;B



i

) > 0 8x 2

~

A

i

2. dist(

~

A

i

;

~

A

j

) > 0) B

i

\B

j

= ;.

Dann gilt f

�

ur �

i

und �

j

, da� B

i

\B

j

= ; genau dann, wenn �

i

und �

j

niht im wesentli-

hen benahbart sind, vgl. Korollar 3.16.

Da die B

i

zusammenh

�

angende Intervalle sind, bilden sie eine Leray-

�

Uberdekung von M ,

d.h. ihre Ceh-Homologie ist die Homologie von M . Nun gilt

�

H

1

(S

1

;ZZ=2) = ZZ=2, d.h. es

mu� mindestens einen Erzeuger f

�

ur Z

1

geben. Dies ist nur dann m

�

oglih, wenn jedes B

i

mit mindestens zwei anderen (B

j

und B

k

) niht-leeren Shnitt hat. Nah Konstruktion

der B

i

bedeutet das aber gerade, da� �

i

mit mindestens zwei weiteren Ereignissen

(�

j

und �

k

) im wesentlihen benahbart sein mu�.

Weiterhin hat nah Konstruktion jedes B

i

mit h

�

ohstens zwei anderen

�

Uberdekungs-

mengen niht-leeren Shnitt, und es gibt keine drei B

i

, B

j

, B

k

mit B

i

\ B

j

\ B

k

6= ; f

�

ur

i 6= j 6= k 6= i, daher ist C

2

und damit auh B

1

= f0g.

Da H

1

(IR) = f0g ist, mu� also f

�

ur M = IR auh Z

1

= f0g sein, d.h. es darf keinen

1-Zykel geben. Dies bedeutet, da� mindestens ein B

i

nur mit einem anderen B

j

niht-

leeren Shnitt haben darf, und dies entspriht gerade der geforderten Bedingung. 2
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Kapitel 5

2-dimensionale Klassi�kation

Im Fall von Mannigfaltigkeiten der Dimension � 2 ist die Untersheidung anhand von

F

=t

-Ereignissen niht so einfah wie im eindimensionalen Fall. Dies liegt vor allem daran,

da� Punkte auf der Mannigfaltigkeit zu mehr als zwei (o�enen) Mengen vershwinden-

den Abstand haben k

�

onnen. Daher reiht es niht mehr aus, nur Paare von benahbarten

Mengen zu betrahten. Im zweidimensionalen Fall ist es im allgemeinen notwendig, da�

Punkte in der Mannigfaltigkeit zu drei vershiedenen Mengen vershwindenden Abstand

haben; dies entspriht gerade der Tatsahe, da� bei geshlossenen 2-Mannigfaltigkeiten

die zweite Ceh-Homologiegruppe niht vershwindet. Dies f

�

uhrt zum Begri� der im we-

sentlihen 3-benahbarten Ereignisse.

Sei im folgenden M stets eine kompakte, geshlossene, zusammenh

�

angende Riemannshe

2-Mannigfaltigkeit, (
;F

t

;P) der Wahrsheinlihkeitsraum zu einer Brownshen Bewe-

gung auf M .

Ereignisse � 2 F

=t

seien stets von der Form � = (E[1l

fB

t+s

2Ag

jF

t

℄)

�1

((a; b)), d.h. bis auf

Nullmengen ist jedes � von der Form � = fB

t

2 Cg mit einer o�enen Menge C �M .

De�nition 5.1 Seien �

1

, �

2

, �

3

drei F

=t

-Ereignisse derart, da� P[�

i

℄ > 0 8i,

P[�

i

\ �

j

℄ = 0 8i 6= j gilt.

Die Ereignisse �

1

,�

2

,�

3

hei�en im wesentlihen 3-benahbart, falls gilt:

8� > 0 : 9s

0

> 0 : 8s < s

0

:

P

�

�

�1

s;�

1

((

1

3

� �; 1℄) \ �

�1

s;�

2

((

1

3

� �; 1℄) \ �

�1

s;�

3

((

1

3

� �; 1℄)

�

> 0.

Satz 5.2 Sei �

i

= fB

t

2 A

i

g, A

i

zusammenh

�

angend f

�

ur i 2 f1; : : : ; 3g. Angenommen,

es existiert ein x

0

2 M und eine o�ene Umgebung U von x

0

derart, da� f

�

ur jede o�ene

Umgebung V von x

0

mit V � U gilt: �(V \A

i

) > 0 und �(V \ (A

1

[A

2

[A

3

)



) = 0, dann

sind die �

i

im wesentlihen 3-benahbart.

Beweis : Sei � > 0, A := A

1

[ A

2

[ A

3

.

Nah Voraussetzung gibt es eine o�ene Umgebung U von x

0

mit kompaktem Abshlu�

�

U ,
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die einfah zusammeh

�

angend ist, da M als lokal-euklidisher Raum lokal einfah zusam-

menh

�

angend ist derart, da� gilt:

1. dist(

�

U;A



) > 0

2. �(U \ A

i

) > 0 8i.

Aus 1. folgt, da� ein s

0

> 0 existiert, so da�

8s < s

0

8x 2

�

U : �

s;A



(x) < �

wegen der Stetigkeit von �

s;A



und der Kompaktheit von

�

U . Aus 2. folgt:

8a < 1 : 9s

i

> 0 : 8s < s

i

: 9x

i

2 U : �

s;A

i

(x

i

) > a.

Daraus folgt, da� ein s

U

existiert, so da� f

�

ur alle s < s

U

gilt, da� die

C

i;s

:= U \ �

�1

s;A

i

((

1

3

� �; 1℄) niht-leer sind und eine o�ene

�

Uberdekung U von U bilden.

Sei nun B

i;s

eine Zusammenhangskomponente von C

i;s

. Durh Wahl eines geeigneten

s

4

< s

U

ergibt sih f

�

ur alle s < s

4

, da� aus B

i;s

\ B

j;s

6= ; f

�

ur i 6= j folgt, da� ein B

k;s

existiert mit i 6= k 6= j und B

i;s

\ B

k;s

6= ;. Insbesondere sind damit die B

i;s

einfah

zusammenh

�

angend, bilden also eine Leray-

�

Uberdekung von U .

Nun ist [C

1;s

; C

2;s

℄ + [C

2;s

; C

3;s

℄ + [C

3;s

; C

1;s

℄ ein Zykel in Z

1

(U), und da die B

i

eine Leray-

�

Uberdekung bilden und U einfah zusammenh

�

angend ist, mu� C

1;s

\ C

2;s

\ C

3;s

6= ;

gelten.

Da die drei Mengen o�en sind, ist ihr Shnitt ebenfalls o�en, d.h.

�(C

1

\ C

2

\ C

3

) > 0. 2

Satz 5.3 Seien �

i

2 F

=t

, �

i

= fB

t

2 A

i

g, i 2 f1; 2; 3g gegeben, so da� P[�

i

℄ > 0,

P[�

i

\�

j

℄ = 0 f

�

ur i 6= j und �

1

, �

2

, �

3

im wesentlihen 3-benahbart sind. Dann existiert

ein x

0

2M , so da� gilt:

1. F

�

ur alle o�enen Umgebungen U von x

0

ist �(U \ A

i

) > 0

2. Ist A := A

1

[ A

2

[ A

3

, so ist �

A



(x

0

) = 0, d.h. �

A

(x

0

) = 1.

Beweis : Ohne wesentlihe Einshr

�

ankung kann angenommen werden, da� eine Umge-

bung von A innerhalb einer Karte liegt, d.h. das Ph

�

anomen kann in lokalen Koordinaten

betrahtet werden.

Wenn kein x

0

existiert, so da� dist(x

0

;

~

A

i

) = 0 f

�

ur alle i ist, so k

�

onnen die �

i

niht

im wesentlihen 3-benahbart sein. Der Beweis verl

�

auft analog zu dem Beweis von Satz

3.15. Insbesondere ist dann x

0

f

�

ur hinreihend kleines s zumindest Randpunkt der o�enen

Menge

�

�1

s;A

1

((

1

3

� �; 1℄) \ : : : \ �

�1

s;A

3

((

1

3

� �; 1℄),

die nah Voraussetzung niht leer ist.

Da dies f

�

ur jedes � und alle s > 0 hinreihend klein gelten mu�, mu� �

s;A



(x

0

)

s#0

�! 0

gelten, d.h. �

A



(x

0

) = 0. 2
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Die De�nition von im wesentlihen 3-benahbarten Ereignissen und die damit verbun-

denen Eigenshaften sind analog zu den entsprehenden Aussagen f

�

ur im wesentlihen

benahbarte Ereignisse. Sie beshreiben das Ph

�

anomen, da� drei Mengen sih in einem

Punkt ber

�

uhren. Im zweidimensionalen Fall l

�

a�t sih dies jedoh niht auf mehr als drei

Mengen verallgemeinern. Um daher den Fall zu behandeln, in dem vier oder mehr Mengen

{ etwa wie die St

�

uke einer zershnittenen Torte { sih in einem Punkt ber

�

uhren, m

�

ussen

andere Methoden verwendet werden. Zu diesem Zweke werden zun

�

ahst im wesentlihen

einfah zusammenh

�

angende Ereignisse eingef

�

uhrt.

Satz 5.4 Sei � = fB

t

2 Ag ein im wesentlihen zusammenh

�

angendes F

=t

-Ereignis mit

P[�℄ > 0 und P[�



℄ > 0. Dann gilt:

Folgt f

�

ur jede Zerlegung � = �

1

[ �

2

[ �

3

von im wesentlihen zusammenh

�

angenden F

=t

-

Ereignissen �

i

= fB

t

2 A

i

g, so da� P[�

i

℄ > 0, P[�

i

\ �

j

℄ = 0 f

�

ur i 6= j und �

i

und �

j

im

wesentlihen benahbart 8i 6= j, da� �

1

, �

2

, �

3

im wesentlihen 3-benahbart sind, so ist

~

A einfah zusammenh

�

angend.

Beweis : Ohne wesentlihe Einshr

�

ankung sei

~

A in lokalen Koordinaten gegeben. Sei

~

A niht einfah zusammenh

�

angend. Da A eine ehte Teilmenge von IR

2

ist, gilt f

�

ur die

Homologiegruppen (mit KoeÆzienten in ZZ) H

n

(

~

A) = 0 f

�

ur n � 2. Demnah mu� also

H

1

(

~

A) 6= 0 sein. Es existiert also eine Leray-

�

Uberdekung U = (U

i

) von in

~

A o�enen

Mengen U

i

, so da� gilt:

1. H

1

(U) 6= 0

2. 8i : 9x 2

~

A und eine Umgebung V von x, so da� V � U

i

, aber V \ U

j

= ; 8j 6= i

3. U \ V = ; ) dist(U; V ) > 0.

Bedingung 2. verhindert nur eine Redundanz der

�

Uberdekung, d.h. jedes U

i

wird auh

zum

�

Uberdeken gebrauht.

Da nah 1. H

1

(U) 6= 0 gilt, existiert also ein Zykel � 2 Z

1

(U) mit � 62 B

1

(U). Dieses �

hat die Form

� =

n

X

i=1

a

i

[U

1;i

; U

2;i

℄ mit a

i

2 ZZ; a

i

6= 0; �� = 0.

Damit gilt

� =

X

a

i

>0

a

i

X

j=1

[U

1;i

; U

2;i

℄ +

X

a

i

<0

�a

i

X

j=1

[U

2;i

; U

1;i

℄

=:

N

X

k=1

[U

1;k

; U

2;k

℄

und die Bedingung �� = 0 wird zu

N

X

k=1

([U

1;k

℄� [U

2;k

℄) = 0.
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Dies bedeutet, da� jedes U

k

an erster Stelle genauso h

�

au�g auftreten mu� wie an zweiter

Stelle. Daher l

�

a�t sih � shreiben als � =

P

�

i

mit

�

i

= [U

1;i

; U

2;i

℄ + [U

2;i

; U

3;i

℄ + : : :+ [U

n;i

; U

1;i

℄.

Da � ein Zykel in C

1

(U), aber kein Rand ist, mu� dies zumindest auh f

�

ur eines der �

i

gelten, also ohne wesentlihe Einshr

�

ankung f

�

ur �

1

, das nah Umnumerierung geshrieben

wird als

�

1

= [U

1

; U

2

℄ + [U

2

; U

3

℄;+ : : :+ [U

n

; U

1

℄.

Weiterhin kann ohne Einshr

�

ankung angenommen werden, da� der Zykel �

1

minimal in

dem Sinne ist, da� U

1

\ U

k

= ; gilt f

�

ur k < n. Falls n

�

amlih U

1

\ U

k

= ; f

�

ur k > 2 und

k < n g

�

alte, so zer�ele �

1

in

([U

1

; U

2

℄ + : : :+ [U

k

; U

1

℄) + ([U

1

; U

k

℄ + [U

k

; U

k+1

℄ + : : :+ [U

n

; U

1

℄),

wobei mindestens einer dieser beiden Zykel kein Rand sein d

�

urfte. Sei nun n � 4 und die

�

Uberdekung werde erweitert durh U

2

[ U

3

. Dann ist

�

1

= [U

1

; U

2

℄ + [U

2

; U

3

℄ + : : :+ [U

n

; U

1

℄

weiterhin ein Zykel, bleibt es also auh durh Addition des Randes

�([U

1

; U

2

[ U

3

; U

2

℄ + [U

2

[ U

3

; U

4

; U

3

℄ + [U

2

[ U

3

; U

2

; U

3

℄),

wobei nat

�

urlih s

�

amtlihe drei Summanden Elemente von C

2

(U [ fU

2

[ U

3

g) sind. Nah

Addition hat �

1

die Gestalt

�

1

= [U

1

; U

2

[ U

3

℄ + [U

2

[ U

3

; U

4

℄ + : : :+ [U

n

; U

1

℄

und ist damit auh wieder ein Zykel nah Entfernen von U

2

und U

3

aus der

�

Uberdekung

(die danah niht notwendigerweise eine Leray-

�

Uberdekung zu sein brauht).

Durh sukzessives Wiederholen dieser Prozedur l

�

a�t sih �

1

auf die Gestalt

�

1

= [U

1

; U

2

℄ + [U

2

; U

3

℄ + [U

3

; U

1

℄

mit neuen Mengen U

i

bringen.

Da �

1

ein Zykel, aber kein Rand ist, gibt es keine Menge U aus der verbleibenden

�

Uber-

dekung, die niht-leeren Shnitt mit s

�

amtlihen der drei Mengen U

1

,U

2

,U

3

hat. Ange-

nommen, ein U 2 U habe niht-leeren Shnitt mit U

2

. Durh Wiederholen der oben

angef

�

uhrten Prozedur l

�

a�t sih �

1

ver

�

andern zu

�

1

= [U

1

;

^

U

2

℄ + [

^

U

2

; U

3

℄ + [U

3

; U

1

℄,

wobei

^

U

2

:= U

2

[ U .

Am Ende erh

�

alt man damit eine

�

Uberdekung U = fU

1

; U

2

; U

3

g von

~

A durh o�ene

Mengen, die paarweise niht-leeren Shnitt haben, f

�

ur die aber U

1

\ U

2

\ U

3

= ; gilt.

Setze nun A

1

:= U

1

, A

2

:= U

2

� U

1

und A

3

:= U

3

� (U

1

[ U

2

). Nah Bedingung 2. sind

die A

i

niht-leer und besitzen innere Punkte bez

�

uglih der Teilraumtopologie von

~

A.
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Sei x

i

innerer Punkt (bez

�

uglih der Teilraumtopologie) von

~

A

i

. Da �

~

A

(x

i

) = 1 gilt, ist

auh �

A

i

(x

i

) = 1, insbesondere also �(A

i

) > 0 und damit

P[fB

t

2 A

i

g℄ > 0 8i 2 f1; 2; 3g:

Nah Konstruktion sind s

�

amtlihe �

i

:= fB

t

2 A

i

g im wesentlihen benahbart, aber sind

nah Bedingung 3. niht im wesentlihen 3-benahbart. Dies bedeutet einen Widerspruh.

2

Satz 5.5 Sei � = fB

t

2 Ag ein F

=t

-Ereignis, P[�℄ > 0. Seien weiterhin �

i

= fB

t

2 A

i

g,

i 2 f1; 2; 3g drei F

=t

-Ereignisse mit P[��(�

1

[ �

2

[ �

3

)℄ = 0, P[�

i

\ �

j

℄ = 0 8i 6= j und

P[�

i

℄ > 0 8i, so da� zus

�

atzlih �

i

und �

j

im wesentlihen benahbart sind und �

i

und �



im wesentlihen benahbart sind. Dann gilt:

Ist

~

A einfah zusammenh

�

angend und

~

A \ �

~

A = ;, so sind die �

i

im wesentlihen

3-zusammenh

�

angend.

Beweis : Da

~

A einfah zusammenh

�

angend und o�en ist, ist es nah dem Riemannshen

Abbildungssatz biholomorph abbildbar auf die o�ene Einheitskreissheibe:

f :

~

A

�

=

! D

2

= fz 2 C1 : jzj < 1g.

Da die �

i

und �



im wesentlihen benahbart sind, gibt es Punkte x

i

2 �D

2

, so da�

�

A

i

[A



(f

�1

(x

i

)) > 1 � �. Angenommen, es g

�

abe ein x

4

auf dem Kreisbogen zwishen

x

1

und x

3

, auf dem x

2

niht liegt, so da� dist(f

�1

(x

4

);

~

A

2

) = 0 g

�

alte, dann m

�

u�te f

�

ur

f

�1

(x

4

) = y gelten, da� �

A

1

[A

3

(y) = 1, da ansonsten �

1

und �

3

niht im wesentlihen

benahbart w

�

aren. Insbesondere gilt damit auh �

A

(y) = 1. Da aber

~

A \ �

~

A = ;, kann

dieses x

4

niht existieren. Durh Vertaushen der Indizes ergibt sih, da� ein Punkt x

0

2

~

A

existieren mu�, so da� dist(x

0

;

~

A

i

) = 0 8i gilt. Da

~

A o�en ist, ergibt sih dist(x

0

;

~

A



) > 0,

und damit sind die �

i

im wesentlihen 3-benahbart. 2

De�nition 5.6 Ein Ereignis � 2 F

=t

wie im vorhergehenden Satz hei�t im wesentlihen

einfah zusammenh

�

angend.

Bemerkung 5.7 Aus dem letzten Satz folgt: Ist x 2 M , U eine o�ene Umgebung von

x, dann existiert eine o�ene Umgebung A von x mit A � U so, da� fB

t

2 Ag im we-

sentlihen einfah zusammenh

�

angend ist. Es gibt demnah genug im wesentlihen einfah

zusammenh

�

angende Ereignisse. 2

Mit Hilfe der im wesentlihen einfah zusammenh

�

angenden Ereignisse ist es nun m

�

oglih,

den Fall zu erkennen, in dem mehr als drei Mengen sih in einem Punkt x

0

ber

�

uhren:

Man legt einfah eine hinreihend kleine o�ene Umgebung U um x

0

, und die Shnitte

U \A

i

liegen in U wie die oben genannten Tortenst

�

uke: Jedes ist mit genau zwei anderen

benahbart.
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Satz 5.8 Seien �

i

= fB

t

2 A

i

g 2 F

=t

, i 2 f1; : : : ; kg k im wesentlihen zusam-

menh

�

angende F

=t

-Ereignisse, P[�

i

℄ > 0 8i, P[�

i

\ �

j

℄ = 0 8i 6= j und

� = fB

t

2 Ag 2 F

=t

ein im wesentlihen einfah zusammenh

�

angendes Ereignis mit

P[�℄ > 0, so da� gilt

1. P[�

i

\ �℄ > 0 8i und �

i

\ � ist im wesentlihen zusammenh

�

angend

2. �

i

\ � und �

j

\ � sind im wesentlihen benahbart genau dann,

wenn i� j � �1 mod k

3. �

i

\ � und �



sind im wesentlihen benahbart.

Dann gilt: Es existiert ein x

0

2

~

A so, da� dist(x

0

;

~

A

i

) = 0 8i.

Beweis : Sei zun

�

ahst k = 4. Seien U

i

o�ene Umgebungen von

g

A

i

\ A in

~

A. Nah Vor-

aussetzung gilt U

i

\ U

j

6= ; f

�

ur i� j � �1 mod k. Daher ist

z = [U

1

; U

2

℄ + [U

2

; U

3

℄ + [U

3

; U

4

℄ + [U

4

; U

1

℄

ein Zykel auf

~

A, d.h. z 2 Z

1

(U), wobei U = fU

i

g

i�4

. Da

~

A einfah zusammenh

�

angend

ist, ist es homotopie

�

aquivalent zu einem Punkt. Sei

~

U die

�

Uberdekung des einpunktigen

Raumes durh vier Mengen, d.h.

~

U = ffxg; fxg; fxg; fxgg = f

~

U

1

; : : : ;

~

U

4

g. Nah [Rinow℄,

(51.7), induziert die Abbildung

~

A! fxg, U

i

7!

~

U

i

denselben Homomorphismus aufH

1

(U)

wie id

fxg

. Da aber H

1

(

~

U) = 0, mu� auh H

1

(U) = 0 sein, d.h. Z

1

(U) = B

1

(U). Demnah

mu� z auh ein Rand sein, das hei�t (eventuell nah Umnumerierung) ist

z = �([U

1

; U

2

; U

3

℄ + [U

3

; U

4

; U

1

℄).

Insbesondere haben also U

1

,U

2

,U

3

niht-leeren Shnitt. Durh Verkleinern der Umgebun-

gen erh

�

alt man ein x

0

, so da� dist(x

0

;

~

A

i

) = 0 f

�

ur i � 3. Da A

1

,A

2

,A

3

nah Voraussetzung

niht im wesentlihen 3-zusammenh

�

angend sind, mu� auh dist(x

0

;

~

A

4

) = 0 gelten. Sei

nun k > 4. Dann ist z = [U

1

; U

2

℄ + [U

2

; U

3

℄ + : : :+ [U

k

; U

1

℄ ein Zykel f

�

ur Umgebungen U

i

von

g

A

i

\ A in

~

A. Dann ist aber (nah Umnumerieren)

z = �([U

1

; U

2

; U

3

℄) + [U

1

; U

3

℄ + [U

3

; U

4

℄ + : : :+ [U

k

; U

1

℄,

und damit ist das Problem auf den Fall k � 1 zur

�

ukgef

�

uhrt. 2

Wie sieht es aus bei einfah zusammenh

�

angenden Mengen

~

A, bei denen �

~

A \

~

A 6= ; ist?

Sei x

0

ein Randpunkt von

~

A mit �

A

(x

0

) = 1. Dann existieren Mengen A

1

,A

2

,A

3

, so da�

�

A

1

[A

2

(x

0

) = 1 ist und s

�

amtlihe �

i

:= fB

t

2 A

i

g im wesentlihen benahbart sind, aber

f

�

ur jedes y 6= x

0

mit dist(y;

~

A

1

) = 0 automatish dist(y;

~

A

2

) > 0 ist.

Satz und De�nition 5.9 Sei � = fB

t

2 Ag 2 F

=t

im wesentlihen einfah zusam-

menh

�

angend. F

�

ur jedes Tripel �

i

= fB

t

2 A

i

g 2 F

=t

im wesentlihen zusammenh

�

angen-

der Ereignisse mit

1. P[�

i

℄ > 0 und P[�

i

\ �

j

℄ = 0 f

�

ur i 6= j
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2. P[��(�

1

[ �

2

[ �

3

)℄ = 0

3. �

i

und �

j

sind im wesentlihen benahbart f

�

ur i 6= j

4. �

i

und �



sind im wesentlihen benahbart f

�

ur alle i

gelte: Sind �

1

;�

2

2 F

=t

zwei im wesentlihen zusammenh

�

angende F

=t

-Ereignisse mit

P[�

i

℄ > 0, P[�

1

\ �

2

℄ = 0, P[�

1

�(�

1

[ �

2

)℄ = 0, so sind �

1

und �

2

im wesentlihen

benahbart, und jedes �

i

ist entweder mit �

2

oder �

3

im wesentlihen benahbart.

Dann gilt:

~

A \ �

~

A = ;.

In diesem Falle hei�t � ein zul

�

assiges im wesentlihen einfah zusammenh

�

angendes Er-

eignis.

Im wesentlihen einfah zusammenh

�

angende Ereignisse werden im folgenden stets als

zul

�

assig vorausgesetzt.

Beweis : Sei

~

A wie in der Vorbemerkung, d.h. x

0

2 �

~

A, �

A

(x

0

) = 1, mit entsprehenden

Mengen A

i

. Zerlege A

1

= A

1;1

[ A

1;2

derart, da� �

A

1;1

[A

2

(x

0

) < 1, �

A

1;2

[A

2

(x

0

) < 1 und

setze �

i

= fB

t

2 A

1;i

g. Dann sind die beiden �

i

niht mehr mit �

2

im wesentlihen

benahbart und nur eines der �

i

ist mit �

3

im wesentlihen benahbart. 2

De�nition 5.10 Seien �

i

2 F

=t

, i 2 f1; : : : ; kg k im wesentlihen zusammenh

�

angende

F

=t

-Ereignisse, P[�

i

℄ > 0, P[�

i

\ �

j

℄ = 0 f

�

ur i 6= j, �

i

= fB

t

2 A

i

g.

Die �

i

hei�en im wesentlihen k-benahbart, falls ein zul

�

assiges im wesentlihen einfah

zusammenh

�

angendes F

=t

-Ereignis � existiert, so da� gilt

1. P[� \ �

i

℄ > 0

2. Nah Umnumerieren gilt: � \ �

i

und � \ �

j

sind genau dann im wesentlihen

benahbart, wenn gilt i� j � �1 mod k.

Satz 5.11 Seien �

i

2 F

=t

wie in De�nition 5.10. Ferner seien die �

i

im wesentlihen

k-benahbart. Dann gilt: Es existiert ein x

0

2M mit dist(x

0

;

~

A

i

) = 0 8i,

dist(x

0

;

g

(

S

A

i

)



) > 0.

Beweis : Sei � = fB

t

2 Ag und U

i

Umgebungen von

g

A

i

\ A, o�en bez

�

uglih der Teil-

raumtopologie von

~

A. Nah Voraussetzung ist dann  := [U

1

; U

2

℄ + [U

2

; U

3

℄ + : : :+ [U

k

; U

1

℄

ein Zykel in H

1

(A), und da

~

A einfah zusammenh

�

angend ist, mu�  auh ein Rand sein.

Daher existieren mindestens drei Indizes i

1

; i

2

; i

3

, so da� U

i

1

\ U

i

2

\ U

i

3

6= ; f

�

ur s

�

amtlihe

o�enen Umgebungen U

i

j

von

g

A \ A

i

j

in

~

A. Durh Verkleinern dieser Umgebungen erh

�

alt

man ein x

0

2 M , so da� dist(x

0

;

~

A

i

j

) = 0 f

�

ur j � 3 ist. Da � zul

�

assig war, ist auh

dist(x

0

;

~

A



) > 0. W

�

are shlie�lih dist(x

0

;

~

A

i

0

) > 0 f

�

ur einen Index i

0

, so w

�

aren �

i

0

�1

und

�

i

0

+1

im wesentlihen benahbart im Widerspruh zu den Voraussetzungen. 2

De�nition 5.12 Seien �

i

; i 2 f1; : : : ; kg im wesentlihen k-benahbart wie im vorigen

Satz. Ein virtuelles Ereignis �

0

ist ein formales F

=t

-Ereignis, so da�

1. �

0

und �

i

im wesentlihen benahbart sind f

�

ur alle i � k
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2. �

0

und (

S

�

i

)



niht im wesentlihen benahbart sind.

Der Sinn der virtuellen Ereignisse ist folgender: Sind fB

t

2 A

i

g im wesentlihen

k-benahbart und U

i

o�ene Umgebungen von

~

A

i

, so gilt

T

U

i

6= ;. Zu jeder o�enen

�

Uber-

dekung von M gibt es jedoh eine Verfeinerung, bei der niht mehr als drei Mengen

niht-leeren Shnitt haben. Im konkreten Fall w

�

urde die Verfeinerung aus Teilmengen der

U

i

bestehen sowie einer zus

�

atzlihen Menge U

0

�

T

U

i

. Diese Menge U

0

entspriht dann

gerade dem virtuellen Ereignis.

De�nition 5.13 1. Eine

�

Uberdekung U = f�

i

g

i�N

von 
 durh F

=t

-Ereignisse besteht

aus einer Familie von F

=t

-Ereignissen �

i

, so da� gilt:

1. P[�

i

℄ > 0 8i � N

2. P[�

i

\ �

j

℄ = 0 8i 6= j

3. P[

S

�

i

℄ = 1

4. Jedes �

i

ist im wesentlihen zusammenh

�

angend

2. Eine

�

Uberdekung U = f�

i

g

i�N

hei�t zul

�

assig, falls gilt:

Sind �

i

2 U; i 2 f1; : : : ; kg; k � 4 gegeben und �

j

i

; i � k; j � l

i

ist eine Zerlegung der �

i

,

d.h.

P[�

j

i

\ �

m

i

℄ = 0 f

�

ur j 6= m, P[�

i

�

l

i

[

j=1

�

j

i

℄ = 0,

so da� die �

j

i

im wesentlihen k � l

i

-zusammenh

�

angend sind, so sind bereits die �

i

im

wesentlihen k-zusammenh

�

angend.

Im folgenden seien die virtuellen Ereignisse ebenfalls Elemente der zul

�

assigen

�

Uberdekun-

gen.

Bemerkung 5.14 Ist �

i

= fB

t

2 A

i

g;�

j

i

= fB

t

2 A

j

i

g, so besagt die Bedingung gerade,

da� wenn s

�

amtlihe

~

A

j

i

Abstand Null zu einem Punkt x

0

haben, damit also auh s

�

amtlihe

~

A

i

, dies f

�

ur die �

i

auh erkannt wird, in anderen Worten: �

A

i

(x

0

) > 0 f

�

ur mindestens

drei A

i

oder zwei benahbarte A

i

.

Lemma 5.15 Zu jeder

�

Uberdekung U gibt es eine Verfeinerung V, die eine zul

�

assige

�

Uberdekung ist.

Beweis : Ist U = ffB

t

2 A

i

gg und f

�

ur ein x

0

2 M ist dist(x

0

;

~

A

i

) = 0 f

�

ur i � k � 3,

dann zerlege die A

i

in A

j

i

, so da� �

A

j

i

(x

0

) <

1

2

8i; j. 2

F

�

ur die zul

�

assigen

�

Uberdekungen lassen sih nun Homologiegruppen de�nieren, und

es stellt sih heraus, da� diese gerade mit in nat

�

urliher Weise dazu assoziierten Ceh-

Homologiegruppen der Mannigfaltigkeit

�

ubereinstimmen.
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De�nition 5.16 Sei U = f�

i

g

i�N

eine zul

�

assige

�

Uberdekung von 
 durh im wesentli-

hen zusammenh

�

angende F

=t

-Ereignisse.

1. Die zweite Kettengruppe C

2

(U) ist de�niert als der freie ZZ=2-Vektorraum, der er-

zeugt wird von

1. ungeordneten Tripeln [�

i

;�

j

;�

k

℄, wobei �

i

;�

j

;�

k

im wesentlihen 3-benahbart

sind, und

2. ungeordneten Tripeln [�

i

;�

i+1

;�

0

℄, wobei �

i

;�

i+1

zu einer Menge f�

i

g

i�k

von

im wesentlihen k-benahbarten Ereignissen geh

�

oren, wobei k � 4 ist, und �

0

das

zugeh

�

orige virtuelle Ereignis ist.

2. Die erste Kettengruppe C

1

(U) ist de�niert als der freie ZZ=2-Vektorraum, der er-

zeugt wird von ungeordneten Paaren [�

i

;�

j

℄, wobei �

i

und �

j

im wesentlihen be-

nahbarte Ereignisse sind, von denen maximal eines ein virtuelles Ereignis ist.

3. Die nullte Kettengruppe C

0

(U) ist der freie ZZ=2-Vektorraum, erzeugt von [�

i

℄, wobei

�

i

ein (evtl. virtuelles) Ereignis ist.

4. Der Randhomomorphismus �

2

: C

2

(U)! C

1

(U) ist de�niert auf Erzeugern durh

[�

i

;�

j

;�

k

℄ 7! [�

i

;�

j

℄ + [�

j

;�

k

℄ + [�

k

;�

i

℄.

5. Der Randhomomorphismus �

1

: C

1

(U)! C

0

(U) ist de�niert auf Erzeugern durh

[�

i

;�

j

℄ 7! [�

i

℄ + [�

j

℄.

6. Die Homologiegruppen der

�

Uberdekung U sind de�niert als

H

k

(U) = 0 f

�

ur k � 3

H

2

(U) = ker �

2

H

1

(U) = ker �

1

=Bild �

2

H

0

(U) = C

0

(U)=Bild �

1

Bemerkung 5.17 Der Homomorphismus �

2

ist wohlde�niert, denn sind �

i

1

;�

i

2

;�

i

3

im

wesentlihen 3-benahbart, so sind auh �

i

j

und �

i

k

im wesentlihen benahbart f

�

ur j 6= k.

Dies gilt nah De�nition auh dann, wenn �

i

j

ein virtuelles Ereignis ist. 2

Satz 5.18 Sei U = f�

i

g

i�N

eine zul

�

assige

�

Uberdekung von 
 durh F

=t

-Ereignisse.

Dann existiert eine o�ene

�

Uberdekung U = fU

i

g

i�N

von M , so da� die zugeh

�

orige Ceh-

Homologie mit KoeÆzienten in ZZ=2 kanonish isomorph ist zur Homologie von U:

H

k

(U)

�

=

�

H

k

(U ; ZZ=2) 8k.

Beweis : Sei �

i

= fB

t

2 A

i

g, dabei sei A

i

ohne wesentlihe Einshr

�

ankung o�en, ferner

sei im folgenden alles in lokalen Koordinaten gegeben.

Zu konstruieren ist die

�

Uberdekung U . Sei x 2M .

1. Existiert ein Index i � N , so da� dist(x;

~

A



i

) = a > 0, so setze U

i

(x) = B

a=2

(x);

U

j

(x) = ; f

�

ur j 6= i. Dabei ist B

a=2

(x) eine o�ene Kugel mit Radius a=2 und

Mittelpunkt x.
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2. Existieren zwei Indizes i; j � N; i 6= j, so da� dist(x;

~

A

i

) = 0; dist(x;

~

A

j

) = 0 und

dist(x;

~

A

k

) � a > 0 f

�

ur alle k 6= i; j, so sei U

i

(x) = U

j

(x) = B

a=2

(x) und U

k

(x) = ;

f

�

ur k 6= i; j.

3. Existieren drei Indizes i; j; k � N; i 6= j 6= k 6= i so da� dist(x;

~

A

i

) = dist(x;

~

A

j

) =

dist(x;

~

A

k

) = 0; dist(x;

~

A

l

) � a > 0 f

�

ur l 6= i; j; k (i.a.W.: �

i

;�

j

;�

k

sind im we-

sentlihen 3-benahbart), so setze U

i

(x) = U

j

(x) = U

k

(x) = B

a=2

(x); U

l

(x) = ; f

�

ur

l 6= i; j; k.

4. Seien ansonsten i

1

; : : : ; i

k

Indizes, k � 4, so da� dist(x;

~

A

i

j

) = 0 f

�

ur j � k,

dist(x;

g

(

S

k

j=1

A

i

j

)



) � a > 0. Die Ereignisse �

i

j

sind demnah im wesentlihen

k-benahbart (da U eine zul

�

assige

�

Uberdekung war). Setze U

i

(x) = ; 8i � N und

de�niere ein weiteres U

N+y

= B

a=2

(x). Diese Menge entspriht dann dem zugeh

�

ori-

gen virtuellen Ereignis.

De�niere U

i

:=

S

x2M

U

i

(x), U := fU

i

; U

N+y

g. Nah Konstruktion sind s

�

amtlihe U

i

o�en

und sie bilden eine

�

Uberdekung von M .

Shlie�lih gilt auh �

i

;�

j

im wesentlihen benahbart , U

i

\ U

j

6= ;, �

i

;�

j

;�

k

im we-

sentlihen 3-benahbart , U

i

\ U

j

\ U

k

6= ; nah Konstruktion der U

i

. Im Falle von im

wesentlihen k-benahbarten Ereignissen f

�

ur k � 4 entsprehen niht-leere Shnitte mit

der entsprehenden Menge U

N+y

gerade dem Verhalten der virtuellen Ereignisse. 2

Somit lassen sih die Homologiegruppen der

�

Uberdekung von 
 durh F

=t

-Ereignisse

berehnen. Um nun Informationen

�

uber die Mannigfaltigkeit zu erhalten, mu� daher ent-

sprehend der Ceh-Homologietheorie noh der projektive Limes

�

uber s

�

amtlihe zul

�

assigen

�

Uberdekungen gebildet werden.

De�nition 5.19 Sei V = f�

j

g eine zul

�

assige Verfeinerung der zul

�

assigen

�

Uberdekung

U = f�

i

g von F

=t

-Ereignissen.

1. Jedem �

j

2 V wird in folgender Weise ein �

i

(�

j

) 2 U zugeordnet.

Ist �

j

kein virtuelles Ereignis, so sei �

i

(�

j

) ein Ereignis, so da� P[�

j

��

i

(�

j

)℄ = 0

gilt. Ist �

j

ein virtuelles Ereignis geh

�

orend zu den im wesentlihen k-benahbarten

Ereignissen �

0

1

; : : : ;�

0

k

, die (bis auf P-Nullmengen) Teilereignisse der im wesentli-

hen l-benahbarten Ereignisse �

(�

0

1

)

1

; : : : ;�

(�

0

k

)

l

; l � k sind, so wird �

j

auf das zu-

geh

�

orige virtuelle Ereignis �

0

abgebildet. Ist �

j

ein virtuelles Ereignis zu �

0

1

; : : : ;�

0

k

,

aber die zugeh

�

origen Ereignisse �

i

sind nur im wesentlihen 3-benahbart, im we-

sentlihen benahbart oder es existiert nur ein Ereignis � = �

i

(�

0

1

) = : : : = �

i

(�

0

k

),

so wird �

j

auf eines dieser Ereignisse bzw. auf das eine Ereignis abgebildet.

2. Die Abbildung i

n

: C

n

(V)! C

n

(U) ist de�niert durh

[�

0

; : : : ;�

n

℄ 7! [�

0

(�

0

); : : : ;�

n

(�

n

)℄.
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Bemerkung 5.20 Die Abbildungen i

n

sind wohlde�niert.

Beweis : Wohlde�niertheit ist klar nah Konstruktion: ist [�

0

; : : : ;�

k

℄ ein Element in

C

k

(V), so sind auh die �

0

(�

0

); : : : ;�

k

(�

k

) im wesentlihen 3-benahbart f

�

ur k = 3 bzw.

im wesentlihen benahbart f

�

ur k = 2. 2

Satz 5.21 Seien V und U gegeben wie in De�nition 5.19. Dann gilt: Die Abbildungen i

n

induzieren eindeutige Homomorphismen i

n�

: H

n

(V) ! H

n

(U), und f

�

ur die zugeh

�

origen

o�enen

�

Uberdekungen V und U von M kommutiert das folgende Diagramm:

i

n�

: H

n

(V) �! H

n

(U)

#

�

=

#

�

=

�

H

n

(V; ZZ=2) �!

�

H

n

(U ; ZZ=2)

Beweis : Nah Konstruktion der zu V und U geh

�

origen o�enen

�

Uberdekungen V und U

(vgl. den Beweis von Satz 5.18) folgt sofort, da� eine zu � 2 V geh

�

orige

�

Uberdekungs-

menge V 2 V in der entsprehenden zu �(�) 2 U geh

�

origen

�

Uberdekungsmenge U 2 U

enthalten ist. Daher korrespondieren die Abbildungen i

n

zu den durh die Inklusionen de-

�nierten Abbildungen j

n

:

�

C

n

(V; ZZ=2)!

�

C

n

(U ; Z=2) und diese induzieren nah [Rinow℄,

42.2, S. 506 eindeutige Homomorphismen j

n�

:

�

H

n

(V; ZZ=2)!

�

H

n

(U ; ZZ=2). 2

Damit l

�

a�t sih das Hauptresultat formulieren, mit dem man allein anhand der Filtration

F

t

erkennen kann, auf welher 2-Mannigfaltigkeit die Brownshe Bewegung gelebt hat.

Satz 5.22 Es existiert ein ko�nites System � von zul

�

assigen F

=t

-

�

Uberdekungen von 
,

so da� gilt:

1. Ist U 2 �;U = f�

i

g;�

i

= fB

t

2 A

i

g (bis auf virtuelle Ereignisse), so sind die

~

A

i

in lokalen Koordinaten darstellbar.

2. Das System der durh � induzierten o�enen

�

Uberdekungen von M ist ein ko�nites

System aller o�enen

�

Uberdekungen von M .

Insbesondere gilt damit:

lim

 �

U2�

H

n

(U)

�

=

�

H

n

(M ;ZZ=2).

Beweis : 1. Ist � = fB

t

2 Ag ein F

=t

-Ereignis, so l

�

a�t sih dieses in die F

=t

-Ereignisse

�

i

= fB

t

2 A

i

g, i � n < 1 zerlegen, wobei jedes

~

A

i

in lokalen Koordinaten darstellbar

ist.

2. Sei U = fU

n

g eine o�ene

�

Uberdekung von M . Zu �nden ist eine zul

�

assige F

=t

-

�

Uber-

dekung V von 
, so da� die von V induzierte

�

Uberdekung V eine Verfeinerung von U

ist. Sei deswegen W = fW

n

g eine Verfeinerung von U mit den Eigenshaften

1. W

i

1

\W

i

2

\W

i

3

\W

i

4

= ; f

�

ur alle paarweise vershiedenen Indizes i

1

; i

2

; i

3

; i

4

.
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2. F

�

ur jeden Index i

0

gilt

S

i 6=i

0

W

i

6=M und (

S

i 6=i

0

W

i

)



enth

�

alt innere Punkte.

3. Jedes W

i

ist zusammenh

�

angend und

�

W

i

ist kompakt.

Eigenshaft 1. l

�

a�t sih erreihen durh Einf

�

uhrung von weiteren o�enen Mengen W

0

(entsprehend den virtuellen Ereignissen), falls mehr als drei o�ene Mengen W

i

1

; : : : ;W

i

k

niht-leeren Shnitt haben, so da� W

i

1

\ : : : \W

i

k

� W

0

und durh Verkleinern der W

i

j

.

Eigenshaft 2. l

�

a�t sih erzielen durh Entfernen von redundanten o�enen Mengen und

ggf. Verkleinern weiterer Mengen: Da fW

i

g eine o�ene

�

Uberdekung von M ist, gilt f

�

ur

jedes x 2 �W

i

: dist(x;W

i

�

S

j 6=i

W

j

) > 0. Da �W

i

kompakt ist, ist damit auh

a

i

:= inf

x2�W

i

dist(x;W

i

�

S

j 6=i

W

j

) > 0. Sei W

0

i

:= fx 2 W

i

: dist(x; �W

i

) > b

i

g, wobei

b

i

2 (

a

i

3

;

2a

i

3

) so gew

�

ahlt ist, da� dist(W

0

i

;W

0

j

) = 0, W

i

\W

j

6= ; gilt. Wegen b

i

< a

i

ist

fW

0

i

g dann wieder eine o�ene

�

Uberdekung von M .

Shlie�lih gilt Eigenshaft 3. f

�

ur die Zusammenhangskomponenten, wobei

�

W

0

i

beispiels-

weise dann kompakt ist, wenn man W

i

�

=

D

2

w

�

ahlt. Setze nun �

1

:= fB

t

2 W

0

1

g; : : : ;

�

n

= fB

t

2 W

0

n

� (W

0

1

[ : : : [W

0

n�1

)g.

Aus 2. ergibt sih da� W

0

i

� (W

0

1

[ : : : [W

0

i�1

) f

�

ur alle i innere Punkte enth

�

alt, daher ist

P[�

i

℄ > 0 8i.

Weiterhin bilden die W

0

i

eine

�

Uberdekung, und

~

W

0

i

:= W

0

i

� (W

0

1

[ : : : [ W

0

i�1

) und

W

0

j

� (W

0

1

[ : : : [W

0

j�1

) sind disjunkt f

�

ur i 6= j. Also ist P[�

i

\ �

j

℄ = 0 und P [

S

�

i

℄ = 1,

d.h. V = f�

i

g ist eine F

=t

-

�

Uberdekung. Aus Eigenshaft 1. folgt, da� f

�

ur jedes

x 2 M h

�

ohstens drei Indizes i

1

; i

2

; i

3

existieren, so da� dist(x;

~

W

0

i

) = 0. Weiterhin ist

wegen dist(W

0

i

;W

0

j

) = 0 , W

0

i

\ W

0

j

6= ; auh �

i

und �

j

genau dann im wesentlihen

benahbart, wenn W

0

i

\W

0

j

6= ;, und �

i

;�

j

;�

k

genau dann im wesentlihen 3-benahbart,

falls W

0

i

\W

0

j

\W

0

k

6= ;.

Durh Zerlegen der �

i

entsprehend den Zusammenhangskomponenten der

~

W

0

i

erh

�

alt man

somit eine zul

�

assige F

=t

-

�

Uberdekung V mit H

i

(V)

�

=

�

H

i

(fW

0

i

g;ZZ=2), wobei fW

0

i

g eine

Verfeinerung von U ist. 2
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5.1 Shlu�bemerkung

Die Untersheidung zwishen ein- und zweidimensionalen Mannigfaltigkeiten hat lediglih

methodishe Gr

�

unde; im zweidimensionalen Fall bedarf es eines wesentlih h

�

oheren Auf-

wandes. Nat

�

urlih lassen sih die eindimensionalen Mannigfaltigkeiten problemlos anhand

der Filtration der Brownshen Bewegung von den zweidimensionalen untersheiden: Im

eindimensionalen Fall gibt es keine im wesentlihen 3-benahbarten Ereignisse.

Damit l

�

a�t sih die eingangs gestellte Frage zumindest f

�

ur Dimensionen n � 2 positiv

beantworten: Die (topologishe) Struktur der Mannigfaltigkeit l

�

a�t sih allein anhand der

Filtration bestimmen. Dies liegt daran, da� in diesen Dimensionen der Hom

�

oomorphietyp

bereits eindeutig durh die (ZZ=2-) Homologie bestimmt ist. Nat

�

urlih lassen sih auh

Homologiegruppen mit ganzzahligen KoeÆzienten de�nieren; man m

�

u�te lediglih noh

Orientierungen der F

=t

-Ereignisse ber

�

uksihtigen. Da dies im zweidimensionalen Falle

jedoh keinen weiteren Erkenntnisgewinn bedeutete, wurde in dieser Arbeit auf den da-

mit verbundenen tehnishen Mehraufwand verzihtet.

Die hier vorgestellten Methoden lassen sih prinzipiell auh auf h

�

ohere Dimensionen an-

wenden. Nur reiht dann die Kenntnis der Homologiegruppen allein niht mehr f

�

ur die

topologishe Bestimmung der Mannigfaltigkeit aus. Hier w

�

aren dann weitere Methoden

vonn

�

oten, die sih mit dem hier vorgestellten Ansatz wohl niht realisieren lassen.
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