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Einleitung

Gegenstand dieser Arbeit sind stohastishe Zwei-Personen-Nullsummen-

spiele. Das zugrunde liegende Modell geht auf Shapley [Sha53℄ zur

�

uk. Man

geht dabei von der folgenden Situation aus: Gegeben sind endlih viele

Zust

�

ande, in denen beide Spieler

�

uber jeweils endlih viele Aktionen (Z

�

uge)

verf

�

ugen. Ausgehend von einem Startzustand bestimmt die Wahl eines sol-

hen Aktionspaares in jeder Spielrunde eine Auszahlung (von Spieler 2 an

Spieler 1) und eine

�

Ubergangswahrsheinlihkeit, gem

�

a� der sih das Spiel

in den n

�

ahsten Zustand bewegt.

Auf diese Weise entsteht eine Folge von Auszahlungen, der man in geeigne-

ter Weise eine Bewertung zuordnen m

�

ohte. Im Shapleyshen Modell wurden

die Auszahlungen diskontiert, also auf den Spielbeginn abgezinst. Dies ist

neben gewissen praktishen Anwendungen vor allem in der so erzwunge-

nen Konvergenz der Summe der Auszahlungen begr

�

undet. Im Mittelpunkt

der weiterf

�

uhrenden Untersuhungen stohastisher Spiele stand das erst-

mals von Gilette [Gil57℄ betrahtete Durhshnittsgewinnkriterium, welhes

in etwa den mittleren Gewinn (von Spieler 1) pro Spielrunde widerspiegelt.

Wegen der Beshr

�

anktheit aller darin auftretenden Zufallsgr

�

o�en bereitet

auh dieses Bewertungskriterium keine tehnishen Probleme.

Als Verfeinerung der Durhshnittsauszahlung f

�

uhrten Thuijsman und Vrie-

ze in [TV87℄ das Kriterium der Totalauszahlung ein. Es eignet sih f

�

ur die

Untersuhung von Spielen, deren Wert bez

�

uglih der Durhshnittsauszah-

lung Null betr

�

agt. In dieser Situation betrahtet man mittels der Total-

auszahlung grob gesprohen den minimalen mittleren Besitz von Spieler 1.

Wegen der m

�

oglihen Unbeshr

�

anktheit dieser Gr

�

o�e ist dieses Kriterium

bereits niht mehr so leiht zu handhaben.

In dieser Arbeit soll es um eine Modi�zierung dieser Totalauszahlung gehen,

die durh gewisse praktishe Beobahtungen motiviert ist: Die klassishe De-

�nition ber

�

uksihtigt nur Erwartungswerte des in endlih vielen Spielrun-

den akkumulierten Kapitals. Dadurh kann es passieren, dass die M

�

oglihkei-

ten der Spieler, durh geshikte Strategien einen f

�

ur sie g

�

unstigen Spielaus-

gang zu erzwingen, niht ausreihend beahtet werden. Durh Vertaushung
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von Limes- und Erwartungswertbildung wird diesem Ph

�

anomen Rehnung

getragen. Der Preis daf

�

ur { und dies ist wohl auh der Hauptgrund f

�

ur die

urspr

�

unglihe De�nition { sind allerdings einige tehnishe Shwierigkeiten,

die die Handhabung des alternativen Kriteriums ershweren.

Wie in der Spieltheorie

�

ublih werden in dieser Arbeit Konzepte wie Spiel-

wert und Optimalit

�

at von Strategien f

�

ur das neue Bewertungskriterium un-

tersuht. Ferner werden hinreihende Bedingungen genannt, unter denen

beide Versionen der Totalauszahlung

�

ubereinstimmen. Einen Shwerpunkt

bildet au�erdem die Analyse station

�

arer Strategien. Im Einzelnen ist die

Arbeit wie folgt gegliedert:

Kapitel 1 f

�

uhrt in die Problemstellung ein und stellt die vershiedenen Be-

wertungskriterien vor. Ferner wird die Einf

�

uhrung der alternativen Totalaus-

zahlung durh ein Beispiel motiviert. Im letzten Abshnitt wird n

�

aher auf

die besonderen tehnishen Shwierigkeiten bei der De�nition dieses Krite-

riums eingegangen und eine m

�

oglihe L

�

osung aufgezeigt. Kapitel 2 ist der

Beziehung zwishen klassisher und alternativer De�nition der Totalauszah-

lung gewidmet.

In Kapitel 3 geht es um die Existenz des alternativen totalen Spielwerts.

Anhand eines Beispiels wird gezeigt, dass die bei der klassishen Totalaus-

zahlung f

�

ur die Existenz des Spielwerts hinreihende Bedingung aus [TV96,

FV97℄ hier niht hinreihend ist. Ferner weisen wir nah, dass der alternative

totale Spielwert umgekehrt auh dann existieren kann, wenn der gew

�

ohnlihe

totale Spielwert niht existiert. Kapitel 4 behandelt die Frage, ob optimale

oder

"

einfahe\ "-optimale Strategien stets existieren.

Shlie�lih untersuht Kapitel 5 station

�

are Strategien unter dem Kriterium

der alternativen Totalauszahlung. Um eine allgemeine Formel herleiten zu

k

�

onnen, besh

�

aftigen wir uns zun

�

ahst mit dem asymptotishen Verhalten

des Cesaro-Mittels von Funktionalen einer Markowkette. Die hierbei gewon-

nenen Resultate k

�

onnen somit auh au�erhalb des spieltheoretishen Kon-

texts von Interesse sein. Ihre

�

Ubertragung auf stohastishe Spiele beshlie�t

dieses Kapitel.

Abshlie�end m

�

ohte ih mih bei Herrn Prof. Dr. Krengel f

�

ur die freundlihe

Unterst

�

utzung bei dieser Arbeit bedanken. Herrn PD Dr. Gnedin danke ih

f

�

ur die

�

Ubernahme des Korreferats.
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Kapitel 1

Problemstellung

1.1 Das Modell stohastisher Spiele

Wir betrahten stohastishe Zwei-Personen-Nullsummenspiele mit endli-

hen Zustands- und Aktionsr

�

aumen. Ein solhes Spiel ist gegeben durh:

(a) einen Zustandsraum S = f1; : : : ; zg,

(b) einen Aktionsraum A

k

s

= f1; : : : ; n

k

s

g f

�

ur jeden Zustand s 2 S und

jeden Spieler k = 1; 2,

() eine Auszahlung r(s; i; j) f

�

ur jeden Zustand s 2 S und jedes Aktions-

paar (i; j) 2 A

s

:= A

1

s

�A

2

s

,

(d)

�

Ubergangswahrsheinlihkeiten p(s; i; j) = (p(1js; i; j); : : : ; p(zjs; i; j))

f

�

ur jeden Zustand s 2 S und jedes Aktionspaar (i; j) 2 A

s

.

Mit S

abs

:= fs 2 S : p(sjs; i; j) = 1; r(s; i; j) = 0 8(i; j) 2 A

s

g bezeihnen wir

die Menge der absorbierenden Zust

�

ande eines Spiels. Ohne Einshr

�

ankung

kann man jS

abs

j � 1 voraussetzen.

In Runde 1 beginnt das Spiel in einem festen Zustand aus S. Be�ndet sih das

Spiel zu einem Zeitpunkt n in Zustand s, w

�

ahlen beide Spieler unabh

�

angig

voneinander Aktionen (i; j) 2 A

s

. Dann erh

�

alt Spieler 1 (von Spieler 2) die

Auszahlung r(s; i; j) und gem

�

a� der Wahrsheinlihkeitsverteilung p(s; i; j)

wird der Zustand f

�

ur Runde n+ 1 bestimmt. Die Spieler d

�

urfen gemishte

Aktionen benutzen, d.h.

�

uber ihre Aktionen randomisieren.

Zur expliziten Angabe stohastisher Spiele verwenden wir die folgende Dar-

stellung: Jeder Zustand s 2 S wird durh eine Matrix repr

�

asentiert, deren

Eintrag (i; j) 2 A

s

die in Abbildung 1.1 links stehende Gestalt hat. Die
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rehte Notation wird verwendet, falls p(s; i; j) in einem Zustand t 2 S kon-

zentriert ist. Im Fall t 2 S

abs

shreibt man dann � statt t. Ein Zustand aus

S

abs

wird selbst niht explizit dargestellt.

r(s; i; j)

p(s; i; j)

r(s; i; j)

t

Abbildung 1.1: Graphishe Darstellung stohastisher Spiele

Eine Strategie ist einen Vorshrift daf

�

ur, welhe (gemishte) Aktion ein Spie-

ler in jeder denkbaren Spielsituation (

"

Historie\) w

�

ahlt. Den einfahsten

Fall stellen station

�

are Strategien dar: Bei jedem Besuh in einem Zustand s

verwendet der Spieler dieselbe Aktion. Station

�

are Strategien x, y von Spie-

ler 1 und 2 sind also Vektoren x = (x

1

; : : : ; x

z

) bzw. y = (y

1

; : : : ; y

z

) mit

x

s

2 �

n

1

s

bzw. y

s

2 �

n

2

s

f

�

ur alle s 2 S. Dabei sei �

n

die Menge der W-Ma�e

auf f1; : : : ; ng. Die Mengen station

�

arer Strategien werden mit X bzw. Y

bezeihnet.

Bei Markow-Strategien h

�

angt die Aktionswahl au�er vom aktuellen Zustand

nur von der Nummer der aktuellen Spielrunde ab. Solhe Strategien f , g

von Spieler 1 und 2 sind also Abbildungen f : N! X bzw. g : N! Y . Mit

f

n

s

= (f

n

s

(1); : : : ; f

n

s

(z)) (analog g

n

s

) sei dann abk

�

urzend die von f bzw. g in

Spielrunde n f

�

ur Zustand s vorgeshriebene Aktion bezeihnet. Von Semi-

Markow-Strategien spriht man, wenn dar

�

uber hinaus noh Abh

�

angigkeit

vom Startzustand besteht.

Der allgemeine Strategiebegri� kann nun wie folgt erkl

�

art werden: MitH

n

s

:=

fh

n

= (s

1

; i

1

; j

1

; s

2

; i

2

; : : : ; s

n

) : s

k

2 S; (i

k

; j

k

) 2 A

s

k

(1 � k < n); s

n

= sg

bezeihnet man die Menge der Historien der L

�

ange n, die in Zustand s en-

den. Man setzt noh H

n

:=

S

s2S

H

n

s

und H :=

S

1

n=1

H

n

.

Strategien �, � von Spieler 1 und 2 lassen sih dann allgemein als Abbil-

dungen � : H !

S

s2S

�

n

1

s

bzw. � : H !

S

s2S

�

n

2

s

beshreiben, die f

�

ur

festes s 2 S, n 2 N und h 2 H

n

s

�(h) 2 �

n

1

s

bzw. �(h) 2 �

n

2

s

erf

�

ullen. Die

allgemeinen Strategiemengen von Spieler 1 und 2 werden mit � bzw. � be-

zeihnet. Will man betonen, dass eine gegebene Strategie niht Markowsh

ist, spriht man auh von Verhaltensstrategien.

Ein Startzustand s 2 S und ein Strategiepaar (�; �) 2 ��� induzieren einen

stohastishen Prozess auf S. Das zugrunde liegende W-Ma� bezeihnen wir

mit P

s��

. Folgende Zufallsgr

�

o�en werden zur Beshreibung des Spielablaufs

benutzt: Z(n) sei der Zustand in Spielrunde n, A(n) = (A

1

(n); A

2

(n)) das in

dieser Runde gew

�

ahlte Aktionspaar und R(n) die resultierende Auszahlung

(an Spieler 1). H(n) bezeihne die nah n Spielrunden beobahtete Historie.
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Ferner sei S(n) =

P

n

m=1

R(m) das Kapital (von Spieler 1) nah n Runden

und S(N) =

1

N

P

N

n=1

S(n) sein mittlerer Besitz in den ersten N Runden.

Da in vielen Beispielen absorbierende Zust

�

ande auftreten, f

�

uhren wir noh

die Stoppzeit � = inffn 2 N: Z(n) 2 S

abs

g ein.

(s; �; �) := lim inf

n!1

1

n

P

n

m=1

E

s��

(R(m)) = lim inf

n!1

1

n

E

s��

(S(n))

nennt man die Durhshnittsauszahlung unter s; �; �. Man setzt (�; �) :=

((1; �; �); : : : ; (z; �; �)). Begri�e wie Spielwert und ("-)Optimalit

�

at seien

bez

�

uglih dieses und der weiter unten genannten Kriterien wie

�

ublih erkl

�

art.

Der Spielwert v = (v(1); : : : ; v(z)) 2 R

z

zu  existiert immer (vgl. [MN81℄).

Dabei bezeihne v(s) den Spielwert bei Startzustand s.

Im Fall v = 0 ist es sinnvoll, ein stohastishes Spiel mit Hilfe der Totalaus-

zahlung genauer zu untersuhen. Die Totalauszahlung gibt den minimalen

durhshnittlihen erwarteten Besitz (von Spieler 1) an. Zu einem Startzu-

stand s und einem Strategiepaar (�; �) ist die Totalauszahlung de�niert als



T

(s; �; �) := lim inf

N!1

1

N

P

N

n=1

E

s��

(S(n)) = lim inf

N!1

E

s��

(S(N)).

Wie oben sei noh 

T

(�; �) := (

T

(1; �; �); : : : ; 

T

(z; �; �)). Der totale Spiel-

wert werde mit v

T

= (v

T

(1); : : : ; v

T

(z)) bezeihnet, ferner wollen wir un-

ter v

low

T

und v

up

T

wie

�

ublih den unteren bzw. oberen Spielwert verstehen.

Der Wert v

T

brauht selbst dann niht zu existieren, wenn v = 0 gilt

(vgl. [Thu92, FV97℄). In einem ihrer j

�

ungsten Artikel [TV96℄ konnten Thuijs-

man und Vrieze zeigen, dass der totale Spielwert zumindest dann existiert,

wenn v = 0 gilt und beide Spieler

�

uber -optimale station

�

are Strategien

verf

�

ugen.

In dieser Arbeit sollen die Auswirkungen der Vertaushung von Erwartungs-

wert- und Limesbildung in der De�nition der Totalauszahlung untersuht

werden. Zu einem Startzustand s und einem Strategiepaar (�; �) de�nieren

wir also ~

T

(s; �; �) := E

s��

(lim inf

N!1

1

N

P

N

n=1

S(n)) und nennen ~

T

die

alternative Totalauszahlung . Analog zu 

T

(�; �) sei auh ~

T

(�; �) erkl

�

art.

Der zugeh

�

orige Spielwert werde mit ~v

T

bezeihnet, entsprehend verwenden

wir ~v

low

T

und ~v

up

T

. Man wei�, dass die Vertaushung von Erwartungswert

und Limes den Spielwert unter dem Kriterium der Durhshnittsauszahlung

niht

�

andert (obwohl f

�

ur niht-station

�

are Strategien untershiedlihe Bewer-

tungen auftreten k

�

onnen). Im Fall der Totalauszahlung sind die Folgen dieser

Vertaushung allerdings viel shwerwiegender.

1.2 Motivation der alternativen Totalauszahlung

Zuerst m

�

ohte ih die Behandlung der alternativen Totalauszahlung durh

ein Beispiel motivieren, das einen Mangel der klassishen De�nition aufzeigt.
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�:

1 {1

3 2

{1 1

2 3

0 0

1 *

0

1

0

*

Zustand 1 Zustand 2 Zustand 3

�

0

:

1 {1

2 2

{1 1

2 2

0 0

1 *

Zustand 1 Zustand 2

Abbildung 1.2: Die Spiele � und �

0

Angenommen, Sie spielen regelm

�

a�ig das folgende Spiel: In jeder Runde

wird eine M

�

unze geworfen. Je nah Ausgang gewinnen oder verlieren Sie

eine Mark und derjenige, der die Mark gewonnen hat, darf entsheiden, ob

das Spiel fortgesetzt wird oder niht. Vermutlih w

�

urden Sie dieses Spiel als

"

fair\ ansehen. Doh nun unterbreitet Ihnen Ihr Kontrahent den Vorshlag,

das Spiel so abzu

�

andern, dass nah jeder Runde nur er entsheiden darf, ob

weitergespielt wird. Siher w

�

urden Sie dieser Variante niht zustimmen.

Der entsheidende Punkt ist, dass Ihr Gegner keine Angst mehr zu haben

br

�

auhte, zun

�

ahst viel Geld an Sie zu verlieren, da er siher sein k

�

onnte, ei-

nes Tages wieder im Plus zu sein. Abbildung 1.2 zeigt dieses Spiel und seine

o�enbar ung

�

unstige Variante in der

�

ublihen Form. Dabei be�nden Sie sih

in der Rolle von Spieler 1. Dass Zustand 1 der Realisierung eines M

�

unzwurfs

entspriht, folgt aus der Tatsahe, dass beide Spieler sinnvollerweise die ge-

mishte Aktion (

1

2

;

1

2

) w

�

ahlen, wann immer sih das Spiel in diesem Zustand

be�ndet (sowohl in � als auh in �

0

).

Somit haben wir E

s��

(R(n)) = 0 8n 2 N f

�

ur jeden Startzustand s und jedes

(sinnvolle) Strategiepaar (�; �) in beiden Spielen. Also gilt 

T

(s; �; �) = 0,

sodass beide Spiele mit v

T

= 0 bewertet werden. Dies suggeriert, dass keins

von ihnen vorteilhaft f

�

ur einen der Spieler ist.
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Betrahten wir zuerst �. Das Spiel ist v

�

ollig symmetrish im Hinblik auf die

Rollen der Spieler. Es sei x 2 X mit x

3

= (0; 1) (bzw. y 2 Y mit y

2

= (0; 1)).

Mit � = inffn : Z(n) 2 S

abs

g ist also trivialerweise E

sx�

(�) < 1 f

�

ur alle

� 2 � (und E

s�y

(�) < 1 f

�

ur alle � 2 �). Im Vorgri� auf Lemma 2.2 folgt

nun ~

T

(s; x; �) = 

T

(s; x; �) = 0 (analog f

�

ur (�; y)). Aus Korollar 2.4 shlie-

�en wir ~v

T

= v

T

= 0, und x; y sind somit ~

T

-optimal. Es ist o�ensihtlih,

dass die M

�

oglihkeit, das Spiel zu stoppen (hier etwa nah Gewinn der er-

sten Mark), ein sehr m

�

ahtiges Instrument ist, weil in diesem Fall der andere

Spieler keine Strategie besitzt, die ihm einen positiven erwarteten Gewinn

sihert.

Betrahten wir nun �

0

. Wie bei � sheint die Bewertung v

T

= 0 auszu-

dr

�

uken, dass das Spiel keinen Spieler bevorteilt. Doh wenn Spieler 2 etwa

die Verhaltensstrategie �

�L

anwendet, die dann absorbiert (durh Wahl von

Aktion 2 in Zustand 2), wenn sein Besitz zum ersten Mal L 2 N betr

�

agt,

so beendet er das Spiel fast siher mit einem Gewinn von L Mark. Spie-

ler 1 besitzt keine Strategie, um dies zu verhindern. Somit ist die zugeh

�

orige

alternative Totalauszahlung gleih �L. Der alternative totale Spielwert ist

also �1, was den Umstand widerspiegelt, dass Spieler 2 sih (fast siher)

einen beliebig gro�en Gewinn garantieren kann.

Dieses Beispiel zeigt, dass die alternative Totalauszahlung zu v

�

ollig ande-

ren Ergebnissen f

�

uhren kann als die urspr

�

unglihe De�nition. Ferner sieht

man, dass ein Mangel der klassishen Totalauszahlung darin besteht, dass

nur Erwartungswerte von Einkommen aus endlih vielen Runden eingehen,

obwohl in Spielen wie �

0

gerade Strategien von Bedeutung sind, die ein fast

siheres Ereignis abwarten, dessen Eintritt beliebig sp

�

at erfolgen kann.

Nun haben wir die Einf

�

uhrung der alternativen Totalauszahlung motiviert.

Wie oben bereits erw

�

ahnt lautet die formale De�nition

~

T

(s; �; �) := E

s��

�

lim inf

N!1

1

N

N

X

n=1

S(n)

�

; (1.1)

wobei s 2 S ein Startzustand und (�; �) 2 � � � ein Strategiepaar ist.

Leider m

�

ussen wir uns mit dem Problem auseinandersetzen, dass das rehts

stehende Integral niht zu existieren brauht:

1.3 Allgemeine De�nition von ~

T

Nehmen wir etwa die folgende Verhaltensstrategie �̂ von Spieler 2 in �

0

:

Wenn sih das Spiel in Zustand 2 be�ndet und der Absolutbetrag seines

Besitzes zum ersten Mal gleih k 2 N ist, w

�

ahle er Aktion 2 (Absorption)
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mit Wahrsheinlihkeit

1

k+2

. In allen anderen Situationen setze er das Spiel

fort. Spieler 1 verf

�

ugt nur

�

uber eine (sinnvolle) Strategie x. O�enbar ist

P

1x�̂

�

lim inf

N!1

1

N

N

X

n=1

S(n) = k

�

= P

1x�̂

�

lim inf

N!1

1

N

N

X

n=1

S(n) = �k

�

=

1

2

�

1

k + 2

�

k�1

Y

j=1

j + 1

j + 2

=

1

(k + 1)(k + 2)

=: p

k

Die Nihtexistenz von E

1x�̂

(lim inf

N!1

1

N

P

N

n=1

S(n)) folgt nun sofort aus

E

1x�̂

�

lim inf

N!1

1

N

N

X

n=1

S(n)

�

+

= E

1x�̂

�

lim inf

N!1

1

N

N

X

n=1

S(n)

�

�

=

1

X

k=1

p

k

k =1:

Diese Problematik tritt niht nur bei der hier betrahteten alternativen

Totalauszahlung auf, sondern �ndet sih auh an vielen anderen Stellen

in der Literatur. Oft wird die m

�

oglihe Nihtexistenz des Erwartungswer-

tes (1.1) { oder einer

�

ahnlih de�nierten Bewertung { durh restriktive

Grundannahmen einfah ausgeklammert. In manhen B

�

uhern

�

uber Mar-

kowshe Entsheidungsprobleme (die als stohastishe Spiele mit nur einem

Spieler anzusehen sind) wird etwa die Strategiemenge auf solhe Handlungs-

vorshriften beshr

�

ankt, f

�

ur die der erwartete Gesamtgewinn existiert { oder

zumindest der Positiv- oder Negativteil dieses Integrals. Dazu siehe etwa van

der Wal [vdW84℄.

Aus spieltheoretisher Siht ist eine Einshr

�

ankung der Strategiemengen al-

lerdings sehr problematish, da die Existenz des Erwartungswertes (1.1) zu-

meist von den Strategien beider Spieler abh

�

angt, es zwishen diesen aber

keine Absprahe gibt. Bei der Betrahtung des unteren Spielwerts kann man

Spieler 1 zwar auf solhe Strategien � beshr

�

anken, f

�

ur die der Negativ-

teil dieser Erwartung f

�

ur alle � 2 � endlih ist, doh k

�

onnten diese � (im

Rahmen der Berehnung des oberen Spielwerts) unverzihtbar sein, um auf

bestimmte feste � zu antworten. Ein genereller Ausshluss solher Strategi-

en k

�

onnte Spieler 1 also stark beeintr

�

ahtigen. Entsprehendes gilt im um-

gekehrten Fall f

�

ur Spieler 2. Um Konzepte wie Spielwert und Optimalit

�

at

sinnvoll untersuhen zu k

�

onnen, muss man mittels ~

T

also jedem beliebigen

Strategiepaar (�; �) 2 �� � eine Bewertung aus R zuweisen.

Eine andere in der Literatur vorkommende Methode zur Umgehung der Pro-

blematik ist die Beshr

�

ankung auf bestimmte Klassen von Spielen. In ihrem

�

Ubersihtsband [FV97℄

�

uber Markowshe Entsheidungsprobleme und sto-

hastishe Spiele benutzen Filar und Vrieze ein der hier untersuhten Be-

wertung ~

T

entsprehendes Kriterium etwa nur f

�

ur transiente oder positive

Spiele. Im ersten Fall ist die erwartete Spieldauer unter jedem Strategie-

paar endlih, im zweiten sind alle Auszahlungen positiv. Beide Annahmen
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bedeuten eine sehr starke Restriktion. Auh in Abhandlungen

�

uber Mar-

kowshe Entsheidungsprobleme werden die Auszahlungen des

�

Ofteren als

niht-negativ vorausgesetzt, so etwa in [DN83℄. Maitra und Sudderth wieder-

um erzwingen in [MS96℄ die Existenz des erwarteten Gesamtgewinns durh

Hinzunahme geeigneter Nutzenfunktionen.

Um ein uneingeshr

�

ankt verwendbares Bewertungskriterium zu erhalten,

muss ~

T

(s; �; �) f

�

ur alle Spiele und alle Strategiepaare erkl

�

art werden. Will

man eine plausible L

�

osung f

�

ur den Sonderfall der Nihtexistenz des Erwar-

tungswertes (1.1) �nden, so ist es hilfreih, sih auf die Motivation der alter-

nativen Totalauszahlung zu besinnen: Bei endlihem Spiel wird der Shluss-

gewinn S(�) von Spieler 1 herangezogen, und als Verallgemeinerung dessen

bei unendlihem Spiel sein langfristig gesehen minimaler mittlerer Besitz.

Es ersheint also plausibel, dass Spieler 1 ein Spiel mit einem Strategiepaar

(�; �), f

�

ur das P

s��

(lim inf

N!1

S(N) = �1) > 0 gilt, mit �1 bewertet, da

er es niht riskieren m

�

ohte, mit positiver Wahrsheinlihkeit einen Verlust

von �1 zu erleiden. Dies entspriht der

�

ublihen worst-ase-Sihtweise von

Spieler 1.

Ist lim inf

N!1

S(N) > �1 fast siher und existiert der Erwartungswert

E

s��

(lim inf

N!1

S(N)) dennoh niht , so kann man der gegebenen Sym-

metrie E

s��

(lim inf

N!1

S(N))

+

= E

s��

(lim inf

N!1

S(N))

�

=1 dadurh

Rehnung tragen, dass man ~

T

(s; �; �) = 0 setzt. In dieser Situation brauht

Spieler 1 keinen

"

unendlihen\ Verlust zu f

�

urhten.

Insgesamt wollen wir also die folgende Sonderfallregelung verwenden:

Existiert die Erwartung (1.1) niht, so sei

~

T

(s; �; �) :=

(

0 falls P

s��

(lim inf

N!1

S(N) = �1) = 0;

�1 sonst.

(1.2)

Als sinnvolle Sonderfallregelungen wollen wir generell alle De�nitionen an-

sehen, bei denen im ersten Fall statt 0 ein anderer Wert aus R zugewiesen

wird und im zweiten Fall entweder derselbe Wert oder �1 Verwendung

�ndet.

Da die meisten hier vorgestellten Resultate niht von dieser tehnishen

Frage ber

�

uhrt werden, verwenden wir ~

T

ohne weitere Falluntersheidung,

weisen aber gegebenenfalls auf Untershiede hin. Von entsheidender Be-

deutung wird diese Thematik lediglih beim Nahweis der Nihtexistenz des

Spielwerts in Kapitel 3 sein. So ist es zum jetzigen Zeitpunkt noh unklar, ob

das dortige Resultat f

�

ur alle sinnvollen Sonderfallregelungen gezeigt werden

kann.
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Kapitel 2

Beziehungen zwishen ~

T

und 

T

In diesem Abshnitt sollen einige einfahe Bedingungen vorgestellt werden,

unter denen beide Versionen der Totalauszahlung

�

ubereinstimmen. Ferner

werden wir untersuhen, welhe Verallgemeinerungen dieser Bedingungen

m

�

oglih sind. Die betre�enden Aussagen werden im Weiteren h

�

au�ger Ver-

wendung �nden.

Wie oben betrahten wir die Stoppzeit � = inffn 2 N: Z(n) 2 S

abs

g. Im Fall

� <1 erfolgt Absorption in Runde � und es ist lim inf

N!1

1

N

P

N

n=1

S(n) =

S(�) = S(� � 1). Unter der Bedingung � < 1 P

s��

-fast siher gilt al-

so ~

T

(s; �; �) = E

s��

(S(�)) (sofern dieser Erwartungswert erkl

�

art ist). Zu-

n

�

ahst zeigen wir ein grundlegendes Lemma.

Lemma 2.1 Es seien s 2 S, (�; �) 2 ��� derart, dass P

s��

(� <1) = 1.

Ist au�erdem E

s��

(S(�)) 2 R, so gilt



T

(s; �; �) = ~

T

(s; �; �) + lim inf

N!1

1

N

N

X

n=1

E

s��

(S(n)1

f�>ng

): (2.1)

Beweis: Es ist



T

(s; �; �) = lim inf

N!1

1

N

N

X

n=1

E

s��

(S(n)) = lim inf

N!1

1

N

N

X

n=1

E

s��

(S(n ^ �))

= lim inf

N!1

1

N

N

X

n=1

�

E

s��

(S(�)1

f��ng

) +E

s��

(S(n)1

f�>ng

)

�

: (2.2)
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Wegen P

s��

(� <1) = 1 gilt lim

n!1

E

s��

(S(�)1

f��ng

) = E

s��

(S(�)). Also

ist (2.2) gleih der rehten Seite in (2.1). 2

Es sei darauf hingewiesen, dass Gleihung (2.1) in der Situation von Lem-

ma 2.1 allgemeiner auh dann gilt, wenn E

s��

(S(�)) gleih +1 oder �1

und der liminf in (2.1) ungleih �E

s��

(S(�)) ist.

Das n

�

ahste Lemma gibt uns zwei hinreihende Kriterien f

�

ur die Gleihheit

von ~

T

und 

T

an die Hand. Man beahte, dass f

�

ur beliebige station

�

are

Strategien mit Satz 5.20 sp

�

ater eine noh st

�

arkere Aussage m

�

oglih wird.

Lemma 2.2 Es seien s 2 S, (�; �) 2 ��� derart, dass P

s��

(� <1) = 1.

Ferner sei eine der beiden folgenden Bedingungen erf

�

ullt:

(a) E

s��

(�) <1,

(b) Es gibt K 2 R

+

, sodass P

s��

(jS(n)j � K) = 1 f

�

ur alle n 2 N.

Dann gilt ~

T

(s; �; �) = 

T

(s; �; �).

Beweis: Ist (a) erf

�

ullt, so gilt E

s��

(jS(n)1

f�>ng

j) � nMP

s��

(� > n), wobei

M := maxfjr(s; i; j)j : s 2 S; (i; j) 2 A

s

g. Angenommen, nP

s��

(� > n)

konvergiert niht gegen Null f

�

ur n!1. Dann gibt es " > 0, sodass f

�

ur jedes

k 2 N ein n

k

� k mit n

k

P

s��

(� > n

k

) � " existiert. Ohne Einshr

�

ankung

d

�

urfen wir annehmen, dass n

k+1

� 2n

k

f

�

ur alle k. Sei noh n

0

:= 0. Nun ist

E

s��

(�) =

1

X

n=0

P

s��

(� > n) �

1

X

k=1

(n

k

� n

k�1

)P

s��

(� > n

k

)

�

1

X

k=1

n

k

� n

k�1

n

k

" �

1

X

k=1

1

2

" =1;

was der Voraussetzung (a) widerspriht. Also gilt E

s��

(jS(n)1

f�>ng

j) ! 0

f

�

ur n!1. Au�erdem existiert E

s��

(S(�)) wegen jS(�)j �M� 2 L

1

(P

s��

).

Ist Bedingung (b) erf

�

ullt, so gilt E

s��

(jS(n)1

f�>ng

j) � KP

s��

(� > n) ! 0

wegen P

s��

(� < 1) = 1. E

s��

(S(�)) existiert aufgrund von jS(�)j � K.

Somit ist in beiden F

�

allen lim inf

N!1

1

N

P

N

n=1

E

s��

(S(n)1

f�>ng

) = 0 und

E

s��

(S(�)) 2 R. Mit Lemma 2.1 erhalten wir die Behauptung. 2

Da die Bedingungen aus diesem Lemma sehr restriktiv sind, stellt sih die

Frage, inwieweit sie abgeshw

�

aht werden k

�

onnen:

Anmerkung 1: Beshr

�

ankung auf die Bedingung P

s��

(� <1) = 1

Shon f

�

ur Markow-Strategien l

�

asst sih ein Beispiel angeben, in dem trotz

� < 1 P

s��

-fast siher ~

T

(s; �; �) 6= 

T

(s; �; �) gilt. Dazu betrahten wir
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das Spiel �

0

aus Abbildung 1.2 und

�

andern lediglih r(2; 1; 2) :=  2 R.

Spieler 1 verwende seine einzige (sinnvolle) Strategie x 2 X mit x

1

= (

1

2

;

1

2

).

Es sei I := f2k

2

: k 2 Ng. Spieler 2 spiele die Markow-Strategie g mit

g

n

1

=

�

1

2

;

1

2

�

; g

n

2

=

(

(

k

k+1

;

1

k+1

) falls n = 2k

2

2 I;

(1; 0) falls n =2 I

8n 2 N:

Dann gilt P

1xg

(� = 2n

2

+ 1) =

�

Q

n�1

k=1

k

k+1

�

1

n+1

=

1

n(n+1)

8n 2 N und somit

P

1xg

(� <1) = 1. Es sei noh y := (y

1

; y

2

) = ((

1

2

;

1

2

); (1; 0)) 2 Y . Dann ist

E

1xg

(S(�)

+

) =

1

X

n=1

E

1xg

(S(2n

2

)

+

1

f�=2n

2

+1g

)

�

1

X

n=1

E

1xy

(S(2n

2

� 1)

+

� jj)P

1xg

(� = 2n

2

+ 1) (2.3)

=

1

X

n=1

�

p

2n

2

� 1� jj+�(1)

�

1

n(n+ 1)

=1; (2.4)

wobei in (2.3) eingeht, dass x; g Markow-Strategien sind und S(� � 1) =

S(� � 2) +  gilt. In (2.4) verwendet man ein vom gew

�

ohnlihen Random

Walk bekanntes Resultat (siehe z.B. [Gut88℄). Auf exakt dieselbeWeise zeigt

man E

1xg

(S(�)

�

) =1. Also wird ~

T

(1; x; g) je nah der Sonderfallregelung

aus der De�nition von ~

T

(vgl. (1.2)) auf einen bestimmten Wert aus R

gesetzt { in unserem Modell z.B. auf 0.

Andererseits ist E

1xg

(R(n)) = P

1xg

(� = n + 1) f

�

ur alle n 2 N, das hei�t

E

1xg

(S(n)) = P

1xg

(� � n + 1) !  f

�

ur n ! 1. Somit gilt 

T

(1; x; g) = .

W

�

ahlt man also  6= ~

T

(1; x; g), so stimmen beide Kriterien niht

�

uberein.

Anmerkung 2: Beshr

�

ankung auf die Bedingungen (a) oder (b)

Es sei P

s��

(� < 1) < 1. Bedingung (a) ist in diesem Fall ohnehin niht

erf

�

ullt, es gelte also (b). Erneut l

�

asst sih shon f

�

ur Markow-Strategien ein

Beispiel angeben, in dem trotzdem ~

T

(s; �; �) 6= 

T

(s; �; �) gilt:

Dazu betrahten wir das Bad Math aus Kapitel 4 (siehe Abbildung 4.1).

In diesem Spiel ist (b) sogar f

�

ur alle Strategiepaare erf

�

ullt. Wir f

�

ugen ei-

ne Kopie dieses Spiels hinzu (als Zust

�

ande 4, 5, und 6) und drehen darin

mittels r(s; i; j) = �r(s� 3; i; j) (4 � s � 6) s

�

amtlihe Vorzeihen der Aus-

zahlungen um. Shlie�lih erg

�

anzen wir den Zustand 7 mit A

7

= f1g � f1g,

r(7; 1; 1) = 0 und p(1j7; 1; 1) = p(4j7; 1; 1) =

1

2

. Wir w

�

ahlen Startzustand 7,

sodass entweder das Bad Math oder seine mit Minuszeihen versehene Ko-

pie gespielt wird. Dann ist stets R(1) = 0.

Spieler 1 verwende x 2 X mit x

1

= x

4

= (1; 0), das hei�t er w

�

ahle in den

niht-trivialen Zust

�

anden stets Aktion 1. Dadurh ist P

7x�

(� < 1) = 0

f

�

ur jedes � 2 �. Nun konstruieren wir eine Markow-Strategie g von Spie-

ler 2 wie folgt: Es sei g

2

1

= g

2

4

= (1; 0), sodass mit u := Z(2)(!) fast siher
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R(2) = 2(�1)

u

und R(3) = �2(�1)

u

, also S(3) =

2

3

(�1)

u

gilt. Weiter sei

g

n

1

= g

n

4

= (0; 1) f

�

ur n = 4; : : : ; 14, sodass fast siher S(15) = �

2

3

(�1)

u

.

Danah sei wieder g

n

1

= g

n

4

= (1; 0) f

�

ur n = 16; : : : ; 74 und immer so weiter.

Eine genaue Formalisierung d

�

urfte sih er

�

ubrigen, denn unter x kann Spie-

ler 2 f

�

ur n � 1 jedes R(2n) (und damit auh R(2n+ 1)) durh seine Aktion

A

2

(2n) selbst bestimmen. Auf diese Weise gilt lim inf

N!1

S(N) = �

2

3

fast

siher, also ~

T

(7; x; g) = �

2

3

.

Andererseits gilt E

7xg

(R(n)) = 0 f

�

ur alle n, denn auf den (gleih wahr-

sheinlihen) Mengen fZ(2) = 1g bzw. fZ(2) = 4g haben alle R(n) jeweils

entgegengesetzte Vorzeihen. Somit ist ~

T

(7; x; g) = �

2

3

6= 0 = 

T

(7; x; g).

Anmerkung 3: Notwendige Bedingungen

Obwohl die hinreihenden Bedingungen aus Lemma 2.2 also kaum in allge-

meiner Weise abgeshw

�

aht werden k

�

onnen, sind sie erwartungsgem

�

a� niht

notwendig f

�

ur die Gleihheit der beiden Totalauszahlungsversionen. Dazu sei

auf die Bemerkungen im Anshluss an Satz 3.5 und Lemma 4.2 verwiesen.

Aus Lemma 2.2 ergeben sih noh zwei Korollare:

Korollar 2.3 Wenn Spieler 1 eine 

T

-optimale Strategie �

�

besitzt, sodass

die Voraussetzungen von Lemma 2.2 f

�

ur jedes Tripel (s; �

�

; �) erf

�

ullt sind, so

ist ~v

low

T

= v

low

T

. Analog, wenn Spieler 2 eine 

T

-optimale Strategie �

�

besitzt,

sodass die Voraussetzungen von Lemma 2.2 f

�

ur jedes Tripel (s; �; �

�

) erf

�

ullt

sind, so ist ~v

up

T

= v

up

T

.

Korollar 2.4 Wenn beide Spieler 

T

-optimale Strategien �

�

bzw. �

�

besit-

zen, sodass die Voraussetzungen von Lemma 2.2 f

�

ur alle Tripel (s; �; �

�

) und

(s; �

�

; �) erf

�

ullt sind, und der totale Spielwert v

T

existiert, so existiert auh

der alternative totale Spielwert ~v

T

und ist gleih v

T

.
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Kapitel 3

Existenz des Spielwerts

Bekanntlih brauht der totale Spielwert v

T

allgemein niht zu existieren {

selbst im Fall v = 0 niht (siehe Abshnitt 3.3). Jedoh konnten Thuijsman

und Vrieze [TV96℄ zeigen, dass in stohastishen Spielen, die die folgende

Eigenshaft erf

�

ullen, der totale Spielwert v

T

immer existiert.

Eigenshaft P: Es ist v = 0 und beide Spieler verf

�

ugen

�

uber station

�

are

-optimale Strategien.

Thuijsman und Vrieze shlie�en in [TV96℄ mit der Frage, ob Eigenshaft P

auh hinreihend f

�

ur die Existenz des alternativen totalen Spielwerts ist. In

diesem Kapitel geben wir hierauf eine (negative) Antwort, indem wir zeigen,

dass das Spiel �

�

(siehe Abbildung 3.1) zwar die Eigenshaft P erf

�

ullt, der

Spielwert ~v

T

(unter unserer Sonderfallregelung (1.2)) jedoh niht existiert.

Shlie�lih zeigen wir an einem anderen Beispiel, dass ~v

T

aber auh dann

existieren kann, wenn v

T

niht existiert { und dies sogar unabh

�

angig von

der verwendeten Sonderfallregelung.

3.1 �

�

unter der klassishen Totalauszahlung

Lemma 3.1 �

�

besitzt die Eigenshaft P.

Beweis: Es seien x = (x

1

; x

2

) 2 X und y = (y

1

; y

2

) 2 Y mit x

2

= y

1

=

(0; 0; 1). O�enbar endet das Spiel nah h

�

ohstens zwei Runden, wenn x ge-

spielt wird { unabh

�

angig von der von Spieler 2 verwendeten Strategie �. Da

die Durhshnittsauszahlung in diesem Fall Null betr

�

agt, erhalten wir v � 0.

Analog ist (s; �; y) = 0 f

�

ur alle s; �, also v � 0. Somit gilt v = 0 und x, y

sind -optimale Strategien. 2
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0 0

* *

Zustand 1 Zustand 2

Abbildung 3.1: Das Spiel �

�

Nah dem Resultat von Thuijsman und Vrieze existiert demnah der totale

Spielwert v

T

f

�

ur �

�

. Wieder bezeihne � die Runde, in der Absorption er-

folgt (nah vorheriger Wahl von Aktion 3). Wir d

�

urfen annehmen, dass beide

Spieler ihre Aktionen 1 und 2 in jeder Spielsituationmit gleiher Wahrshein-

lihkeit w

�

ahlen. Also gilt f

�

ur alle (sinnvollen) (�; �) 2 � � � und s = 1; 2

E

s��

(R(n)) = (�1)

n+s�1

P

s��

(� > n+ 1) und so

E

s��

(S(2n)) =

2n

X

m=1

(�1)

m+s�1

P

s��

(� > m+ 1)

=

2n

X

m=1

(�1)

m+s�1

�

2n

X

k=m+1

P

s��

(� = k + 1) + P

s��

(� > 2n+ 1)

�

=

2n

X

k=2

P

s��

(� = k + 1)

k�1

X

m=1

(�1)

m+s�1

+ P

s��

(� > 2n+ 1)

2n

X

m=1

(�1)

m+s�1

= (�1)

s

n

X

k=1

P

s��

(� = 2k + 1) = (�1)

s

P

s��

(� � 2n+ 1 ungerade):

Au�erdem ist

E

s��

(S(2n� 1)) = (�1)

s

P

s��

(� > 2n) +

2n�2

X

m=1

(�1)

m+s�1

P

s��

(� > m+ 1)

= (�1)

s

P

s��

(� > 2n) + (�1)

s

P

s��

(� � 2n� 1 ungerade)

nah obiger Rehnung. Insgesamt erhalten wir



T

(s; �; �) = lim inf

N!1

1

N

N

X

n=1

E

s��

(S(n))

= lim inf

N!1

(�1)

s

�

1

N

N

X

n=1

P

s��

(� � n+ 1 ungerade) +

1

N

dN=2e

X

n=1

P

s��

(� > 2n)

�
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= (�1)

s

�

P

s��

(� <1 ungerade) +

1

2

P

s��

(� =1)

�

: (3.1)

Man beahte, dass obiger liminf sogar ein ehter Limes ist. Wir betrahten

x

�

= (x

�

1

; x

�

2

) = ((

1

2

;

1

2

); (

1

2

;

1

2

; 0)) 2 X. Aus (3.1) gewinnen wir 

T

(1; x

�

; �) =

�

1

2

P

1x

�

�

(� = 1) � �

1

2

f

�

ur alle � 2 �, also v

T

(1) � �

1

2

. Genauso gilt mit

y

�

= (y

�

1

; y

�

2

) = (x

�

2

; x

�

1

) 2 Y 

T

(1; �; y

�

) =

1

2

P

1�y

�

(� =1)� 1 � �

1

2

f

�

ur alle

� 2 �. Also ist v

T

(1) = �

1

2

(analog v

T

(2) =

1

2

) und x

�

, y

�

sind 

T

-optimal.

Es ist noh anzumerken, dass �

�

niht nur die Eigenshaft P erf

�

ullt und

damit einen totalen Spielwert besitzt, sondern in diesem Spiel beide Spieler

sogar

�

uber total optimale station

�

are Strategien verf

�

ugen. Dass �

�

also ein

sehr

"

nettes\ Spiel ist, verdeutlihen die Untersuhungen aus [TV87, Thu92℄

und Kapitel 4. Umso frappierender ist die Tatsahe, dass der alternative

totale Spielwert niht existiert:

3.2 �

�

unter der alternativen Totalauszahlung

Man sieht sofort, dass die total optimalen Strategien x

�

und y

�

niht ~

T

-

optimal sind. Dazu betrahtet man die Strategien �

K

von Spieler 1 bzw.

�

�L

von Spieler 2, bei denen der betre�ende Spieler stoppt, sobald er zum

ersten Mal das Kapital K bzw. L besitzt. Verwendet Spieler 2 �

�L

(wobei

L 2 N gerade ist), so gilt lim

n!1

S(n) = �L P

sx

�

�

�L

-fast siher, also

~

T

(s; x

�

; �

�L

) = �L. Somit ist inf

L22N

~

T

(s; x

�

; �

�L

) = �1. Analog ist

~

T

(s; �

K

; y

�

) = K f

�

ur gerades K 2 N, also sup

K22N

~

T

(s; �

K

; y

�

) = 1.

Trotzdem werden x

�

und y

�

im Folgenden noh mehrfah ben

�

otigt.

Nun wollen wir die alternative Totalauszahlung f

�

ur �

�

genauer untersuhen.

Das n

�

ahste Lemma ist der Shl

�

ussel zum Beweis der Nihtexistenz des

alternativen totalen Spielwerts.

Lemma 3.2 Es sei s 2 f1; 2g der Startzustand. Dann gilt

(a) inf

�

~

T

(s; �; �) � s� 1� P

s�y

�

(� <1) f

�

ur alle � 2 � und

(b) sup

�

~

T

(s; �; �) � s� 2 + P

sx

�

�

(� <1) f

�

ur alle � 2 �.

Beweis: Es sei � 2 � beliebig und p := P

s�y

�

(� < 1). F

�

ur alle " > 0

gibt es ein N

"

, sodass P

s�y

�

(� � N

"

) � p� ". Ohne Einshr

�

ankung sei N

"

ungerade. Sei �

N

"

die Semi-Markow-Strategie von Spieler 2, die in Runde

N

"

+ s � 1 Aktion 3 w

�

ahlt (und in Zustand 1 vorher stets die gemishte

Aktion (

1

2

;

1

2

; 0) verwendet). Unter s; �; �

N

"

ist dann � � N

"

+2. Lemma 2.2

und (3.1) liefern

~

T

(s; �; �

N

"

) = 

T

(s; �; �

N

"

) = (�1)

s

P

s��

N

"

(� <1 ungerade):
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F

�

ur s = 1 ist die rehte Seite gleih �P

1��

N

"

(� � N

"

) = �P

1�y

�

(� � N

"

) �

�p+ ", denn beendet Spieler 1 das Spiel vor der Runde N

"

niht, so sorgt

Spieler 2 in dieser Runde f

�

ur Absorption. Analog folgt im Fall s = 2, dass die

rehte Seite gleih 1�P

1��

N

"

(� � N

"

+1) � 1� p+ " ist. Da " > 0 beliebig

war, erhalten wir inf

�

~

T

(s; �; �) � s�1�p. Der Beweis der symmetrishen

Aussage (b) ist vollkommen analog. 2

Nun wollen wir zeigen, dass ~v

T

niht existiert. In den Beweisen der beiden

folgenden Lemmata geht die Sonderfallregelung (1.2) ein.

�

Anderungen dieser

De�nition w

�

urden also einen anderen Beweis erfordern.

Lemma 3.3 Es ist ~v

up

T

(1) = inf

�

sup

�

~

T

(1; �; �) = 0.

Beweis: O�enbar ist ~v

up

T

(1) � 0, denn beendet Spieler 2 das Spiel so-

fort, so garantiert er sih die Auszahlung 0. Nun sei � 2 � beliebig. Gilt

P

1x

�

�

(� <1) = 1, so haben wir sup

�

~

T

(1; �; �) � 0 nah Lemma 3.2.

Gilt dagegen P

1x

�

�

(� = 1) =: Æ > 0, so sei � wie folgt de�niert: Spie-

le Aktion 3 (in Zustand 2) mit Wahrsheinlihkeit

1

n+1

, wenn der aktuelle

Gewinn zum ersten Mal 2n 2 N betr

�

agt. Dann ist P

1�y

�

(S(�) = 2n) =

�

Q

n�1

k=1

k

k+1

�

1

n+1

=

1

n(n+1)

, sodass P

1��

(� < 1) � P

1�y

�

(� < 1) = 1. Ist

C := f� = 1g [ f� ungeradeg das Ereignis, dass Spieler 2 niht stoppt, so

gilt P

1��

(S(�) = 2n) � P

1��

(C)P

1��

(S(�) = 2n jC) � ÆP

1�y

�

(S(�) = 2n),

also

E

1��

(S(�)

+

) =

1

X

n=1

2nP

1��

(S(�) = 2n) �

1

X

n=1

2Æ

n+ 1

=1:

Je nahdem, ob E

1��

(S(�)

�

) endlih ist oder niht, ist ~

T

(1; �; �) also ent-

weder +1 oder 0. In beiden F

�

allen gilt sup

�

~

T

(1; �; �) � 0. 2

Lemma 3.4 ~v

low

T

(1) = sup

�

inf

�

~

T

(1; �; �) = �1.

Beweis: O�enbar ist ~v

low

T

(1) � �1, denn beendet Spieler 1 das Spiel in der

zweiten Runde, so garantiert er sih die erwartete Auszahlung �1. Nun sei

� 2 � beliebig. Im Fall P

1�y

�

(� < 1) = 1 folgt inf

�

~

T

(1; �; �) � �1 aus

Lemma 3.2. Ist dagegen P

1�y

�

(� =1) =: Æ > 0, so gilt

P

1�y

�

(lim inf

N!1

S(N) = �1)

= P

1�y

�

(� =1)P

1�y

�

(lim inf

N!1

S(N) = �1j � =1)

= ÆP

1x

�

y

�

(lim inf

N!1

S(N) = �1) = Æ > 0

unter Benutzung von Korollar 5.11. F

�

ur die hier relevanten x

�

; y

�

ist dessen

Aussage allerdings auh unmittelbar klar. Somit gilt ~

T

(1; �; y

�

) = �1, also

insgesamt inf

�

~

T

(1; �; �) � �1 f

�

ur alle � 2 �. 2

Somit ist gezeigt:
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Satz 3.5 Auh wenn Eigenshaft P f

�

ur ein stohastishes Spiel erf

�

ullt ist,

brauht der alternative totale Spielwert ~v

T

niht zu existieren.

Obwohl ~v

T

im Gegensatz zu v

T

f

�

ur �

�

niht existiert, liefern beide Totalaus-

zahlungskriterien dasselbe Resultat, wenn Markow-Strategien f; g gespielt

werden, f

�

ur die � <1 P

sfg

-fast siher und E

sfg

(S(�)) 2 R: In diesem Fall

gilt E

sfg

(S(n)1

f�>ng

) = E

sx

�

y

�

(S(n))P

sfg

(� > n + 1) = �P

sfg

(� > n + 1)

f

�

ur ungerade n (und = 0 f

�

ur gerade n). Wegen P

sfg

(� > n+ 1) ! 0 liefert

Lemma 2.1 ~

T

(s; f; g) = 

T

(s; f; g).

Damit ist noh gezeigt, dass die in Lemma 2.2 genannten hinreihenden

Bedingungen f

�

ur die

�

Ubereinstimmung von ~

T

und 

T

niht notwendig sind.

(Hier wird au�er P

sfg

(� <1) = 1 nur die Existenz von E

sfg

(S(�)) verlangt.

Es lassen sih aber leiht Paare (f; g) angeben, f

�

ur die die Bedingungen (a)

und (b) aus diesem Lemma trotzdem niht erf

�

ullt sind.)

3.3 Zusammenhang zwishen ~v

T

und v

T

Im letzten Abshnitt wurde gezeigt, dass die Eigenshaft P und die damit

verbundene Existenz des gew

�

ohnlihen totalen Spielwerts v

T

niht hinrei-

hend f

�

ur die Existenz des alternativen totalen Spielwerts ~v

T

ist. Darum

stellt sih nun in nat

�

urliher Weise die Frage, ob die Existenz von v

T

zumin-

dest eine notwendige Voraussetzung f

�

ur die Existenz von ~v

T

ist. In diesem

Abshnitt zeigen wir an einem Beispiel, dass auh dies niht der Fall ist. In-

teressant dabei ist, dass dieses Resultat niht von der Sonderfallregel (vgl.

(1.2)) in der De�nition von ~

T

abh

�

angt.

1 {1

1 1

{1 1

2 3

{1

2

1

3

Zustand 1 Zustand 2 Zustand 3

Abbildung 3.2: Das Spiel �

��

�

��

ist eine Variante des bekannten Big Math von Blakwell und Ferguson

(siehe [BF68℄). Zun

�

ahst zeigen wir die Nihtexistenz von v

T

.

Lemma 3.6 Der totale Spielwert v

T

existiert f

�

ur �

��

niht.
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Beweis: Sei � 2 � beliebig und � := inffn: A

1

(n) = 2g die erste Runde, in

der Spieler 1 Aktion 2 w

�

ahlt. Sei y 2 Y mit y

1

= (0; 1). Dann gilt im Fall

P

1�y

(� <1) = 0, dass R(n) � �1 f

�

ur alle n, also 

T

(1; �; y) = �1.

Sonst sei m := inffn : P

1�y

(� = n) > 0g und " := P

1�y

(� = m). In diesem

Fall verwende Spieler 2 die Markow-Strategie g mit g

n

1

= (0; 1) f

�

ur n < m,

g

m

1

= (1; 0) und g

n

1

= (

1

2

;

1

2

) f

�

ur n > m. Dann ist R(n) � �1 f

�

ur n < m,

E

1�g

(R(m)) = 1� 2" und

E

1�g

(R(n)) = P

1�g

(Z(n) = 3)� P

1�g

(Z(n) = 2)

= P

1�g

(A

2

(�) = 2; � < n)� P

1�g

(A

2

(�) = 1; � < n)

= �P

1�g

(A

2

(m) = 1; � = m) = �"

f

�

ur alle n > m nah Konstruktion von g. Auh hier folgt 

T

(1; �; g) = �1.

Somit gilt v

low

T

(1) = �1. Dieser Teil des Beweises

�

ahnelt der Argumentation

aus [BF68℄.

Sei nun � 2 � beliebig und die Antwort � dazu wie folgt konstruiert: Ist h

eine beliebige Historie, so setzen wir

�(h) =

(

(1; 0) falls �(h)(1) �

1

2

,

(0; 1) falls �(h)(1) <

1

2

.

(3.2)

Spieler 1 spielt also genau dann Aktion 2, wenn Spieler 2 die zweite Spalte

eher w

�

ahlt als die erste. Es ist einleuhtend, dass er sih so in jeder Run-

de eine niht-negative erwartete Auszahlung garantiert. Im Einzelnen sieht

man dies so:

Es ist E

1��

(R(n)) =

P

h2H

n

E

1��

(R(n) jH(n) = h)P

1��

(H(n) = h). Dabei

erfolge die Summation nur

�

uber solhe h, f

�

ur die die hintere Wahrsheinlih-

keit gr

�

o�er Null ist. Im Fall h 2 H

n

1

ist

E

1��

(R(n) jH(n) = h) =

�

�(h)(1) � �(h)(2)

��

�(h)(1) � �(h)(2)

�

� 0

nah (3.2). Im Fall h 2 H

n

s

mit s 6= 1 gilt E

1��

(R(n) jH(n) = h) = (�1)

s�1

.

So errehnet man

E

1��

(R(n)) �

X

h2H

n

nH

n

1

E

1��

(R(n) jH(n) = h)P

1��

(H(n) = h)

= P

1��

(Z(n) = 3)� P

1��

(Z(n) = 2)

=

X

h2H

k

1

: k<n

�

P

1��

(H(k + 1) = (h; (2; 2); 3)) � P

1��

(H(k + 1) = (h; (2; 1); 2))

�

=

X

h2H

k

1

: k<n

�

P

1��

(A(k) = (2; 2) jH(k) = h)� P

1��

(A(k) = (2; 1) jH(k) = h)

�

� P

1��

(H(k) = h)
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=

X

h2H

k

1

: k<n

�(h)(2)

�

�(h)(2) � �(h)(1)

�

P

1��

(H(k) = h) � 0

nah (3.2). Wegen E

1��

(R(n)) � 0 f

�

ur alle n ist also 

T

(1; �; �) � 0. Damit

ist gezeigt, dass v

up

T

(1) � 0 > �1 = v

low

T

(1). 2

Nun zum alternativen totalen Spielwert ~v

T

:

Lemma 3.7 Der alternative totale Spielwert ~v

T

existiert f

�

ur �

��

. Die Exis-

tenz gilt f

�

ur alle (sinnvollen) Sonderfallregelungen in der De�nition von ~

T

.

Beweis: Wenn im Fall, dass der Erwartungswert (1.1) niht existiert, gene-

rell ~

T

(s; �; �) = w gesetzt wird (wobei w 2 R beliebig ist), ist die Existenz

von ~v

T

wie folgt zu sehen:

Es sei � 2 � beliebig und y 2 Y mit y

1

= (

1

2

;

1

2

). Ist P

1�y

(A

1

(n) = 2) = 0

f

�

ur alle n, so gilt lim inf

N!1

S(N) = �1 fast siher. (Streng genom-

men benutzt man hierf

�

ur wieder Korollar 5.11.) In diesem Fall ist also

~

T

(1; �; y) = �1. Gilt P

1�y

(A

1

(n) = 2) =: " > 0 f

�

ur irgendein n, so ist

P

1�y

(lim inf

N!1

S(N) = 1) �

"

2

und P

1�y

(lim inf

N!1

S(N) = �1) �

"

2

,

also ~

T

(1; �; y) = w. Folglih ist ~v

up

T

(1) � w.

Nun sei f die Markow-Strategie von Spieler 1 mit f

n

1

=

�

n(n+2)

(n+1)

2

;

1

(n+1)

2

�

. F

�

ur

jedes � ist dann P

1f�

(A

1

(n) = 2) =

�

Q

n�1

k=1

f

k

1

(1)

�

f

n

1

(2) =

1

2n(n+1)

8n, d.h.

es gilt P

1f�

(A

1

(n) = 2 f

�

ur irgendein n) =

P

1

n=1

1

2n(n+1)

=

1

2

.

Sei � 2 � beliebig. Im Fall P

1f�

(A

2

(n) = 2) = 0 8n gilt lim inf

N!1

S(N) =

1 auf der Menge fA

1

(n) = 1 f

�

ur alle ng und lim inf

N!1

S(N) = �1 sonst.

Nah Konstruktion von f haben wir somit P

1f�

(lim inf

N!1

S(N) =1) =

P

1f�

(lim inf

N!1

S(N) = �1) =

1

2

, d.h. ~

T

(1; f; �) = w.

Ist dagegen P

1f�

(A

2

(n) = 2) =: " > 0 f

�

ur irgendein n, so ergibt sih

P

1f�

(lim inf

N!1

S(N) = 1) � "

�

Q

n�1

k=1

f

k

1

(1)

�

f

n

1

(2) > 0. Demnah ist

~

T

(1; f; �) � w und somit auh ~v

low

T

(1) � w. Insgesamt folgt ~v

T

(1) = w.

Fordert man im Sonderfall der Nihtexistenz der Erwartung (1.1) zus

�

atz-

lih, dass bei P

s��

(lim inf

N!1

S(N) = �1) > 0 stets ~

T

(s; �; �) = �1

gesetzt wird (wie es in unserem Modell der Fall ist), so folgt f

�

ur �

��

sofort

~v

T

(1) = �1, denn mit der oben im Beweis verwendeten Strategie y kann

Spieler 2 wie gesehen P

1�y

(lim inf

N!1

S(N) = �1) > 0 erzwingen. 2

Damit ist gezeigt:

Satz 3.8 Die Existenz von v

T

ist weder notwendig noh hinreihend f

�

ur die

Existenz von ~v

T

.
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Kapitel 4

Optimale Strategien

In diesem Kapitel soll gezeigt werden, dass ~

T

-optimale Strategien im Allge-

meinen niht zu existieren brauhen und Verhaltensstrategien unverzihtbar

sein k

�

onnen, um "-optimal zu spielen. Dazu betrahten wir das

"

Bad Math\,

mit dem Thuijsman und Vrieze [TV87℄ dieselben Aussagen f

�

ur die klassishe

Totalauszahlung bewiesen. Unser Ansatz wird der folgende sein: Zuerst zei-

gen wir, dass f

�

ur dieses Spiel beide Kriterien im Fall von Markow-Strategien

�

ubereinstimmen. Im zweiten Shritt wird nahgewiesen, dass der alternative

totale Spielwert ~v

T

f

�

ur das Bad Math existiert und gleih v

T

ist. Unter

Benutzung der entsprehenden Resultate

�

uber 

T

ergeben sih die beiden

zu zeigenden Aussagen dann ganz direkt.

4.1 Markow-Strategien im Bad Math

{2 2

2 3

1 {1

* *

2

1

{2

1

Zustand 1 Zustand 2 Zustand 3

Abbildung 4.1: Das Bad Math

Zun

�

ahst ist festzuhalten, dass in diesem Spiel jS(n)j � 2 f

�

ur alle n 2 N gilt.

Die Existenz des Erwartungswertes (1.1) bereitet hier also keine Shwierig-

keiten { unabh

�

angig vom Startzustand und den gew

�

ahlten Strategien.
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Es seien f; g Markow-Strategien von Spieler 1 bzw. 2. Um die Notation

abzuk

�

urzen, sei g

(n)

:= g

n

1

(1). Dies ist die Wahrsheinlihkeit, dass Spieler 2

Aktion 1 w

�

ahlt, wenn das Spiel in Runde n in Zustand 1 ist. Wir betrahten

Startzustand 1. Dann be�ndet sih das Spiel in geraden Runden in einem

trivialen Zustand, d.h. die g

(n)

interessieren nur f

�

ur ungerade n. Wieder

sei � := inffn : Z(n) 2 S

abs

g. Man beahte, dass � niemals ungerade sein

kann und das Kapital S(n) f

�

ur gerade n < � stets Null betr

�

agt. Also ist

S(n) = R(n) f

�

ur ungerade n < � . Auf der Menge f� < 1g gilt o�enbar

lim inf

N!1

1

N

P

N

n=1

S(n) = lim

n!1

S(n) = R(� � 1) 2 f�1; 1g.

Im Fall P

1fg

(� < 1) < 1 gilt auf f� = 1g S(2N) =

1

2N

P

2N

n=1

S(n) =

1

2N

P

N

n=1

R(2n� 1) und S(2N � 1) =

1

2N�1

P

N

n=1

R(2n� 1) =

2N

2N�1

S(2N),

sodass dann

lim inf

N!1

S(N) = lim inf

N!1

S(2N) = lim inf

N!1

1

2N

N

X

n=1

R(2n� 1):

Die (R(2n � 1))

n2N

sind auf der Menge f� = 1g unabh

�

angig und erf

�

ullen

Var

1fg

(R(2n � 1)) � 4 8n 2 N. Mit �

2n�1

:= E

1fg

(R(2n � 1) j � = 1) =

2 � 4g

(2n�1)

ergibt das starke Gesetz

1

N

P

N

n=1

(R(2n � 1) � �

2n�1

) ! 0

fast siher auf f� = 1g. Somit erhalten wir f

�

ur fast alle ! 2 f� = 1g

lim inf

N!1

S(N)(!) = lim inf

N!1

(1�

2

N

P

N

n=1

g

(2n�1)

). Es folgt

~

T

(1; f; g) = E

1fg

(lim inf

N!1

S(N))

= E

1fg

(lim inf

N!1

S(N)1

f�<1g

) +E

1fg

(lim inf

N!1

S(N)1

f�=1g

) (4.1)

= E

1fg

(R(� � 1)1

f�<1g

) + P

1fg

(� =1) lim inf

N!1

�

1�

2

N

N

X

n=1

g

(2n�1)

�

:

Nun wollen wir die klassishe Totalauszahlung zum gegebenen Strategiepaar

(f; g) berehnen. F

�

ur n 2 N ist E

1fg

(S(2n)) = E

1fg

(R(� � 1)1

f��2ng

) und

analog E

1fg

(S(2n� 1)) = E

1fg

(R(� � 1)1

f��2ng

) +E

1fg

(R(2n� 1)1

f�>2ng

),

wobei der letzte Term gleih P

1fg

(� > 2n)�

2n�1

ist. Somit gilt



T

(1; f; g) = lim inf

N!1

1

N

N

X

n=1

E

1fg

(S(n))

= lim inf

N!1

1

N

�

N

X

n=1

E

1fg

(R(� � 1)1

f��n+1g

) +

d

N

2

e

X

n=1

P

1fg

(� > 2n)�

2n�1

�

= E

1fg

(R(� � 1)1

f�<1g

) + lim inf

N!1

1

N

d

N

2

e

X

n=1

P

1fg

(� > 2n)�

2n�1

; (4.2)

denn E

1fg

(R(� � 1)1

f��n+1g

)! E

1fg

(R(� � 1)1

f�<1g

) 2 R.
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Den verbleibenden liminf wollen wir mit Hilfe des folgenden Lemmas um-

formulieren.

Lemma 4.1 Ist (a

n

)

n2N

eine monoton fallende Folge mit Grenzwert a � 0

und (b

n

)

n2N

eine beshr

�

ankte Folge, so gilt

lim inf

N!1

1

N

N

X

n=1

a

n

b

n

= a lim inf

N!1

1

N

N

X

n=1

b

n

:

Beweis: Zu jedem " > 0 gibt es ein n

"

, sodass a � a

n

� a + " f

�

ur alle

n � n

"

. Wir erhalten f

�

ur N � n

"

1

N

N

X

n=1

a

n

b

n

�

1

N

n

"

�1

X

n=1

a

n

b

n

+

1

N

N

X

n=n

"

(a+ "

n

)b

n

;

wobei "

n

:= ", falls b

n

� 0, und "

n

:= 0 sonst. Somit folgt

lim inf

N!1

1

N

N

X

n=1

a

n

b

n

� lim inf

N!1

�

1

N

N

X

n=1

ab

n

+

1

N

X

n

"

�n�N : b

n

�0

"b

n

�

(4.3)

� a lim inf

N!1

1

N

N

X

n=1

b

n

+K";

da der zweite Summand in (4.3) niht-negativ und durh K" beshr

�

ankt ist,

wenn K := sup

n2N

jb

n

j. Bei " ! 0 ergibt sih lim inf

N!1

1

N

P

N

n=1

a

n

b

n

�

a lim inf

N!1

1

N

P

N

n=1

b

n

, was die eine H

�

alfte der Behauptung ist. Der

"

�\-

Teil l

�

auft v

�

ollig analog. 2

Nun kann Lemma 4.1 auf unser Problem wie folgt angewendet werden: F

�

ur

n 2 N sei a

n

:= P

1fg

(� > n + 1), sodass a := lim

n!1

a

n

= P

1fg

(� = 1).

Weiter sei b

n

:= �

n

f

�

ur ungerade n (und b

n

:= 0 f

�

ur gerade n). Wegen

jb

n

j � 2 f

�

ur alle n gilt also nah (4.2)



T

(1; f; g) = E

1fg

(R(� � 1)1

f�<1g

) + lim inf

N!1

1

N

d

N

2

e

X

n=1

P

1fg

(� > 2n)�

2n�1

= E

1fg

(R(� � 1)1

f�<1g

) + P

1fg

(� =1) lim inf

N!1

1

N

d

N

2

e

X

n=1

�

2n�1

= E

1fg

(R(� � 1)1

f�<1g

) + P

1fg

(� =1) lim inf

N!1

�

1�

2

N

d

N

2

e

X

n=1

g

(2n�1)

�

= ~

T

(1; f; g)

nah (4.1). Damit ist gezeigt:
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Lemma 4.2 F

�

ur das Bad Math stimmen f

�

ur alle Markow-Strategien f; g

die klassishe und die alternative Totalauszahlung

�

uberein: ~

T

(1; f; g) =



T

(1; f; g).

Wie in Kapitel 2 (Anmerkung 2) erw

�

ahnt verdeutliht dieses Lemma erneut,

dass die Gleihheit der beiden Versionen der Totalauszahlung auh unter

shw

�

aheren als den in Lemma 2.2 genannten Bedingungen gelten kann.

(Hier gilt zwar die Bedingung (b) dieses Lemmas, doh wird niht verlangt,

dass P

1fg

-fast siher � <1 ist.)

4.2 ~

T

-Optimalit

�

at im Bad Math

Um zu zeigen, dass der alternative totale Spielwert existiert und gleih Null

ist (wie der klassishe totale Spielwert), verwenden wir dieselbe Methode

wie Thuijsman und Vrieze (vgl. [TV87, Thu92℄).

F

�

ur N 2 N betrahten wir die wie folgt de�nierte Strategie �

N

von Spieler 1:

Es sei K(n) :=

P

n

m=1

(1

fA

2

(2m�1)=2g

� 1

fA

2

(2m�1)=1g

) f

�

ur n � 0. Be�ndet

sih das Spiel in Runde 2n + 1 in Zustand 1 (n � 0), so w

�

ahle Spieler 1

Aktion 2 mit der Wahrsheinlihkeit (K(n)(!) +N + 1)

�2

.

Das Ziel ist zu zeigen, dass �

N

Spieler 1 eine alternative Totalauszahlung von

�

1

N+1

garantiert. Sei � 2 � beliebig und wie zuvor � = inffn: Z(n) 2 S

abs

g.

� ist niemals ungerade. In [TV87℄ wird gezeigt, dass f

�

ur alle m;N 2 N

P

1�

N

�

�

f� � 2m+ 2g [ f� � 2m; A

2

(� � 1) = 1g

�

�

N

2(N + 1)

: (4.4)

Links steht die Wahrsheinlihkeit f

�

ur das f

�

ur Spieler 1 g

�

unstige Ereignis,

dass bis einshl. Runde 2m � 1 in Zustand 1 noh niht Reihe 2 gespielt

wurde oder aber Spieler 2 in diesem Moment seine erste Aktion w

�

ahlte.

Auf den tehnishen, aber unshwierigen Beweis von (4.4) wollen wir hier

verzihten.

Im Fall P

1�

N

�

(� =1) = 0 strebt die linke Seite von (4.4) f

�

ur m!1 gegen

P

1�

N

�

(A

2

(� � 1) = 1). Dann ergibt sih

~

T

(1; �

N

; �) = P

1�

N

�

(A

2

(� � 1) = 1)� P

1�

N

�

(A

2

(� � 1) = 2)

= 2P

1�

N

�

(A

2

(� � 1) = 1)� 1 �

N

N + 1

� 1 = �

1

N + 1

:

Andernfalls setzen wir �(m) := P

1�

N

�

(� � 2m; A

2

(� � 1) = 1) und

�(m) := P

1�

N

�

(� � 2m; A

2

(� � 1) = 2), sodass � := lim

m!1

�(m) (bzw.

� := lim

m!1

�(m)) die Wahrsheinlihkeit daf

�

ur ist, dass Spieler 1 jemals
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Aktion 2 w

�

ahlt und Spieler 2 sih in dieser Runde f

�

ur Aktion 1 (bzw. 2)

entsheidet. Also ist E

1�

N

�

(lim inf

N!1

S(N)1

f�<1g

) = �� � und daher

~

T

(1; �

N

; �) = �� �+E

1�

N

�

(lim inf

N!1

S(N)1

f�=1g

):

Der letzte Term ist niht-negativ, da im Fall �(!) =1 nah De�nition von

�

N

K(n)(!) > �N f

�

ur alle n 2 N ist, also

P

n

m=1

S(m)(!) > �2N f

�

ur jedes

n 2 N und so lim inf

n!1

S(n)(!) � 0.

Es bleibt zu zeigen, dass � � � � �

1

N+1

. Wir betrahten die Strategie �

m

von Spieler 2, die bis zum m-ten Besuh in Zustand 1 (Runde 2m�1) mit �

�

ubereinstimmt und dort ab Runde 2m+1 stets die gemishte Aktion (

1

2

;

1

2

)

benutzt. Wird �

m

gespielt, so kann f� = 1g = fK(n) > �N 8n; � = 1g

nur Nullma� besitzen. Wie im ersten Fall gilt also ~

T

(1; �

N

; �

m

) � �

1

N+1

f

�

ur alle m. Nun ist zu beahten, dass ~

T

(1; �

N

; �

m

) gleih �(m)� �(m) ist,

da auf der Menge f� > 2mg der erwartete Gewinn Null betr

�

agt. Also ist

�(m) � �(m) � �

1

N+1

f

�

ur alle m und mit m ! 1 ergibt sih shlie�lih

�� � � �

1

N+1

wie zu zeigen war. Somit gilt:

Lemma 4.3 F

�

ur das Bad Math ist ~v

low

T

(1) = sup

�

inf

�

~

T

(1; �; �) � 0.

Nun k

�

onnen wir unser Hauptresultat formulieren:

Satz 4.4 F

�

ur das Bad Math existiert der alternative totale Spielwert ~v

T

und es gilt ~v

T

(1) = 0. Bez

�

uglih ~

T

verf

�

ugt Spieler 1

�

uber keine optimale

Strategie und keine "-optimale Markow-Strategie (f

�

ur alle " 2 [0; 1[).

Beweis: Lemma 4.3 liefert ~v

low

T

(1) � 0. Wegen jS(n)j � 2 8n gilt



T

(1; �; �) = lim inf

N!1

E

1��

(S(N)) � E

1��

(lim inf

N!1

S(N)) = ~

T

(1; �; �) (4.5)

f

�

ur alle (�; �) 2 � � �. Also ist ~v

up

T

(1) � v

up

T

(1) = 0, wobei die hintere

Gleihheit in [TV87℄ zu �nden ist. Somit existiert ~v

T

(1) und ist gleih Null.

Weil Spieler 1 keine 

T

-optimale Strategie besitzt (siehe [TV87℄), also f

�

ur

alle � ein � mit 

T

(1; �; �) < 0 existiert, folgt mit (4.5) ~

T

(1; �; �) < 0.

Somit hat Spieler 1 auh keine ~

T

-optimale Strategie. Weil Spieler 1 (f

�

ur

" 2 [0; 1[) auh

�

uber keine bzgl. 

T

"-optimale Markow-Strategie verf

�

ugt

(siehe wieder [TV87℄), besitzt er nah Lemma 4.2 also auh keine bzgl. ~

T

"-optimale Markow-Strategie. 2
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Kapitel 5

Station

�

are Strategien

In diesem Kapitel sollen station

�

are Strategien genauer untersuht werden.

Das Ziel ist die Angabe einer expliziten Formel f

�

ur die alternative Totalaus-

zahlung unter einem Paar station

�

arer Strategien. Um dieses Resultat her-

leiten zu k

�

onnen, besh

�

aftigen wir uns zun

�

ahst allgemein mit homogenen

Markowketten.

5.1 Funktionale auf homogenen Markowketten

Wir betrahten eine homogene Markowkette fZ

n

; n � 1g auf einemW-Raum

(
;A; P ). Der Zustandsraum S der Kette sei endlih. Das zum Startzustand

s 2 S geh

�

orende W-Ma� bezeihnen wir mit P

s

. Ohne Einshr

�

ankung neh-

men wir an, dass die Markowkette aus einer einzigen rekurrenten Klasse

von Zust

�

anden besteht, denn die in den Abshnitten

�

uber Markowketten

behandelten Fragestellungen setzen stets die Wahl eines festen rekurrenten

Startzustands voraus. � = (�

t

)

t2S

stehe f

�

ur das invariante Wahrsheinlih-

keitsma� auf S. Man beahte, dass �

t

> 0 8t 2 S.

Zu einer Auszahlungsfunktion f : S ! R setzen wir S

n

:=

P

n

i=1

f(Z

i

)

und nennen S

n

den Besitz oder das Kapital zum Zeitpunkt n. In [Chu67℄

kann man umfangreihe Resultate

�

uber die Asymptotik von S

n

�nden. F

�

ur

unsere Zweke ben

�

otigen wir jedoh Aussagen

�

uber die Asymptotik von

S

N

:=

1

N

P

N

n=1

S

n

. Um deren Herleitung soll es im Folgenden gehen.

F

�

ur einen beliebigen Zustand s 2 S bezeihnen wir mit �

k

(s) den Zeitpunkt

des k-ten Besuhs in s. Formal sei also �

1

(s) := inffn 2 N : Z

n

= sg

und analog �

k

(s) := inffn > �

k�1

(s) : Z

n

= sg f

�

ur k > 1. Wegen der

Rekurrenzeigenshaft und der Endlihkeit von S briht die Folge (�

k

(s))

k2N
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nie ab, d.h. es gilt fast siher �

k

(s) <1 f

�

ur alle k. Wir setzen weiter �

k

(s) :=

�

k+1

(s) � �

k

(s) und Y

k

(s) :=

P

�

k+1

(s)�1

n=�

k

(s)

f(Z

n

). Die Gr

�

o�e Y

k

(s) beshreibt

dann den Zugewinn im k-ten R

�

ukkehrintervall von s. O�ensihtlih sind

(�

k

(s))

k2N

und (Y

k

(s))

k2N

iid-Variablen. Ferner sind die Verteilungen von

Y

1

(s) und �

1

(s) unabh

�

angig vom Startzustand. Daher verzihten wir f

�

ur

diese Gr

�

o�en auf die Indizierung des W-Ma�es durh den Startzustand und

shreiben etwa nur E(Y

1

(s)) oder P (�

1

(s) > n).

Lemma 5.1 E(Y

1

(s)

m

) existiert f

�

ur alle s 2 S und m 2 N.

Beweis: Weil S endlih und die Kette rekurrent ist, existieren f

�

ur s 2 S

bekanntlih alle Momente von �

1

(s) (siehe z.B. [Chu67℄). Daher gilt f

�

ur

alle m 2 N E(jY

1

(s)j

m

) � E((

P

�

2

(s)�1

n=�

1

(s)

jf(Z

n

)j)

m

) � E((M�

1

(s))

m

) < 1,

wobei M := max

s2S

jf(s)j. 2

Das n

�

ahste Lemma best

�

atigt folgende

�

Uberlegung: Der erwartete Gewinn

zwishen zwei Besuhen in s ist gerade das Produkt aus der erwarteten L

�

ange

dieses R

�

ukkehrintervalls und dem (im Limes) durhshnittlihen erwarteten

Gewinn einer einzelnen Runde.

Lemma 5.2 Es sei s 2 S. Dann gilt �

s

E(Y

1

(s)) =

P

t2S

f(t)�

t

. Dies ist

f

�

ur jeden Startzustand s

1

2 S gleih lim

n!1

1

n

E

s

1

(S

n

).

Beweis: Unter Beahtung von Z(�

1

(s)) = s kann man Y

1

(s) umformulieren:

Y

1

(s) = f(s)+

P

�

1

(s)�1

n=1

f(Z

�

1

(s)+n

) = f(s)+

P

1

n=1

f(Z

�

1

(s)+n

)1

f�

1

(s)>ng

. Da

f

�

ur N 2 N j

P

N

n=1

f(Z

�

1

(s)+n

)1

f�

1

(s)>ng

j �

P

N

n=1

jf(Z

�

1

(s)+n

)j1

f�

1

(s)>ng

�

M�

1

(s) 2 L

1

(P ) gilt, sind Erwartungswert- und Limesbildung vertaushbar:

E(Y

1

(s)) = f(s) +

1

X

n=1

E(f(Z

�

1

(s)+n

)1

f�

1

(s)>ng

)

= f(s) +

1

X

n=1

E

�

X

t2Snfsg

f(t)1

fZ

�

1

(s)+n

=t; �

1

(s)>ng

�

= f(s) +

X

t2Snfsg

f(t)

1

X

n=1

P (Z

�

1

(s)+n

= t; �

1

(s) > n)

= f(s) +

X

t2Snfsg

f(t)

1

X

n=1

s

p

n

st

:

Dabei ist

s

p

n

st

die Wahrsheinlihkeit daf

�

ur, bei Start in s nah genau n

Shritten Zustand t zu besuhen, ohne zuvor noh einmal s durhlaufen zu

haben. Die Summe

P

1

n=1

s

p

n

st

ist dann die erwartete Anzahl der Besuhe in



KAPITEL 5. STATION

�

ARE STRATEGIEN 30

t vor der ersten R

�

ukkehr nah s, wenn man in s startet. Dieser Erwartungs-

wert ist bekanntlih gleih

�

t

�

s

(siehe z.B. [Chu67℄). Somit ist

E(Y

1

(s)) = f(s) +

X

t2Snfsg

f(t)

�

t

�

s

=

1

�

s

X

t2S

f(t)�

t

:

Ferner gilt f

�

ur einen beliebigen Startzustand s

1

2 S

1

n

E

s

1

(S

n

) =

1

n

n

X

i=1

E

s

1

(f(Z

i

)) =

1

n

n

X

i=1

X

t2S

f(t)P

s

1

(Z

i

= t)

=

X

t2S

f(t)

1

n

n

X

i=1

P

s

1

(Z

i

= t) �!

X

t2S

f(t)�

t

f

�

ur n!1.Dies war zu zeigen. 2

Korollar 5.3 Die Gr

�

o�e �

s

E(Y

1

(s)) ist eine von s unabh

�

angige Konstante.

Insbesondere gilt: Ist f

�

ur ein s 2 S E(Y

1

(s)) = 0, so gilt E(Y

1

(t)) = 0 f

�

ur

alle t 2 S.

Der asymmetrishe Fall

P

t2S

f(t)�

t

6= 0 ist uninteressant, denn dann gilt f

�

ur

n!1 fast siher S

n

! +1, falls

P

t2S

f(t)�

t

> 0, und analog S

n

! �1,

falls

P

t2S

f(t)�

t

< 0, wie man sehr shnell zeigen kann (siehe etwa [Chu67℄).

Dasselbe gilt dann auh f

�

ur S

N

bei N !1.

Uns wird im Folgenden der symmetrishe Fall

P

t2S

f(t)�

t

= 0 besh

�

aftigen.

Wenn wir diese Voraussetzung stellen, bedeutet dies nah Korollar 5.3 also

E(Y

1

(s)) = 0 f

�

ur alle s 2 S. Zun

�

ahst betrahten wir eine

"

degenerierte\

Situation:

Lemma 5.4 Es sei s 2 S. Gilt Y

1

(s) = 0 fast siher, so gilt auh Y

1

(t) = 0

fast siher f

�

ur alle t 2 S.

Beweis: Sei t 6= s beliebig. Weil S aus einer einzigen rekurrenten Klas-

se besteht, gibt es n;m � 2 und Folgen s = u

1

; u

2

; : : : ; u

n

= t und t =

v

0

; v

1

; : : : ; v

m

= s aus S (mit u

i

6= s f

�

ur 1 < i < n und v

i

6= s f

�

ur 0 < i < m),

die positives Ma� besitzen. Also gilt F :=

P

n�1

i=1

f(u

i

) +

P

m�1

i=0

f(v

i

) = 0.

Sei nun t = w

0

; w

1

; : : : ; w

l

= t irgendeine Folge von Zust

�

anden (mit w

i

6= t

f

�

ur 0 < i < l), die ebenfalls positives Ma� besitzt. Dann hat auh die kom-

binierte Folge s = u

1

; : : : ; u

n

= t = w

0

; w

1

; : : : ; w

l

= t = v

0

; v

1

; : : : ; v

m

= s

positives Ma�, woraus wieder F+

P

l�1

i=0

f(w

i

) = 0 und damit

P

l�1

i=0

f(w

i

) = 0

folgt. Somit ist auh Y

1

(t) fast siher gleih Null. 2

Korollar 5.5 Unter der Voraussetzung von Lemma 5.4 ist S

n�1

f

�

ur n 2 N

�(Z

1

; Z

n

)-messbar, das hei�t es existieren Konstanten f

s

(t) : s; t 2 Sg,

sodass S

n�1

=

P

s;t2S



s

(t)1

fZ

1

=s;Z

n

=tg

.
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Beweis: Nah Lemma 5.4 sind die Y

1

(t) fast siher gleih Null. F

�

ur zwei

Besuhe �

k

(t) und �

l

(t) im Zustand t (mit k < l) gilt also 0 =

P

l�1

i=k

Y

i

(t) =

S

�

l

(t)�1

� S

�

k

(t)�1

, d.h. das Kapital bei Besuhen in t ist konstant. Diese

Konstante kann h

�

ohstens vom Startzustand s abh

�

angen und werde mit



s

(t) bezeihnet. 2

Es ist noh anzumerken, dass wegen S

n

= S

n�1

+ f(Z

n

) damit auh S

n

�(Z

1

; Z

n

)-messbar ist. Dieser Umstand wird allerdings niht ben

�

otigt.

Lemma 5.4 rehtfertigt es, im Folgenden von einer degenerierten Kette zu

sprehen, falls Y

1

(s) = 0 fast siher f

�

ur ein (und damit f

�

ur alle) s 2 S gilt. F

�

ur

festes s 2 S kann 

s

(:) auh als Funktion 

s

: S ! R aufgefasst werden. Nun

k

�

onnen wir die Asymptotik von S

N

im degenerierten Fall m

�

uhelos herleiten:

Satz 5.6 Es sei s

1

2 S ein Startzustand. Ist die Kette degeneriert, so gilt

lim

N!1

S

N

=

P

t2S



s

1

(t)�

t

P

s

1

-fast siher

Beweis: Nah Lemma 5.5 gilt S

n

=

P

t2S



s

1

(t)1

fZ

n+1

=tg

. Zu einer Realisie-

rung ! = (!

1

; !

2

; : : :) der Markowkette setzen wir nun g(!) := 

s

1

(Z

2

(!)),

sodass f

�

ur n 2 N

0

g(�

n

!) = 

s

1

(Z

n+2

(!)) gilt, wenn � der

�

ublihe Linksshift

ist. Da � ma�treu ist, ergibt sih

S

N

(!) =

1

N

N

X

n=1

X

t2S



s

1

(t)1

fZ

n+1

(!)=tg

=

1

N

N

X

n=1



s

1

(Z

n+1

(!))

=

1

N

N�1

X

n=0

g(�

n

!) �!

X

t2S



s

1

(t)�

t

P

s

1

-fast siher nah dem Ergodensatz. 2

Als n

�

ahstes wollen wir die Asymptotik von S

N

im Fall untersuhen, dass

die Kette niht degeneriert ist, d.h. dass die Y

1

(s) niht fast siher gleih

Null sind. Dies wird wesentlih mehr Aufwand erfordern als im soeben be-

handelten degenerierten Fall.

5.2 Vorbereitungen

Der akkumulierte Gewinn zum Zeitpunkt des K-ten Besuhs im Startzu-

stand s

1

betr

�

agt gerade S

�

K

(s

1

)�1

. Zun

�

ahst betrahten wir S

N

f

�

ur die Teil-

folge N

K

:= �

K

(s

1

)�1, d.h. wir mitteln die S

n

bis zum K-ten Besuh in s

1

.

F

�

ur die so gew

�

ahlten Zeitpunkte erh

�

alt man die Zerlegung

�

K

(s

1

)�1

X

n=1

S

n

=

K�1

X

k=1

�

k

(s

1

)S

�

k

(s

1

)�1

+

K�1

X

k=1

�

k

(s

1

)

X

j=1

�

S

�

k

(s

1

)�1+j

� S

�

k

(s

1

)�1

�
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=

K�1

X

k=1

k�1

X

j=1

Y

j

(s

1

)�

k

(s

1

) +

K�1

X

k=1

X

k

(s

1

)

=

K�1

X

k=1

�

�

k

(s

1

)

k�1

X

j=1

Y

j

(s

1

) +X

k

(s

1

)

�

; (5.1)

wenn man X

k

(s

1

) :=

P

�

k

(s

1

)

j=1

(S

�

k

(s

1

)�1+j

� S

�

k

(s

1

)�1

) setzt. Entsheidend

ist nun, dass die  

k

(s

1

) := (�

k

(s

1

); Y

k

(s

1

);X

k

(s

1

)) f

�

ur k 2 N eine iid-Folge

bilden. Das Tripel  

k

(s

1

) gibt die L

�

ange des k-ten R

�

ukkehrintervalls, den

darin erzielten Gesamtgewinn und die Summe der Zugewinne in diesem

Zeitraum an.

Satz 5.7 Es sei s

1

2 S ein Startzustand. Dann ist lim inf

K!1

S

�

K

(s

1

)�1

P

s

1

-fast siher konstant.

Beweis: In diesem Beweis lassen wir das Argument s

1

an den Zufallsva-

riablen �

k

, �

k

, Y

k

und X

k

der Einfahheit halber weg. Sei � eine endlihe

Permutation von N mit m := maxfn: �(n) 6= ng und K > m+1. Dann gilt:

K�1

X

k=1

�

�

�(k)

k�1

X

j=1

Y

�(j)

+X

�(k)

�

=

m

X

k=1

�

�(k)

k�1

X

j=1

Y

�(j)

+

K�1

X

k=m+1

�

�(k)

�

m

X

j=1

Y

�(j)

+

k�1

X

j=m+1

Y

�(j)

�

+

K�1

X

k=1

X

�(k)

=

m

X

k=1

�

�(k)

k�1

X

j=1

Y

�(j)

+

K�1

X

k=m+1

�

k

�

m

X

j=1

Y

j

+

k�1

X

j=m+1

Y

j

�

+

K�1

X

k=1

X

k

=

�

K

�1

X

n=1

S

n

+

m

X

k=1

�

�

�(k)

k�1

X

j=1

Y

�(j)

� �

k

k�1

X

j=1

Y

j

�

: (5.2)

Es sei h

K

( ) :=

�

P

K�1

k=1

�

k

�

�1

P

K�1

k=1

�

�

k

P

k�1

j=1

Y

j

+X

k

�

f

�

ur  := ( 

k

)

k2N

.

Da die in (5.2) hinten stehende Summe niht mehr von K abh

�

angt und fast

siher endlih ist, folgt

lim inf

K!1

h

K

(� )

= lim inf

K!1

P

�

K

�1

n=1

S

n

+

P

m

k=1

�

�

�(k)

P

k�1

j=1

Y

�(j)

� �

k

P

k�1

j=1

Y

j

�

P

K�1

k=1

�

�(k)

= lim inf

K!1

P

�

K

�1

n=1

S

n

P

K�1

k=1

�

k

= lim inf

K!1

h

K

( ):

Somit ist lim inf

K!1

h

K

endlih permutierbar bez

�

uglih  . Fast siher ist

also lim inf

K!1

h

K

( ) = lim inf

K!1

S

�

K

�1

konstant. 2
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Unser Ziel ist eine Aussage

�

uber die asymptotishe Verteilung von S

N

, also

des mittleren Besitzes bis zum Zeitpunkt N . In einem ersten Shritt wird

nur der mittlere Besitz bei Besuhen im Startzustand s

1

betrahtet.

Lemma 5.8 Es sei s

1

2 S ein Startzustand und

P

t2S

f(t)�

t

= 0. Ist die

Kette niht degeneriert, so gilt

L

�

1

�

p

K

1

K

K

X

k=1

S

�

k

(s

1

)�1

�

�

�

�

P

s

1

�

�! N (0; 1)

f

�

ur K !1, wobei � :=

q

E(Y

1

(s

1

)

2

)

3

.

Beweis: Weil nah Voraussetzung Y

1

(s

1

) niht fast siher konstant ist, gilt

� > 0. Wir setzen �

Kk

:=

K�k

�K

p

K

Y

k

(s

1

) f

�

ur K 2 N und 1 � k < K.

Dann ist

P

K�1

k=1

�

Kk

=

1

�K

p

K

P

K�1

k=1

(K � k)Y

k

(s

1

) =

1

�K

p

K

P

K

k=1

S

�

k

(s

1

)�1

.

Wegen Lemma 5.1 und Lemma 5.2 bilden die �

Kk

ein quadratintegrierbares,

zentriertes zeilenunabh

�

angiges Shema. Es gilt:

K�1

X

k=1

E(�

2

Kk

) =

1

�

2

K

3

K�1

X

k=1

(K � k)

2

E(Y

k

(s

1

)

2

)

=

E(Y

1

(s

1

)

2

)

�

2

(K � 1)K(2K � 1)

6K

3

�!

E(Y

1

(s

1

)

2

)

3�

2

= 1

f

�

ur K !1, wenn � gew

�

ahlt wird wie oben. Seien nun "; Æ > 0 beliebig und

K so gro�, dass P (jY

1

(s

1

)j > Æ�

p

K) � "

2

. Dann ist

K�1

X

k=1

E(�

2

Kk

1

fj�

Kk

j>Æg

) =

K�1

X

k=1

E

�

(K � k)

2

�

2

K

3

Y

k

(s

1

)

2

1

fjY

k

(s

1

)j>

Æ�K

p

K

K�k

g

�

�

K�1

X

k=1

(K � k)

2

�

2

K

3

s

E(Y

k

(s

1

)

4

)P

�

jY

k

(s

1

)j >

Æ�K

p

K

K � k

�

�

p

E(Y

1

(s

1

)

4

)

�

2

K

3

K�1

X

k=1

(K � k)

2

p

"

2

=

"

p

E(Y

1

(s

1

)

4

)

�

2

(K � 1)K(2K � 1)

6K

3

� "

p

E(Y

1

(s

1

)

4

)

3�

2

:

Da " > 0 beliebig war, folgt

P

K�1

k=1

E(�

2

Kk

1

fj�

Kk

j>Æg

) ! 0 f

�

ur K ! 1. Der

Zentrale Grenzwertsatz liefert nun die Behauptung. 2

Im n

�

ahsten Shritt stellen wir eine Beziehung zwishen dem soeben be-

trahteten und einem verwandten gewihteten Mittel her:
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Lemma 5.9 Es sei s

1

2 S ein Startzustand und

P

t2S

f(t)�

t

= 0. Ist die

Kette niht degeneriert, so existiert f

�

ur alle Æ > 0 ein � > 0, sodass f

�

ur alle

K 2 N

P

s

1

 

�

�

�

�

�

s

1

K

K�1

X

k=1

�

k

(s

1

)S

�

k

(s

1

)�1

�

1

K

K�1

X

k=1

S

�

k

(s

1

)�1

�

�

�

�

� �

!

< Æ:

Beweis: Auh in diesem Beweis werden wir die Abh

�

angigkeit von �

k

und

anderen Zufallsgr

�

o�en von s

1

der K

�

urze wegen unterdr

�

uken.

Es sei Æ > 0 gegeben und � > 0 zun

�

ahst beliebig. Wegen �

1

� 1 ist die zu

zeigende Aussage im FallK � 2 trivial. Sei alsoK > 2. Da alle erforderlihen

Momente existieren, k

�

onnen wir die Tshebyshev-Ungleihung anwenden:

P

s

1

�

�

�

�

�

s

1

K

K�1

X

k=1

�

k

S

�

k

�1

�

1

K

K�1

X

k=1

S

�

k

�1

�

�

�

� �

�

�

�

2

s

1

�

2

E

s

1

�

h

1

K

K�1

X

k=1

(�

k

� �

�1

s

1

)S

�

k

�1

i

2

�

=

�

2

s

1

K

2

�

2

K�1

X

k=1

K�1

X

l=1

E

s

1

�

(�

k

� �

�1

s

1

)S

�

k

�1

(�

l

� �

�1

s

1

)S

�

l

�1

�

=

�

2

s

1

K

2

�

2

K�1

X

k=1

E

s

1

�

(�

k

� �

�1

s

1

)

2

S

2

�

k

�1

�

;

denn in den gemishten Termen ist f

�

ur k < l die Gr

�

o�e �

l

= �

l+1

� �

l

unabh

�

angig von allen anderen Faktoren und ihre Erwartung betr

�

agt gerade

�

�1

s

1

. Indem wir die Unabh

�

angigkeit von �

k

und S

�

k

�1

ausnutzen, erhalten

wir

=

�

2

s

1

Var(�

1

)

K

2

�

2

K�1

X

k=1

E

s

1

(S

2

�

k

�1

)

=

�

2

s

1

Var(�

1

)

K

2

�

2

K�1

X

k=1

k�1

X

j=1

Var(Y

j

) =

�

2

s

1

Var(�

1

)

K

2

�

2

K�1

X

k=1

(k � 1)Var(Y

1

)

=

�

2

s

1

Var(�

1

)Var(Y

1

)

�

2

(K � 2)(K � 1)

2K

2

<

Var(�

1

)Var(Y

1

)

2�

2

:

Setzt man also � :=

q

Var(�

1

)Var(Y

1

)

2Æ

, so ist die Behauptung bewiesen. 2

5.3 Asymptotik des Cesaro-Mittels S

N

Im n

�

ahsten Satz gewinnen wir shlie�lih eine Aussage

�

uber die Verteilung

von S

N

(zu den Zeitpunkten N

K

= �

K

(s

1

)� 1) im niht-degenerierten Fall.
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Satz 5.10 Es sei s

1

2 S ein Startzustand und

P

t2S

f(t)�

t

= 0. Ist die

Kette niht degeneriert, so gilt f

�

ur K !1

L

�

S

�

K

(s

1

)�1

�

p

�

s

1

p

�

K

(s

1

)� 1

�

�

�

�

P

s

1

�

�! N (0; 1):

Beweis: Erneut verk

�

urzen wir die Notation durh Unterdr

�

ukung der Ab-

h

�

angigkeit der vershiedenen Zufallsvariablen von s

1

. Es seien  2 R und

" > 0 gegeben. Man errehnet

P

s

1

�

S

�

K

�1

p

�

K

� 1

< 

�

= P

s

1

�

�

s

1

K

�

K

�1

X

n=1

S

n

< �

s

1

(�

K

� 1)

3

2

K

�

= P

s

1

�

�

s

1

K

K�1

X

k=1

�

k

S

�

k

�1

+

�

s

1

K

K�1

X

k=1

X

k

< �

s

1

(�

K

� 1)

3

2

K

�

� P

s

1

�

�

s

1

K

K�1

X

k=1

�

k

S

�

k

�1

< �

s

1

(�

K

� 1)

3

2

K

� �

s

1

(E(X

1

) + 1)

�

� P

s

1

�

�

s

1

K

K�1

X

k=1

X

k

> �

s

1

(E(X

1

) + 1)

�

nah Zerlegung (5.1). Wegen

1

K

P

K

k=1

X

k

! E(X

1

) fast siher ist die zweite

Wahrsheinlihkeit f

�

ur hinreihend gro�e K kleiner als ". Dann ist die letzte

Zeile

� P

s

1

�

1

K

K�1

X

k=1

S

�

k

�1

< �

s

1

(�

K

� 1)

3

2

K

� �

s

1

(E(X

1

) + 1)� �

�

� P

s

1

�

�

�

�

�

s

1

K

K�1

X

k=1

�

k

S

�

k

�1

�

1

K

K�1

X

k=1

S

�

k

�1

�

�

�

� �

�

� ";

wobei man unter Benutzung von Lemma 5.9 � so w

�

ahlt, dass die zweite

Wahrsheinlihkeit kleiner als " ist (f

�

ur alle K). Setzt man abk

�

urzend � :=

�

s

1

(E(X

1

) + 1) + �, ist Obiges

� P

s

1

�

1

�(K � 1)

3

2

K�1

X

k=1

S

�

k

�1

<

K

�(K � 1)

3

2

�

�

s

1

(�

K

� 1)

3

2

K

� �

�

�

� 2"

� P

s

1

�

1

�(K � 1)

3

2

K�1

X

k=1

S

�

k

�1

<

�

s

1

�

(�

K

� 1)

3

2

(K � 1)

3

2

� "

�

� 2";
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wennK so gro� ist, dass

K

�(K�1)

3

2

� < ". Ferner gilt

�

K

�1

K�1

=

1

K�1

P

K�1

k=1

�

k

!

E(�

1

) = �

�1

s

1

fast siher. Damit strebt die in der letzten Wahrsheinlihkeit

rehts stehende Zufallsgr

�

o�e fast siher gegen

�

s

1

�

(E(�

1

))

3

2

� ". Also ist die

letzte Zeile

� P

s

1

�

1

�(K � 1)

3

2

K�1

X

k=1

S

�

k

�1

<



�

p

�

s

1

� "� "

�

� P

s

1

�

�

s

1

�

(�

K

� 1)

3

2

(K � 1)

3

2

<



�

p

�

s

1

� "

�

� 2"

� P

s

1

�

1

�(K � 1)

3

2

K�1

X

k=1

S

�

k

�1

<



�

p

�

s

1

� 2"

�

� 3"

f

�

ur hinreihend gro�e K. Diese Wahrsheinlihkeit strebt nah Lemma 5.8

gegen �(



�

p

�

s

1

�2"). F

�

ur hinreihend gro�e K ist die letzte Zeile also gr

�

o�er

gleih �(



�

p

�

s

1

� 2")� 4". Somit gilt f

�

ur alle " > 0 und hinreihend gro�e K

P

s

1

�

S

�

K

�1

�

p

�

s

1

p

�

K

� 1

< 

�

� �(� 2") � 4":

L

�

asst man " gegen Null gehen, folgt

lim inf

K!1

P

s

1

�

S

�

K

�1

�

p

�

s

1

p

�

K

� 1

< 

�

� �():

Eine v

�

ollig symmetrishe Argumentation liefert, dass der limsup dieser Folge

kleiner gleih �() ist. Zusammen folgt die Behauptung. 2

Korollar 5.11 Es sei s

1

2 S ein Startzustand und

P

t2S

f(t)�

t

= 0. Ist die

Kette niht degeneriert, so gilt lim inf

N!1

S

N

= �1 P

s

1

-fast siher.

Beweis: Nah Satz 5.7 ist lim inf

K!1

S

�

K

(s

1

)�1

P

s

1

-fast siher konstant.

Aus Satz 5.10 folgt nun, dass diese Konstante �1 sein muss. Also gilt

lim inf

N!1

S

N

� lim inf

K!1

S

�

K

(s

1

)�1

= �1 P

s

1

-fast siher. 2

Weil die Folge (�

K

(s

1

)� 1)

K2N

niht abbriht,

�

uberrasht es niht, dass aus

Satz 5.10 sogar eine Aussage

�

uber die Verteilung von S

N

gewonnen werden

kann:

Satz 5.12 Es sei s

1

2 S ein Startzustand und

P

t2S

f(t)�

t

= 0. Ist die

Kette niht degeneriert, so gilt f

�

ur N !1

L

�

S

N

�

p

�

s

1

p

N

�

�

�

�

P

s

1

�

�! N (0; 1):
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Beweis: Zum Startzustand s

1

und N 2 N sei die Zufallsvariable l

N

(s

1

) in

Anlehnung an [Chu67℄ mittels �

l

N

(s

1

)

(s

1

) � N < �

l

N

(s

1

)+1

(s

1

) de�niert. Das

Argument s

1

an dieser und anderen Gr

�

o�en lassen wir im Folgenden wieder

weg. Wegen �

1

� 1 ist 1 � l

N

� N f

�

ur alle N . Es gilt

S

N

p

N

=

S

�

l

N

�1

p

�

l

N

� 1

�

�

l

N

� 1

N

�

3=2

+

1

p

NN

N

X

n=�

l

N

S

n

: (5.3)

Zuerst zeigen wir, dass

N��

l

N

+1

p

N

stohastish gegen Null konvergiert. F

�

ur

m 2 N gilt

P

s

1

(�

l

N

� N �m) = P

s

1

(Z

i

6= s

1

f

�

ur N�m < i � N) � max

t2S

P

t

(�

1

> m+1)

f

�

ur alle N 2 N. Wegen

P

1

m=0

P

t

(�

1

> m) = E

t

(�

1

) < 1 f

�

ur alle t 2 S

strebt dieses Maximum f

�

ur m!1 gegen Null. Damit gilt f

�

ur m!1 auh

P

s

1

(N � �

l

N

� m) ! 0 gleihm

�

a�ig in N . W

�

ahlt man also zu "; Æ > 0 m

0

so gro�, dass P

s

1

(N � �

l

N

� m

0

) < " f

�

ur alle N , und dazu N

0

so gro�, dass

Æ

p

N

0

� 1 � m

0

, so folgt sofort

P

s

1

�

N � �

l

N

+ 1

p

N

> Æ

�

= P

s

1

(N � �

l

N

> Æ

p

N � 1) < " 8N � N

0

: (5.4)

Betrahten wir nun Formel (5.3). Nah (5.4) gilt

�

l

N

�1

N

= 1�

N��

l

N

+1

N

! 1

stohastish. Wenn wir also zeigen k

�

onnen, dass der hintere Term in (5.3)

stohastish gegen Null strebt, so sind

S

N

p

N

und

S

�

l

N

�1

p

�

l

N

�1

asymptotish iden-

tish verteilt. Weil die zweite Gr

�

o�e nah Satz 5.10 in Verteilung gegen

N (0; �

2

�

s

1

) konvergiert, gilt dies dann auh f

�

ur

S

N

p

N

. Betrahten wir also

den hinteren Summanden in (5.3):

1

p

NN

N

X

n=�

l

N

S

n

=

N � �

l

N

+ 1

p

NN

S

�

l

N

�1

+

1

p

NN

N

X

n=�

l

N

(S

n

� S

�

l

N

�1

)

=

N � �

l

N

+ 1

p

N

�

l

N

� 1

N

�

1

l

N

� 1

l

N

�1

X

k=1

Y

k

+

1

p

NN

N

X

n=�

l

N

(S

n

� S

�

l

N

�1

):

(5.5)

Es gilt

1

l

N

�1

P

l

N

�1

k=1

Y

k

! E(Y

1

) = 0 fast siher unter Benutzung von Lem-

ma 5.2. Ferner ist

l

N

�1

N

� 1 f

�

ur alle N und shlie�lih konvergiert

N��

l

N

+1

p

N

wie oben gesehen stohastish gegen Null. Also strebt der erste Summand

in (5.5) gegen Null. F

�

ur den zweiten Summanden errehnet man

�

�

�

�

1

p

NN

N

X

n=�

l

N

(S

n

� S

�

l

N

�1

)

�

�

�

�

�

1

p

NN

N

X

n=�

l

N

(n� �

l

N

+ 1)M
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=

M

p

NN

N��

l

N

+1

X

n=1

n =

(N � �

l

N

+ 1)(N � �

l

N

+ 2)M

2

p

NN

! 0

stohastish wegen (5.4), wobei wiederM = max

s2S

jf(s)j. Also konvergiert

der hintere Term in (5.3) f

�

ur N ! 1 stohastish gegen Null. Dies war zu

zeigen. 2

Damit haben wir insgesamt folgende Aussage

�

uber die Asymptotik von S

N

im Fall einer aus einer einzigen rekurrenten Klasse bestehenden homogenen

Markowkette bewiesen:

Satz 5.13 Es sei fZ

n

; n � 1g eine homogene Markowkette mit endlihem

Zustandsraum S, die nur aus einer rekurrenten Klasse besteht. Das invari-

ante Ma� auf S werde mit (�

t

)

t2S

bezeihnet. Zu einer Funktion f : S ! R

sei S

n

=

P

n

i=1

f(Z

i

) und S

N

=

1

N

P

N

n=1

S

n

. F

�

ur s 2 S, k 2 N sei �

k

(s)

der Zeitpunkt des k-ten Besuhs in s und Y

k

(s) =

P

�

k+1

(s)�1

n=�

k

(s)

f(Z

n

). Es sei

s

1

2 S ein Startzustand.

(a) Kette degeneriert:

Ist Y

1

(s

1

) = 0 P

s

1

-fast siher, so gilt S

n

=

P

t2S



s

1

(t)1

fZ

n+1

=tg

f

�

ur

n 2 N mit gewissen Konstanten 

s

1

(t) und

S

N

!

X

t2S



s

1

(t)�

t

jeweils P

s

1

-fast siher.

(b) Kette niht degeneriert:

Ist Y

1

(s

1

) 6= 0 mit positivem P

s

1

-Ma� und

P

t2S

f(t)�

t

= 0, so gilt

L

�

S

N

p

�

2

�

s

1

N

�

�

�

�

P

s

1

�

! N (0; 1);

wobei � =

q

E(Y

1

(s

1

)

2

)

3

. Es gilt lim inf

N!1

S

N

= �1 P

s

1

-fast siher.

() Asymmetrisher Fall:

Sonst (d.h. f

�

ur

P

t2S

f(t)�

t

6= 0) ist

S

N

!

(

+1 falls

P

t2S

f(t)�

t

> 0;

�1 falls

P

t2S

f(t)�

t

< 0

P

s

1

-fast siher.
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5.4 Anwendung auf stohastishe Spiele - Teil I

Nun wollen wir die im letzten Abshnitt gewonnenen Resultate auf stohas-

tishe Spiele anwenden. Es sei s

1

ein Startzustand und (x; y) 2 X � Y . Wie

bisher bezeihnet Z(n) den Zustand in Runde n und S(n) den nah n Run-

den erzielten Gewinn von Spieler 1. Die Folge (Z(n))

n2N

ist aufgrund der

Stationarit

�

at von (x; y) eine homogene Markowkette auf dem Zustandsraum

S des Spiels. Das zugeh

�

orige invariante W-Ma� auf S werde mit (�

t

)

t2S

bezeihnet.

Zun

�

ahst beshr

�

anken wir uns wie oben auf den Fall, dass S aus einer einzi-

gen rekurrenten Klasse besteht. Die Resultate

�

uber homogene Markowketten

sind jedoh auh unter dieser Voraussetzung niht direkt anwendbar, weil die

Auszahlungsfunktion r eines stohastishen Spiels niht auf S selbst, sondern

auf der Menge f(s; i; j): s 2 S; (i; j) 2 A

s

g erkl

�

art ist. Daher betrahten wir

die zu (x; y) assoziierte Markowkette f(Z(n); A(n)); n � 1g auf dem Raum

S

�

:= f(s; i; j): s 2 S; (i; j) 2 A

s

; x

s

(i)y

s

(j) > 0g. Mit (�

�

t

�

)

t

�

2S

�

bezeihnen

wir das zugeh

�

orige invariante Ma� auf S

�

. (Zur besseren Untersheidung von

dem nun auf S de�nierten W-Ma� (�

t

)

t2S

verwenden wir dabei anders als

in den letzten Abshnitten die �-Notation.) F

�

ur t

�

= (t; k; l) gilt o�enbar

�

�

t

�

= �

t

x

t

(k)y

t

(l).

Setzen wir f

�

ur s

�

= (s; i; j) 2 S

�

f(s

�

) := r(s; i; j), so be�nden wir uns

mit S

n

:=

P

n

i=1

f((Z(i); A(i))) wieder in der Situation von Satz 5.13 {

mit der Einshr

�

ankung, dass durh die Wahl eines Startzustands s

1

2 S

im stohastishen Spiel niht eindeutig ein Startzustand s

�

1

2 S

�

f

�

ur die

assoziierte Markowkette bestimmt ist. Auf fZ(1) = s

1

; A(1) = (k

1

; l

1

)g gilt

jedoh

S(n) = R(1) +

n

X

i=2

R(i)

= r(s

1

; k

1

; l

1

) +

n

X

i=2

X

(t;k;l)2S

�

r(t; k; l)1

fZ(i)=t; A(i)=(k;l)g

= f((Z(1); A(1))) +

n

X

i=2

f((Z(i); A(i))) = S

n

;

sodass die Resultate

�

uber S

N

auf S(N)

�

ubertragen werden k

�

onnen, wenn

man die Problematik des Startzustands beahtet.

Dazu de�nieren wir die Zufallsgr

�

o�en �

k

(s), �

k

(s) und Y

k

(s) auh f

�

ur Zust

�

an-

de s 2 S. (Wie oben sind (�

k

(s))

k2N

und (Y

k

(s))

k2N

iid-Variablen, deren

Verteilung unabh

�

angig vom Startzustand ist.)
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Genauso wie in den Lemmata 5.1 und 5.2 kann man zeigen, dass auh f

�

ur

s 2 S E(Y

1

(s)

m

) f

�

ur alle m 2 N existiert und �

s

E(Y

1

(s)) konstant gleih

P

t2S

r(t; x; y)�

t

ist (wobei r(t; x; y) :=

P

(k;l)2A

t

r(t; k; l)x

t

(k)y

t

(l) die er-

wartete Auszahlung in Zustand t unter (x; y) ist).

Im

�

Ubrigen sieht man wie bei Lemma 5.4, dass mit Y

1

(s) = 0 fast siher (f

�

ur

festes s 2 S) auh Y

1

(t) = 0 fast siher f

�

ur alle t 2 S gilt. Die Beweise dieser

Aussagen untersheiden sih kaum oder gar niht von denen der genann-

ten Lemmata, sodass wir uns hier auf die Zusammenfassung der Ergebnisse

beshr

�

anken. Zwishen S und S

�

besteht die folgende Beziehung:

Lemma 5.14 F

�

ur alle s

�

2 S

�

und alle s 2 S ist

(s; x; y) = �

�

s

�

E(Y

1

(s

�

)) =

X

t

�

2S

�

f(t

�

)�

�

t

�

=

X

t2S

r(t; x; y)�

t

= �

s

E(Y

1

(s)):

Beweis: Die zweite Gleihheit stammt aus Lemma 5.2, die letzte aus der

entsprehenden Version f

�

ur s 2 S. Ferner ist

X

t

�

2S

�

f(t

�

)�

�

t

�

=

X

(t;k;l)2S

�

r(t; k; l)�

t

x

t

(k)y

t

(l)

=

X

t2S

�

t

X

(k;l)2A

t

r(t; k; l)x

t

(k)y

t

(l) =

X

t2S

r(t; x; y)�

t

sowie

X

(t;k;l)2S

�

r(t; k; l)�

t

x

t

(k)y

t

(l)

=

X

(t;k;l)2S

�

r(t; k; l)x

t

(k)y

t

(l) lim

N!1

1

N

N

X

n=1

P

sxy

(Z(n) = t)

= lim

N!1

1

N

N

X

n=1

X

(t;k;l)2S

�

r(t; k; l)P

sxy

(Z(n) = t; A(n) = (k; l))

= lim

N!1

1

N

N

X

n=1

E

sxy

(R(n)) = (s; x; y)

f

�

ur jedes s 2 S. 2

Also ist (s; x; y) auf rekurrenten Klassen konstant in s. Au�erdem wird

deutlih, dass die Voraussetzung

P

t

�

2S

�

f(t

�

)�

�

t

�

= 0 aus den S

�

atzen des

Abshnitts 5.3 hier der Forderung (x; y) = ((1; x; y); : : : ; (z; x; y)) = 0

entspriht.

Wenden wir nun Satz 5.13 auf die assoziierte Markowkette an, so tritt f

�

ur

einen fest gew

�

ahlten Startzustand s

�

1

neben dem asymmetrishen Sonderfall
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die Falluntersheidung Y

1

(s

�

1

) = 0 fast siher/niht fast siher auf. Auh diese

Bedingung ist in die Situation des zugrunde liegenden Spiels zu

�

ubertragen.

Lemma 5.15 Es sei s

�

1

= (s

1

; i

1

; j

1

) 2 S

�

. Dann gilt Y

1

(s

1

) = 0 fast siher

genau dann, wenn Y

1

(s

�

1

) = 0 fast siher.

Beweis: Ist Y

1

(s

1

) = 0 fast siher, so gilt f

�

ur alle Historien der Form

(s

1

; k

1

; l

1

; s

2

; : : : ; s

m

= s

1

) (mit s

j

2 S und (k

j

; l

j

) 2 A

s

j

), die positives

P

s

1

xy

-Ma� haben, dass

P

m�1

j=1

r(s

j

; k

j

; l

j

) = 0. Weil das auf s

m

folgende

Aktionspaar dabei keine Rolle spielt, gilt in der assoziierten Markowkette

ebenfalls f

�

ur alle Historien der Gestalt (s

�

1

= (s

1

; k

1

; l

1

); s

�

2

; : : : ; s

�

m

= s

�

1

),

dass

P

m�1

j=1

f(s

�

j

) = 0. F

�

ur (k

1

; l

1

) = (i

1

; j

1

) erh

�

alt man Y

1

(s

�

1

) = 0 fast

siher.

F

�

ur die R

�

ukrihtung beahte man, dass nah Lemma 5.4 mit Y

1

(s

�

1

) = 0 f.s.

auh Y

1

(s

�

) = 0 f.s. f

�

ur alle s

�

2 S

�

gilt. Ist nun (s

1

; k

1

; l

1

; s

2

; : : : ; s

m

= s

1

)

eine beliebige Historie, so folgt

P

m�1

j=1

r(s

j

; k

j

; l

j

) = 0 analog zu eben wegen

Y

1

((s

1

; k

1

; l

1

)) = 0 fast siher. Damit gilt Y

1

(s

1

) = 0 fast siher. 2

Nun k

�

onnen wir die drei F

�

alle aus Satz 5.13 auf stohastishe Spiele

�

uber-

tragen. Zuerst zeigen wir eine Aussage f

�

ur die degenerierte Situation. (Man

beahte, dass Y

1

(s

1

) = 0 f.s. nah Lemma 5.14 (s

1

; x; y) = 0 impliziert.)

Lemma 5.16 Besteht S nur aus einer einzigen rekurrenten Klasse und ist

s

1

ein Startzustand mit Y

1

(s

1

) = 0 P

s

1

xy

-fast siher, so gilt ~

T

(s

1

; x; y) =



T

(s

1

; x; y). Es ist sogar lim

N!1

S(N) = 

T

(s

1

; x; y) P

s

1

xy

-fast siher.

Beweis: Satz 5.13 (a) besagt, dass bei Start in einem festen s

�

1

= (s

1

; i

1

; j

1

)

(S

N

)

N2N

betragsm

�

a�ig durh M

�

s

1

:= max

t

�

2S

�

j

(s

1

;i

1

;j

1

)

(t

�

)j beshr

�

ankt

ist und fast siher gegen die Konstante

P

t

�

2S

�



(s

1

;i

1

;j

1

)

(t

�

)�

�

t

�

konvergiert.

Wegen Y

1

(s

1

) = 0 fast siher h

�

angen die 

(s

1

;i

1

;j

1

)

(t

�

) jedoh niht von i

1

; j

1

ab. Somit konvergiert S(N) auf ganz fZ(1) = s

1

g gegen dieselbe Konstante

und ist auf dieser Menge dem Betrage nah durh M

�

s

1

beshr

�

ankt. Die

Anwendung des Satzes von Lebesgue liefert daher:

~

T

(s

1

; x; y) = E

s

1

xy

( lim

N!1

S(N)) = lim

N!1

E

s

1

xy

(S(N)) = 

T

(s

1

; x; y):

Insbesondere gilt dann lim

N!1

S(N) = 

T

(s

1

; x; y) P

s

1

xy

-fast siher. 2

Nun kommen wir zum niht-degenerierten symmetrishen Fall:

Lemma 5.17 Besteht S nur aus einer einzigen rekurrenten Klasse und ist

s

1

ein Startzustand mit P

s

1

xy

(Y

1

(s

1

) 6= 0) > 0 und (s

1

; x; y) = 0, so gilt

~

T

(s

1

; x; y) = �1. Es ist sogar lim inf

N!1

S(N) = �1 P

s

1

xy

-fast siher.
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Beweis:Wenn Y

1

(s

1

) niht fast siher gleih Null ist, so gilt dies nah Lem-

ma 5.15 auh f

�

ur alle Y

1

((s

1

; i

1

; j

1

)) (mit (i

1

; j

1

) 2 A

s

1

). Nah Lemma 5.14

ist

P

t

�

2S

�

f(t

�

)�

�

t

�

= (s

1

; x; y) = 0.

Auf jeder der Mengen fZ(1) = s

1

; A(1) = (i

1

; j

1

)g gilt nah Satz 5.13 (b) al-

so lim inf

N!1

S(N) = �1 fast siher. Somit gilt dies auf ganz fZ(1) = s

1

g

und es folgt sofort ~

T

(s

1

; x; y) = E

s

1

xy

(lim inf

N!1

S(N)) = �1. 2

Shlie�lih noh eine Aussage zum trivialen (asymmetrishen) Fall:

Lemma 5.18 Besteht S nur aus einer einzigen rekurrenten Klasse und ist

s

1

ein Startzustand mit (s

1

; x; y) 6= 0, so gilt

~

T

(s

1

; x; y) =

(

1 falls (s

1

; x; y) > 0;

�1 falls (s

1

; x; y) < 0:

Es ist sogar lim

N!1

S(N) = ~

T

(s

1

; x; y) P

s

1

xy

-fast siher.

Beweis: Nah Lemma 5.14 ist

P

t

�

2S

�

f(t

�

)�

�

t

�

= (s

1

; x; y) 6= 0. Nah

Satz 5.13 () gilt die Aussage also f

�

ur jedes (i

1

; j

1

) 2 A

s

1

auf der Menge

fZ(1) = s

1

; A(1) = (i

1

; j

1

)g. Damit gilt sie auh P

s

1

xy

-fast siher. 2

5.5 Anwendung auf stohastishe Spiele - Teil II

Nun betrahten wir die allgemeine Situation: Der Zustandsraum S zerf

�

allt

unter (x; y) in vershiedene rekurrente Klassen (und transiente Zust

�

ande).

F

�

ur die Menge der rekurrenten bzw. transienten Zust

�

ande shreiben wir

S

rek

bzw. S

tr

. Abk

�

urzend setzen wir S

+

rek

:= fs 2 S

rek

: (s; x; y) > 0g,

S

�

rek

:= fs 2 S

rek

: (s; x; y) < 0g und S

0

rek

:= fs 2 S

rek

: (s; x; y) = 0g.

Zur Untersheidung des degenerierten und niht-degenerierten Falls sei noh

S

0

dg

:= fs 2 S

0

rek

: Y

1

(s) = 0 P

sxy

-f.s.g und S

0

ndg

:= S

0

rek

nS

0

dg

.

Der Zeitpunkt des Eintre�ens in einem rekurrenten Zustand werde mit % :=

inffn: Z(n) 2 S

rek

g bezeihnet. Sei nun s

1

2 S ein beliebiger Startzustand.

Lemma 5.19 E

s

1

xy

(%

m

) existiert f

�

ur alle m 2 N.

Beweis: Im Fall s

1

2 S

rek

ist die Aussage klar. Sei also s

1

2 S

tr

. Mit B

t

werde die Anzahl der Besuhe in einem Zustand t 2 S bezeihnet. Dann gilt

%

m

=

�

X

t2S

tr

B

t

+ 1

�

m

� (jS

tr

j+ 1)

m

�

X

t2S

tr

B

m

t

+ 1

m

�

:
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Also ist E

s

1

xy

(%

m

) < 1, wenn E

s

1

xy

(B

m

t

) < 1 f

�

ur jedes t 2 S

tr

. Im Fall

P

s

1

xy

(B

t

� 1) = 0 ist dies o�ensihtlih erf

�

ullt. Andernfalls ist

E

s

1

xy

(B

m

t

) =

1

X

n=1

P

s

1

xy

(B

m

t

� n)

= P

s

1

xy

(B

t

� 1)

1

X

n=1

P

s

1

xy

(B

t

� n

1=m

jB

t

� 1)

�

1

X

n=1

P

txy

(B

t

� n

1=m

� 1) =

1

X

n=1

P

txy

(B

t

� dn

1=m

e � 1) (5.6)

=

1

X

n=0

P

txy

(B

t

� n)((n+ 1)

m

� n

m

)

=

1

X

n=0

P

txy

(B

t

� 1)

n

((n+ 1)

m

� n

m

) <1: (5.7)

Dabei nutzen wir in (5.6) die Markoweigenshaft aus. In (5.7) geht ein, dass

f

�

ur transientes t P

txy

(B

t

� 1) < 1 gilt, die dort stehende Reihe also f

�

ur jedes

m konvergiert. 2

Nun kommen wir shlie�lih zum Hauptsatz dieses Abshnitts. F

�

ur T � S

verstehen wir unter s

1

; T , dass P

s

1

xy

(Z(n) 2 T f

�

ur irgendein n) > 0.

Ferner m

�

ussen wir hier noh einmal die Sonderfallregel (vgl. (1.2)) aus der

De�nition von ~

T

ber

�

uksihtigen. Wir gehen davon aus, dass ~

T

(s; �; �) :=

w 2 R gesetzt wird, wenn der Erwartungswert (1.1) niht exisitiert und au-

�erdem P

s��

(lim inf

N!1

S(N) = �1) > 0 ist. (Gem

�

a� (1.2) ist in unserem

Modell w = �1.)

Die Falluntersheidung im folgenden Satz ersheint auf den ersten Blik sehr

tehnish, doh zu einem gegebenen Strategiepaar (x; y) lassen sih die ver-

shiedenen Teilmengen von S

rek

leiht auseinander halten. Au�erdem wird

man stohastishe Spiele, f

�

ur die S

+

rek

und S

�

rek

niht beide leer sind, ohnehin

eher mit der Durhshnittsauszahlung  als den Totalauszahlungskriterien

~

T

bzw. 

T

untersuhen. Im Fall S

+

rek

= S

+

rek

= ; (also (s; x; y) = 0 f

�

ur

alle s 2 S) bleiben in Satz 5.20 nur noh die ersten beiden F

�

alle (in verein-

fahter Formulierung)

�

ubrig. Dann spielt auh die ~

T

-Sonderfallregel keine

Rolle mehr.

Satz 5.20 Es sei s

1

2 S irgendein Startzustand und (x; y) 2 X � Y . Dann

gilt

~

T

(s

1

; x; y) =

8

>

<

>

:



T

(s

1

; x; y) falls s

1

6; S

�

rek

[ S

0

ndg

;

�1 falls s

1

6; S

+

rek

und s

1

; S

�

rek

[ S

0

ndg

;

w sonst:

(5.8)
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Beweis: F

�

ur N 2 N gilt

S(N) =

1

N

N

X

n=1

S(n) =

1

N

N^(%�1)

X

n=1

S(n) +

1

N

N

X

n=%

S(n)

=

1

N

N^(%�1)

X

n=1

S(n) +

N � %+ 1

N

S(%� 1)1

f%�Ng

+

1

N

N

X

n=%

(S(n)� S(%� 1)):

(5.9)

Wegen j

1

N

P

N^(%�1)

n=1

S(n)j �

1

N

P

N^(%�1)

n=1

jS(n)j �

1

N

P

N^(%�1)

n=1

nM �

M%

2

2N

(wobei M := max

s;i;j

jr(s; i; j)j) strebt der erste Term in (5.9) fast siher

gegen Null, wenn N !1. Der zweite Term strebt fast siher gegen S(%�1).

Au�erdem k

�

onnen wir im Grenz

�

ubergang den Faktor

1

N

vor dem dritten

Term in (5.9) durh

1

N�%+1

ersetzen. Somit ist

lim inf

N!1

S(N) = S(%� 1) + lim inf

N!1

1

N � %+ 1

N

X

n=%

(S(n)� S(%� 1))

= S(%� 1) +

X

s2S

rek

1

fZ(%)=sg

lim inf

N!1

1

N � %+ 1

N

X

n=%

(S(n)� S(%� 1)):

Wegen der Markow-Eigenshaft ist der hinten stehende liminf auf der Menge

fZ(%) = sg genauso verteilt wie lim inf

N!1

1

N

P

N

n=1

S(n) auf der Menge

fZ(1) = sg. Die Situation eines Startzustand s 2 S

rek

haben wir aber shon

oben untersuht (siehe Lemmata 5.16 bis 5.18). Demnah ist

lim inf

N!1

S(N) =

8

>

>

>

>

<

>

>

>

>

:



T

(s; x; y) f.s. auf fZ(%) = s 2 S

0

dg

g;

�1 f.s. auf fZ(%) 2 S

0

ndg

g;

1 f.s. auf fZ(%) 2 S

+

rek

g;

�1 f.s. auf fZ(%) 2 S

�

rek

g:

(5.10)

Dabei handelt es sih in den F

�

allen 1,3 und 4 sogar um fast sihere Aussagen

�

uber lim

N!1

S(N) (vgl. Lemma 5.16 und 5.18).

Im Fall P

s

1

xy

(Z(%) 2 S

0

dg

) = 1 konvergiert S(N) also P

s

1

xy

-fast siher (gegen

S(%�1)+

P

s2S

0

dg



T

(s; x; y)1

fZ(%)=sg

). Ferner gilt mit (5.9), Lemma 5.16 und

Lemma 5.19 jS(N)j �

M%

2

2N

+M(% � 1) + max

s2S

0

dg

M

�

s

2 L

1

(P

s

1

xy

), wobei

M

�

s

aus dem Beweis von Lemma 5.16 stammt. Im Fall P

s

1

xy

(Z(%) 2 S

0

dg

) = 1

ist also

~

T

(s

1

; x; y) = E

s

1

xy

( lim

N!1

S(N)) = lim

N!1

E

s

1

xy

(S(N)) = 

T

(s

1

; x; y):
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Nun betrahten wir den Fall s

1

; S

+

rek

, aber s

1

6; S

�

rek

[ S

0

ndg

. Unter

Benutzung von

E

s

1

xy

�

N+%�1

X

n=N+1

�

S(n)� S(%� 1)

�

�

� E

s

1

xy

�

%�1

X

n=1

NM

�

=MNE

s

1

xy

(%� 1)

sowie (5.9) (inklusive der darauf folgenden Absh

�

atzung) ist

E

s

1

xy

(S(N))

� �

ME

s

1

xy

(%

2

)

2N

�ME

s

1

xy

(%) +E

s

1

xy

�

1

N

N

X

n=%

�

S(n)� S(%� 1)

�

�

� �

ME

s

1

xy

(%

2

)

2N

� 2ME

s

1

xy

(%) +E

s

1

xy

�

1

N

N+%�1

X

n=%

�

S(n)� S(%� 1)

�

�

:

Mit S

0

rek

:= fs 2 S

rek

: P

s

1

xy

(Z(%) = s) > 0g ist der letzte Term gleih

X

s2S

0

rek

E

s

1

xy

�

1

N

N+%�1

X

n=%

�

S(n)� S(%� 1)

�

�

�

�

�

Z(%) = s

�

P

s

1

xy

(Z(%) = s)

=

X

s2S

0

rek

E

sxy

�

1

N

N

X

n=1

S(n)

�

P

s

1

xy

(Z(%) = s)

unter Ausnutzung der Markow-Eigenshaft. F

�

ur s 2 S

0

dg

ist der innen ste-

hende Erwartungswert wie oben gesehen beshr

�

ankt. F

�

ur s 2 S

+

rek

dagegen

konvergiert S(N) nah Lemma 5.18 P

sxy

-fast siher gegen1. Wie man leiht

sieht ist dabei auh E

sxy

(S(N))!1. Also gilt im vorliegenden Fall insge-

samt 

T

(s

1

; x; y) = lim inf

N!1

E

s

1

xy

(S(N)) =1. Da nah (5.10) in diesem

Fall ~

T

(s

1

; x; y) =1 gilt, stimmen ~

T

und 

T

also auh hier

�

uberein. In den

anderen F

�

allen kann man die Behauptung sofort ablesen. 2

Es ist noh zu beahten, dass auh im zweiten Fall (d.h. ~

T

(s

1

; x; y) = �1)

die Gleihheit ~

T

(s

1

; x; y) = 

T

(s

1

; x; y) bestehen kann. Dies gilt etwa dann,

wenn s

1

; S

�

rek

, aber s

1

6; S

+

rek

[ S

0

ndg

, wie man durh eine zum Beweis

des oben behandelten Falls s

1

; S

+

rek

, s

1

6; S

�

rek

[S

0

ndg

symmetrishe Argu-

mentation sehen kann. Eine pr

�

azisere Falluntersheidung w

�

are also m

�

oglih,

ginge aber zu sehr auf Kosten der

�

Ubersihtlihkeit.

Damit haben wir eine Formel f

�

ur die alternative Totalauszahlung unter ei-

nem station

�

aren Strategiepaar gewonnen. Das Resultat maht deutlih, dass

wir (abgesehen von asymmetrishen Situationen) nur in degenerierten F

�

allen

mit einer anderen Bewertung als �1 rehnen k

�

onnen. Dies entspriht der

Interpretation, dass Spieler 1 sih niht auf Spiele einlassen m

�

ohte, in denen

er auf lange Siht immer wieder beliebig tief ins Minus ger

�

at.
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