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Einleitung

Gegenstand dieser Arbeit sind stochastische Zwei-Personen-Nullsummen-
spiele. Das zugrunde liegende Modell geht auf Shapley [Shab3] zuriick. Man
geht dabei von der folgenden Situation aus: Gegeben sind endlich viele
Zustande, in denen beide Spieler iiber jeweils endlich viele Aktionen (Ziige)
verfiigen. Ausgehend von einem Startzustand bestimmt die Wahl eines sol-
chen Aktionspaares in jeder Spielrunde eine Auszahlung (von Spieler 2 an
Spieler 1) und eine Ubergangswahrscheinlichkeit, gemif der sich das Spiel
in den néchsten Zustand bewegt.

Auf diese Weise entsteht eine Folge von Auszahlungen, der man in geeigne-
ter Weise eine Bewertung zuordnen moéchte. Im Shapleyschen Modell wurden
die Auszahlungen diskontiert, also auf den Spielbeginn abgezinst. Dies ist
neben gewissen praktischen Anwendungen vor allem in der so erzwunge-
nen Konvergenz der Summe der Auszahlungen begriindet. Im Mittelpunkt
der weiterfithrenden Untersuchungen stochastischer Spiele stand das erst-
mals von Gilette [Gil57] betrachtete Durchschnittsgewinnkriterium, welches
in etwa den mittleren Gewinn (von Spieler 1) pro Spielrunde widerspiegelt.
Wegen der Beschrinktheit aller darin auftretenden Zufallsgrofien bereitet
auch dieses Bewertungskriterium keine technischen Probleme.

Als Verfeinerung der Durchschnittsauszahlung fithrten Thuijsman und Vrie-
ze in [TV87] das Kriterium der Totalauszahlung ein. Es eignet sich fiir die
Untersuchung von Spielen, deren Wert beziiglich der Durchschnittsauszah-
lung Null betrigt. In dieser Situation betrachtet man mittels der Total-
auszahlung grob gesprochen den minimalen mittleren Besitz von Spieler 1.
Wegen der moglichen Unbeschrinktheit dieser Grofle ist dieses Kriterium
bereits nicht mehr so leicht zu handhaben.

In dieser Arbeit soll es um eine Modifizierung dieser Totalauszahlung gehen,
die durch gewisse praktische Beobachtungen motiviert ist: Die klassische De-
finition beriicksichtigt nur Erwartungswerte des in endlich vielen Spielrun-
den akkumulierten Kapitals. Dadurch kann es passieren, dass die Moglichkei-
ten der Spieler, durch geschickte Strategien einen fiir sie giinstigen Spielaus-
gang zu erzwingen, nicht ausreichend beachtet werden. Durch Vertauschung
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von Limes- und Erwartungswertbildung wird diesem Phinomen Rechnung
getragen. Der Preis dafiir — und dies ist wohl auch der Hauptgrund fiir die
urspriingliche Definition — sind allerdings einige technische Schwierigkeiten,
die die Handhabung des alternativen Kriteriums erschweren.

Wie in der Spieltheorie iiblich werden in dieser Arbeit Konzepte wie Spiel-
wert und Optimalitit von Strategien fiir das neue Bewertungskriterium un-
tersucht. Ferner werden hinreichende Bedingungen genannt, unter denen
beide Versionen der Totalauszahlung iibereinstimmen. Einen Schwerpunkt
bildet auBerdem die Analyse stationdrer Strategien. Im Einzelnen ist die
Arbeit wie folgt gegliedert:

Kapitel 1 fithrt in die Problemstellung ein und stellt die verschiedenen Be-
wertungskriterien vor. Ferner wird die Einfithrung der alternativen Totalaus-
zahlung durch ein Beispiel motiviert. Im letzten Abschnitt wird niher auf
die besonderen technischen Schwierigkeiten bei der Definition dieses Krite-
riums eingegangen und eine mogliche Lésung aufgezeigt. Kapitel 2 ist der
Beziehung zwischen klassischer und alternativer Definition der Totalauszah-
lung gewidmet.

In Kapitel 3 geht es um die Existenz des alternativen totalen Spielwerts.
Anhand eines Beispiels wird gezeigt, dass die bei der klassischen Totalaus-
zahlung fiir die Existenz des Spielwerts hinreichende Bedingung aus [TV 96,
FV97] hier nicht hinreichend ist. Ferner weisen wir nach, dass der alternative
totale Spielwert umgekehrt auch dann existieren kann, wenn der gewthnliche
totale Spielwert nicht existiert. Kapitel 4 behandelt die Frage, ob optimale
oder ,einfache“ c-optimale Strategien stets existieren.

Schliefllich untersucht Kapitel 5 stationére Strategien unter dem Kriterium
der alternativen Totalauszahlung. Um eine allgemeine Formel herleiten zu
konnen, beschiiftigen wir uns zunichst mit dem asymptotischen Verhalten
des Cesaro-Mittels von Funktionalen einer Markowkette. Die hierbei gewon-
nenen Resultate kénnen somit auch auflerhalb des spieltheoretischen Kon-
texts von Interesse sein. Ihre Ubertragung auf stochastische Spiele beschlieft
dieses Kapitel.

Abschlieend méchte ich mich bei Herrn Prof. Dr. Krengel fiir die freundliche
Unterstiitzung bei dieser Arbeit bedanken. Herrn PD Dr. Gnedin danke ich
fiir die Ubernahme des Korreferats.



Kapitel 1

Problemstellung

1.1 Das Modell stochastischer Spiele

Wir betrachten stochastische Zwei-Personen-Nullsummenspiele mit endli-
chen Zustands- und Aktionsrdumen. Ein solches Spiel ist gegeben durch:

(a) einen Zustandsraum S = {1,...,z},

(b) einen Aktionsraum A* = {1,... n*} fiir jeden Zustand s € S und
jeden Spieler k = 1,2,

(c) eine Auszahlung r(s,1, j) fiir jeden Zustand s € S und jedes Aktions-
paar (i,j) € Ag 1= Al x A2

(d) Ubergangswahrscheinlichkeiten p(s,i,7) = (p(1]s,4,75),...,p(2|s,i, 7))
fiir jeden Zustand s € S und jedes Aktionspaar (i,7) € As.

Mit Sups == {s € S: p(s|s,i,7) =1, r(s,i,7) = 0V(4,j) € As} bezeichnen wir
die Menge der absorbierenden Zustidnde eines Spiels. Ohne Einschrinkung
kann man |Sgs| < 1 voraussetzen.

In Runde 1 beginnt das Spiel in einem festen Zustand aus S. Befindet sich das
Spiel zu einem Zeitpunkt n in Zustand s, wihlen beide Spieler unabhéingig
voneinander Aktionen (7, j) € As. Dann erhélt Spieler 1 (von Spieler 2) die
Auszahlung r(s,i,7) und gemifi der Wahrscheinlichkeitsverteilung p(s, i, 7)
wird der Zustand fiir Runde n + 1 bestimmt. Die Spieler diirfen gemischte
Aktionen benutzen, d.h. iiber ihre Aktionen randomisieren.

Zur expliziten Angabe stochastischer Spiele verwenden wir die folgende Dar-
stellung: Jeder Zustand s € S wird durch eine Matrix repréisentiert, deren
Eintrag (i,7) € As die in Abbildung 1.1 links stehende Gestalt hat. Die



KAPITEL 1. PROBLEMSTELLUNG 6

rechte Notation wird verwendet, falls p(s,1, ) in einem Zustand ¢ € S kon-
zentriert ist. Im Fall ¢ € Sy, schreibt man dann x statt ¢. Ein Zustand aus
Saps wird selbst nicht explizit dargestellt.

T(S’i’j) T(S’i’j)

p(s,4,5) t

Abbildung 1.1: Graphische Darstellung stochastischer Spiele

Eine Strategie ist einen Vorschrift dafiir, welche (gemischte) Aktion ein Spie-
ler in jeder denkbaren Spielsituation (,,Historie“) wihlt. Den einfachsten
Fall stellen stationdre Strategien dar: Bei jedem Besuch in einem Zustand s
verwendet der Spieler dieselbe Aktion. Stationdre Strategien x, y von Spie-
ler 1 und 2 sind also Vektoren =z = (z1,...,z,) bzw. y = (y1,...,y,) mit
Ts € A" bzw. Ys € A" fiir alle s € S. Dabei sei A” die Menge der W-Mafle
auf {1,...,n}. Die Mengen stationdrer Strategien werden mit X bzw. Y
bezeichnet.

Bei Markow-Strategien hingt die Aktionswahl aufler vom aktuellen Zustand
nur von der Nummer der aktuellen Spielrunde ab. Solche Strategien f, ¢
von Spieler 1 und 2 sind also Abbildungen f: N — X bzw. g: N — Y. Mit
fr=(f*1),...,f™=2)) (analog g?) sei dann abkiirzend die von f bzw. g in
Spielrunde n fiir Zustand s vorgeschriebene Aktion bezeichnet. Von Semi-
Markow-Strategien spricht man, wenn dariiber hinaus noch Abhéngigkeit
vom Startzustand besteht.

Der allgemeine Strategiebegriff kann nun wie folgt erklart werden: Mit H :=
{hn = (s1,%1, 1, 52,092, ...,5n): Sk € S, (g, Jr) € As, (1 < k < n), s, = s}
bezeichnet man die Menge der Historien der Lange n, die in Zustand s en-
den. Man setzt noch H" := |J,.¢ Hy und H :=J;~, H".

Strategien 7, o von Spieler 1 und 2 lassen sich dann allgemein als Abbil-
dungen 7: H — J,cg A" bzw. o: H — Uses A" beschreiben, die fiir
festes s € S, n € N und h € H" n(h) € A" bzw. o(h) € A™ erfiillen. Die
allgemeinen Strategiemengen von Spieler 1 und 2 werden mit IT bzw. ¥ be-
zeichnet. Will man betonen, dass eine gegebene Strategie nicht Markowsch
ist, spricht man auch von Verhaltensstrategien.

Ein Startzustand s € S und ein Strategiepaar (7,0) € IIx ¥ induzieren einen
stochastischen Prozess auf S. Das zugrunde liegende W-Maf} bezeichnen wir
mit Ps,,. Folgende Zufallsgréfien werden zur Beschreibung des Spielablaufs
benutzt: Z(n) sei der Zustand in Spielrunde n, A(n) = (A'(n), A%(n)) das in
dieser Runde gewéhlte Aktionspaar und R(n) die resultierende Auszahlung
(an Spieler 1). H(n) bezeichne die nach n Spielrunden beobachtete Historie.



KAPITEL 1. PROBLEMSTELLUNG 7

Ferner sei S(n) = Y. _, R(m) das Kapital (von Spieler 1) nach n Runden
und S(N) = + Zfl\;l S(n) sein mittlerer Besitz in den ersten N Runden.
Da in vielen Beispielen absorbierende Zustinde auftreten, fithren wir noch
die Stoppzeit 7 = inf{n € N: Z(n) € Sy} ein.

v(s,m,0) = liminf, 00 £ 30 | Egrp(R(m)) = liminf, e L Esrs(S(n))
nennt man die Durchschnittsauszahlung unter s, 7,o. Man setzt y(m, o) :=
(v(1,7,0),...,v(z,m 0)). Begriffe wie Spielwert und (e-)Optimalitit seien
beziiglich dieses und der weiter unten genannten Kriterien wie iiblich erklart.
Der Spielwert v = (v(1),...,v(z)) € R* zu v existiert immer (vgl. [MN81]).
Dabei bezeichne v(s) den Spielwert bei Startzustand s.

Im Fall v = 0 ist es sinnvoll, ein stochastisches Spiel mit Hilfe der Totalaus-
zahlung genauer zu untersuchen. Die Totalauszahlung gibt den minimalen
durchschnittlichen erwarteten Besitz (von Spieler 1) an. Zu einem Startzu-
stand s und einem Strategiepaar (7, o) ist die Totalauszahlung definiert als
vr(s,m0) i= liminfy e = SN | By (S(n)) = liminfy oo Esre (S(N)).
Wie oben sei noch yp (7w, 0) := (yr(1,7,0),...,yr(z,7, 0)). Der totale Spiel-
wert werde mit v = (vp(l),...,vr(z)) bezeichnet, ferner wollen wir un-
ter vé?w und vy wie iiblich den unteren bzw. oberen Spielwert verstehen.
Der Wert vr braucht selbst dann nicht zu existieren, wenn v = 0 gilt
(vgl. [Thu92, FV97]). In einem ihrer jiingsten Artikel [TV96] konnten Thuijs-
man und Vrieze zeigen, dass der totale Spielwert zumindest dann existiert,
wenn v = 0 gilt und beide Spieler iiber vy-optimale stationdre Strategien
verfiigen.

In dieser Arbeit sollen die Auswirkungen der Vertauschung von Erwartungs-
wert- und Limesbildung in der Definition der Totalauszahlung untersucht
werden. Zu einem Startzustand s und einem Strategiepaar (mw, o) definieren
wir also 4r(s,m,0) = Fgre(liminfy o % Zf:r:l S(n)) und nennen jr die
alternative Totalauszahlung. Analog zu yp(mw, o) sei auch 4p(w, o) erklért.
Der zugehorige Spielwert werde mit o7 bezeichnet, entsprechend verwenden
wir 17591” und f);ﬂp . Man weif}, dass die Vertauschung von Erwartungswert
und Limes den Spielwert unter dem Kriterium der Durchschnittsauszahlung
nicht &ndert (obwohl fiir nicht-stationire Strategien unterschiedliche Bewer-
tungen auftreten konnen). Im Fall der Totalauszahlung sind die Folgen dieser
Vertauschung allerdings viel schwerwiegender.

1.2 Motivation der alternativen Totalauszahlung

Zuerst mochte ich die Behandlung der alternativen Totalauszahlung durch
ein Beispiel motivieren, das einen Mangel der klassischen Definition aufzeigt.
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I
1 -1 0
3 2 1
-1 1 0 0 0
2 3 1 * *
Zustand 1 Zustand 2 Zustand 3
'
1 -1
2 2
-1 1 0 0
2 2 1 *
Zustand 1 Zustand 2

Abbildung 1.2: Die Spiele " und T

Angenommen, Sie spielen regelméflig das folgende Spiel: In jeder Runde
wird eine Miinze geworfen. Je nach Ausgang gewinnen oder verlieren Sie
eine Mark und derjenige, der die Mark gewonnen hat, darf entscheiden, ob
das Spiel fortgesetzt wird oder nicht. Vermutlich wiirden Sie dieses Spiel als
yfair ansehen. Doch nun unterbreitet Thnen Thr Kontrahent den Vorschlag,
das Spiel so abzuéindern, dass nach jeder Runde nur er entscheiden darf, ob
weitergespielt wird. Sicher wiirden Sie dieser Variante nicht zustimmen.

Der entscheidende Punkt ist, dass IThr Gegner keine Angst mehr zu haben
brauchte, zunichst viel Geld an Sie zu verlieren, da er sicher sein kénnte, ei-
nes Tages wieder im Plus zu sein. Abbildung 1.2 zeigt dieses Spiel und seine
offenbar ungiinstige Variante in der iiblichen Form. Dabei befinden Sie sich
in der Rolle von Spieler 1. Dass Zustand 1 der Realisierung eines Miinzwurfs
entspricht, folgt aus der Tatsache, dass beide Spieler sinnvollerweise die ge-
mischte Aktion (4, 4) wihlen, wann immer sich das Spiel in diesem Zustand
befindet (sowohl in T" als auch in I').

Somit haben wir Es,(R(n)) = 0 Vn € N fiir jeden Startzustand s und jedes
(sinnvolle) Strategiepaar (m,0) in beiden Spielen. Also gilt yr(s,m,0) = 0,

sodass beide Spiele mit v = 0 bewertet werden. Dies suggeriert, dass keins
von ihnen vorteilhaft fiir einen der Spieler ist.



KAPITEL 1. PROBLEMSTELLUNG 9

Betrachten wir zuerst I'. Das Spiel ist v6llig symmetrisch im Hinblick auf die
Rollen der Spieler. Es sei z € X mit z3 = (0,1) (bzw. y € Y mit yo = (0,1)).
Mit 7 = inf{n: Z(n) € Sus} ist also trivialerweise Fs;(7) < oo fiir alle
0 € ¥ (und Eypry(1) < oo fiir alle m € II). Im Vorgriff auf Lemma 2.2 folgt
nun yr(s,z,0) = yr(s,z,0) = 0 (analog fiir (7, y)). Aus Korollar 2.4 schlie-
Ben wir o7 = vp = 0, und z,y sind somit yr-optimal. Es ist offensichtlich,
dass die Moglichkeit, das Spiel zu stoppen (hier etwa nach Gewinn der er-
sten Mark), ein sehr méchtiges Instrument ist, weil in diesem Fall der andere
Spieler keine Strategie besitzt, die ihm einen positiven erwarteten Gewinn
sichert.

Betrachten wir nun I'. Wie bei T' scheint die Bewertung vy = 0 auszu-
driicken, dass das Spiel keinen Spieler bevorteilt. Doch wenn Spieler 2 etwa
die Verhaltensstrategie o_z, anwendet, die dann absorbiert (durch Wahl von
Aktion 2 in Zustand 2), wenn sein Besitz zum ersten Mal L € N betrigt,
so beendet er das Spiel fast sicher mit einem Gewinn von L Mark. Spie-
ler 1 besitzt keine Strategie, um dies zu verhindern. Somit ist die zugehérige
alternative Totalauszahlung gleich —L. Der alternative totale Spielwert ist
also —oo, was den Umstand widerspiegelt, dass Spieler 2 sich (fast sicher)
einen beliebig groflen Gewinn garantieren kann.

Dieses Beispiel zeigt, dass die alternative Totalauszahlung zu vo6llig ande-
ren Ergebnissen fithren kann als die urspriingliche Definition. Ferner sieht
man, dass ein Mangel der klassischen Totalauszahlung darin besteht, dass
nur Erwartungswerte von Einkommen aus endlich vielen Runden eingehen,
obwohl in Spielen wie IV gerade Strategien von Bedeutung sind, die ein fast
sicheres Ereignis abwarten, dessen Eintritt beliebig spét erfolgen kann.

Nun haben wir die Einfithrung der alternativen Totalauszahlung motiviert.
Wie oben bereits erwiihnt lautet die formale Definition

N
- el
yr(s,m,0) = Em(,(l}\rrgloréfN;S(n)), (1.1)

wobei s € S ein Startzustand und (m,0) € II x ¥ ein Strategiepaar ist.
Leider miissen wir uns mit dem Problem auseinandersetzen, dass das rechts
stehende Integral nicht zu existieren braucht:

1.3 Allgemeine Definition von 77

Nehmen wir etwa die folgende Verhaltensstrategie & von Spieler 2 in I':
Wenn sich das Spiel in Zustand 2 befindet und der Absolutbetrag seines
Besitzes zum ersten Mal gleich £ € N ist, wihle er Aktion 2 (Absorption)
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mit Wahrscheinlichkeit kLH In allen anderen Situationen setze er das Spiel

fort. Spieler 1 verfiigt nur {iber eine (sinnvolle) Strategie z. Offenbar ist

N N
| a1
PII&<1}VH1)IO%fN E S(n) —k> —Plf&(l}ﬂlgfﬁ g S(n) ——k)

N D R =y N 1 B
T2 ka2 g2 (kDR +2) — Pr

Die Nichtexistenz von Ej,s(liminfy_,eo + Zf:r:l S(n)) folgt nun sofort aus

1 N + 1 N — 00
Elzf}(l}vni)lo%fﬁgs(n)) =E’1w(l}\rrrl>1£fﬁ7;S(n)> =;pkk=oo.

Diese Problematik tritt nicht nur bei der hier betrachteten alternativen
Totalauszahlung auf, sondern findet sich auch an vielen anderen Stellen
in der Literatur. Oft wird die mogliche Nichtexistenz des Erwartungswer-
tes (1.1) — oder einer &hnlich definierten Bewertung — durch restriktive
Grundannahmen einfach ausgeklammert. In manchen Biichern {iber Mar-
kowsche Entscheidungsprobleme (die als stochastische Spiele mit nur einem
Spieler anzusehen sind) wird etwa die Strategiemenge auf solche Handlungs-
vorschriften beschrinkt, fiir die der erwartete Gesamtgewinn existiert — oder
zumindest der Positiv- oder Negativteil dieses Integrals. Dazu siehe etwa van
der Wal [vdW84].

Aus spieltheoretischer Sicht ist eine Einschrinkung der Strategiemengen al-
lerdings sehr problematisch, da die Existenz des Erwartungswertes (1.1) zu-
meist von den Strategien beider Spieler abhingt, es zwischen diesen aber
keine Absprache gibt. Bei der Betrachtung des unteren Spielwerts kann man
Spieler 1 zwar auf solche Strategien m beschrinken, fiir die der Negativ-
teil dieser Erwartung fiir alle o € ¥ endlich ist, doch kénnten diese 7w (im
Rahmen der Berechnung des oberen Spielwerts) unverzichtbar sein, um auf
bestimmte feste o zu antworten. Ein genereller Ausschluss solcher Strategi-
en konnte Spieler 1 also stark beeintrichtigen. Entsprechendes gilt im um-
gekehrten Fall fiir Spieler 2. Um Konzepte wie Spielwert und Optimalitét
sinnvoll untersuchen zu kénnen, muss man mittels 7 also jedem beliebigen
Strategiepaar (m,0) € IT x ¥ eine Bewertung aus R zuweisen.

Eine andere in der Literatur vorkommende Methode zur Umgehung der Pro-
blematik ist die Beschrinkung auf bestimmte Klassen von Spielen. In ihrem
Ubersichtsband [FV97] iiber Markowsche Entscheidungsprobleme und sto-
chastische Spiele benutzen Filar und Vrieze ein der hier untersuchten Be-
wertung Jr entsprechendes Kriterium etwa nur fiir transiente oder positive
Spiele. Im ersten Fall ist die erwartete Spieldauer unter jedem Strategie-
paar endlich, im zweiten sind alle Auszahlungen positiv. Beide Annahmen
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bedeuten eine sehr starke Restriktion. Auch in Abhandlungen iiber Mar-
kowsche Entscheidungsprobleme werden die Auszahlungen des Ofteren als
nicht-negativ vorausgesetzt, so etwa in [DN83]. Maitra und Sudderth wieder-
um erzwingen in [MS96] die Existenz des erwarteten Gesamtgewinns durch
Hinzunahme geeigneter Nutzenfunktionen.

Um ein uneingeschrinkt verwendbares Bewertungskriterium zu erhalten,
muss Y7 (s, 7, o) fiir alle Spiele und alle Strategiepaare erklart werden. Will
man eine plausible Losung fiir den Sonderfall der Nichtexistenz des Erwar-
tungswertes (1.1) finden, so ist es hilfreich, sich auf die Motivation der alter-
nativen Totalauszahlung zu besinnen: Bei endlichem Spiel wird der Schluss-
gewinn S(7) von Spieler 1 herangezogen, und als Verallgemeinerung dessen
bei unendlichem Spiel sein langfristig gesehen minimaler mittlerer Besitz.
Es erscheint also plausibel, dass Spieler 1 ein Spiel mit einem Strategiepaar
(m,0), fiir das Pyro(liminfy 00 S(N) = —00) > 0 gilt, mit —oo bewertet, da
er es nicht riskieren méchte, mit positiver Wahrscheinlichkeit einen Verlust
von —oo zu erleiden. Dies entspricht der iiblichen worst-case-Sichtweise von
Spieler 1.

Ist liminfy ;00 S(N) > —oo fast sicher und existiert der Erwartungswert
Eyro(liminfy_ s S(N)) dennoch nicht, so kann man der gegebenen Sym-
metrie Egro(liminfy oo S(NV))T = Egre(liminfy 00 S(N))™ = oo dadurch
Rechnung tragen, dass man 47 (s, 7, o) = 0 setzt. In dieser Situation braucht
Spieler 1 keinen ,,unendlichen* Verlust zu fiirchten.

Insgesamt wollen wir also die folgende Sonderfallregelung verwenden:
Existiert die Erwartung (1.1) nicht, so sei

yr(s,m o) = (1.2)

0 falls Pyrq(liminfy_y oo S(N) = —00) = 0,
—o0  sonst.

Als sinnvolle Sonderfallregelungen wollen wir generell alle Definitionen an-

sehen, bei denen im ersten Fall statt 0 ein anderer Wert aus R zugewiesen

wird und im zweiten Fall entweder derselbe Wert oder —oo Verwendung

findet.

Da die meisten hier vorgestellten Resultate nicht von dieser technischen
Frage beriihrt werden, verwenden wir 47 ohne weitere Fallunterscheidung,
weisen aber gegebenenfalls auf Unterschiede hin. Von entscheidender Be-
deutung wird diese Thematik lediglich beim Nachweis der Nichtexistenz des
Spielwerts in Kapitel 3 sein. So ist es zum jetzigen Zeitpunkt noch unklar, ob
das dortige Resultat fiir alle sinnvollen Sonderfallregelungen gezeigt werden
kann.
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Kapitel 2

Beziehungen zwischen ~7
und vy

In diesem Abschnitt sollen einige einfache Bedingungen vorgestellt werden,
unter denen beide Versionen der Totalauszahlung {ibereinstimmen. Ferner
werden wir untersuchen, welche Verallgemeinerungen dieser Bedingungen
moglich sind. Die betreffenden Aussagen werden im Weiteren haufiger Ver-
wendung finden.

Wie oben betrachten wir die Stoppzeit 7 = inf{n € N: Z(n) € Sy, }. Im Fall
T < 0o erfolgt Absorption in Runde 7 und es ist lim infy_, + Zf:r:l S(n) =
S(r) = S(r — 1). Unter der Bedingung 7 < oo Ps,-fast sicher gilt al-
$0 7 (s, m,0) = Esze(S(7)) (sofern dieser Erwartungswert erklart ist). Zu-
nichst zeigen wir ein grundlegendes Lemma.

Lemma 2.1 Es seien s € S, (m,0) € II x 3 derart, dass Pso(T7 < 00) = 1.
Ist auferdem Esrs(S(T)) € R, so gilt

N
- o1
yr(s,m,0) = yr(s,m 0) + l}\rrgloréfﬁ Z Esno(S()1{75n})- (2.1)

n=1

Beweis: Es ist

yr(s,m o) = l}vni)loréf_ Z Es o (S = l}aloréf_ Z Egro(S(n A T))
LN
= timinf = 3" (Boro (S()1rn)) + Boro (S() 1 (r5my))- (2.2)

n=1
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Wegen Py, (7 < 00) =1 gilt limy 00 Esro (S(T)1{7<n}) = Esro(S(7)). Also
ist (2.2) gleich der rechten Seite in (2.1). O

Es sei darauf hingewiesen, dass Gleichung (2.1) in der Situation von Lem-
ma 2.1 allgemeiner auch dann gilt, wenn FEg;,(S(7)) gleich +00 oder —oo
und der liminf in (2.1) ungleich —FEs.,(S(7)) ist.

Das néchste Lemma gibt uns zwei hinreichende Kriterien fiir die Gleichheit
von 47 und 7 an die Hand. Man beachte, dass fiir beliebige stationdre
Strategien mit Satz 5.20 spéter eine noch stirkere Aussage moglich wird.

Lemma 2.2 Es seien s € S, (m,0) € I x 3 derart, dass Ps;o(T7 < 00) = 1.
Ferner sei eine der beiden folgenden Bedingungen erfillt:

(a) Esro(T) < 00,

(b) Es gibt K € RT, sodass Pszs(]S(n)| < K) =1 fiir alle n € N.

Dann gilt A7 (s, 7,0) = yr(s, 7, 0).

Beweis: Ist (a) erfiillt, so gilt Fszo(|S(n)1{rsny|) < nM Psgo (T > n), wobei
M := max{|r(s,i,j)|: s € S, (i,7) € As}. Angenommen, nPs, (T > n)
konvergiert nicht gegen Null fiir n — co. Dann gibt es £ > 0, sodass fiir jedes
k € N ein ng > k mit ngPs;o (7 > ng) > € existiert. Ohne Einschrinkung
diirfen wir annehmen, dass ng41 > 2ny fiir alle k. Sei noch ng := 0. Nun ist

00 00
s7rcf ZPSTFO' T>n > Z( k_nk—l)PSﬂ'U(T >nk)
k=1
00 e —n x4
S

k

Il
—

was der Voraussetzung (a) widerspricht. Also gilt Es»(|S(n 1{T>n1} — 0
fiir n — oco. Auerdem existiert Es.»(S(7)) wegen |S(7)| < M1 € L (Psro).
Ist Bedingung (b) erfiillt, so gilt Esro(|S(n)l{rsn)|) < KPsro(T >n) = 0
wegen P (7 < 00) = 1. Egrp(S(7)) existlert aufgrund von |S(7)| < K
Somit ist in beiden Féllen liminfy_ oo ~ ~ Z ESW(S(n)l{T>n}) =0u d
Esz6(S(7)) € R. Mit Lemma 2.1 erhalten wir d1e Behauptung. O

Da die Bedingungen aus diesem Lemma sehr restriktiv sind, stellt sich die
Frage, inwieweit sie abgeschwicht werden kénnen:

Anmerkung 1: Beschrinkung auf die Bedingung P, (7 < o0) =1
Schon fiir Markow-Strategien lisst sich ein Beispiel angeben, in dem trotz
T < 00 Pysro-fast sicher A (s, m, o) # yr(s,m,0) gilt. Dazu betrachten wir
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das Spiel " aus Abbildung 1.2 und #ndern lediglich 7(2,1,2) := ¢ € R.
Spieler 1 verwende seine einzige (sinnvolle) Strategie z € X mit z1 = (3, 3).
Es sei I := {2k%: k € N}. Spieler 2 spiele die Markow-Strategie g mit

11 (g, ) fallsn =2k? €1,
rT=(=,=), g5= Vn € N.
91 (2 2> 72 {(1,0) falls n ¢ I
Dann gilt Pi,e(7 =2n?+1) = (I]5_ ! kil) T = n(n+1) Vn € N und somit
Pi4(T < 00) = 1. Es sei noch y := (y1,42) = ((3,3),(1,0)) € Y. Dann ist
Bizg(S(1)7) = Z Eig(S(20*) 172002 41})
n=1
o.@]

>3 Bun(SCn® = 1) ~ ) Pg(r =20°+1) 29

1

—Z V2n2 —1— || +0(1 ))m

= 00, (2.4)

wobei in (2.3) eingeht, dass x,g Markow-Strategien sind und S(7 — 1) =
S(t — 2) + ¢ gilt. In (2.4) verwendet man ein vom gew6hnlichen Random
Walk bekanntes Resultat (siehe z.B. [Gut88]). Auf exakt dieselbe Weise zeigt
man E,4(S(7)7) = co. Also wird yr(1,z, g) je nach der Sonderfallregelung
aus der Definition von 47 (vgl. (1.2)) auf einen bestimmten Wert aus R
gesetzt — in unserem Modell z.B. auf 0.

Andererseits ist Fiz9(R(n)) = cPigg(r = n+ 1) fir alle n € N, das heifit
Ei34(S(n)) = cPigg(r < n+1) = ¢ fiir n — oo. Somit gilt y7(1,z,9) = c.
Wihlt man also ¢ # 47(1, 2, g), so stimmen beide Kriterien nicht iiberein.

Anmerkung 2: Beschrinkung auf die Bedingungen (a) oder (b)
Es sel Psrp(7 < 00) < 1. Bedingung (a) ist in diesem Fall ohnehin nicht
erfiillt, es gelte also (b). Erneut lisst sich schon fiir Markow-Strategien ein
Beispiel angeben, in dem trotzdem (s, 7, o) # yr(s,m, o) gilt:

Dazu betrachten wir das Bad Match aus Kapitel 4 (siche Abbildung 4.1).
In diesem Spiel ist (b) sogar fiir alle Strategiepaare erfiillt. Wir fiigen ei-
ne Kopie dieses Spiels hinzu (als Zustdnde 4, 5, und 6) und drehen darin
mittels r(s,4,5) = —r(s — 3,4,7) (4 < s < 6) siamtliche Vorzeichen der Aus-
zahlungen um. SchlieBlich ergénzen wir den Zustand 7 mit A7 = {1} x {1},
r(7,1,1) =0 und p(1|7,1,1) = p(4|7,1,1) = % Wir wihlen Startzustand 7,
sodass entweder das Bad Match oder seine mit Minuszeichen versehene Ko-
pie gespielt wird. Dann ist stets R(1) =

Spieler 1 verwende z € X mit x1 = x4 = (1,0), das heifit er wihle in den
nicht-trivialen Zustdnden stets Aktion 1. Dadurch ist Pr.,(7 < 0o) = 0
fiir jedes o € 3. Nun konstruieren wir eine Markow-Strategie g von Spie-
ler 2 wie folgt: Es sei g7 = g2 = (1,0), sodass mit u := Z(2)(w) fast sicher
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R(2) = 2(-1)" und R(3) = —2(—1)%, also S(3) = Z(—1)" gilt. Weiter sei
gt = g = (0,1) fiir n = 4,...,14, sodass fast sicher S(15) = —2(—1)%.
Danach sei wieder g7 = gf = (1,0) fiir n = 16,...,74 und immer so weiter.
Eine genaue Formalisierung diirfte sich eriibrigen, denn unter = kann Spie-
ler 2 fiir n > 1 jedes R(2n) (und damit auch R(2n + 1)) durch seine Aktion
A%(2n) selbst bestimmen. Auf diese Weise gilt liminfy_,o S(N) = —3 fast
sicher, also 47 (7,z,9) = —%.

Andererseits gilt Fryq(R(n)) = 0 fiir alle n, denn auf den (gleich wahr-
scheinlichen) Mengen {Z(2) = 1} bzw. {Z(2) = 4} haben alle R(n) jeweils
entgegengesetzte Vorzeichen. Somit ist 47 (7, x,g) = —% #0=~p(7,2,9).

Anmerkung 3: Notwendige Bedingungen

Obwohl die hinreichenden Bedingungen aus Lemma 2.2 also kaum in allge-
meiner Weise abgeschwéicht werden kénnen, sind sie erwartungsgeméif nicht
notwendig fiir die Gleichheit der beiden Totalauszahlungsversionen. Dazu sei
auf die Bemerkungen im Anschluss an Satz 3.5 und Lemma 4.2 verwiesen.

Aus Lemma 2.2 ergeben sich noch zwei Korollare:

Korollar 2.3 Wenn Spieler 1 eine yr-optimale Strategie 7 besitzt, sodass
die Voraussetzungen von Lemma 2.2 fiir jedes Tripel (s, 7*, o) erfiillt sind, so
15t 6%,9“’ = v%?w. Analog, wenn Spieler 2 eine ~yp-optimale Strategie o™ besitzt,
sodass die Voraussetzungen von Lemma 2.2 fiir jedes Tripel (s, m,o*) erfiillt
sind, so ist vy = vg?.

Korollar 2.4 Wenn beide Spieler yr-optimale Strategien ©* bzw. o* besit-
zen, sodass die Voraussetzungen von Lemma 2.2 fiir alle Tripel (s, m,0*) und
(s,7*, o) erfillt sind, und der totale Spielwert vy existiert, so existiert auch
der alternative totale Spielwert v und ist gleich vp.
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Kapitel 3

Existenz des Spielwerts

Bekanntlich braucht der totale Spielwert vr allgemein nicht zu existieren —
selbst im Fall v = 0 nicht (siehe Abschnitt 3.3). Jedoch konnten Thuijsman
und Vrieze [TV96] zeigen, dass in stochastischen Spielen, die die folgende
Eigenschaft erfiillen, der totale Spielwert vy immer existiert.

Eigenschaft P: Es ist v = 0 und beide Spieler verfiigen iiber stationire
~v-optimale Strategien.

Thuijsman und Vrieze schliefen in [TV96] mit der Frage, ob Eigenschaft P
auch hinreichend fiir die Existenz des alternativen totalen Spielwerts ist. In
diesem Kapitel geben wir hierauf eine (negative) Antwort, indem wir zeigen,
dass das Spiel T'* (siehe Abbildung 3.1) zwar die Eigenschaft P erfiillt, der
Spielwert o7 (unter unserer Sonderfallregelung (1.2)) jedoch nicht existiert.
Schlielich zeigen wir an einem anderen Beispiel, dass o7 aber auch dann
existieren kann, wenn v nicht existiert — und dies sogar unabhéngig von
der verwendeten Sonderfallregelung.

3.1 I unter der klassischen Totalauszahlung

Lemma 3.1 I'* besitzt die Eigenschaft P.

Beweis: Es seien z = (z1,22) € X und y = (y1,y2) € ¥ mit z9 = y; =
(0,0,1). Offenbar endet das Spiel nach hochstens zwei Runden, wenn x ge-
spielt wird — unabhéngig von der von Spieler 2 verwendeten Strategie o. Da
die Durchschnittsauszahlung in diesem Fall Null betrégt, erhalten wir v > 0.
Analog ist (s, m,y) = 0 fiir alle s, 7, also v < 0. Somit gilt v =0 und z, y
sind y-optimale Strategien. O
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2 0
1 1
-2 0 0 0 2
2 2 * 1 1
0 -2 0 0 0
2 2 % % %
Zustand 1 Zustand 2

Abbildung 3.1: Das Spiel I'*

Nach dem Resultat von Thuijsman und Vrieze existiert demnach der totale
Spielwert vp fiir I'*. Wieder bezeichne 7 die Runde, in der Absorption er-
folgt (nach vorheriger Wahl von Aktion 3). Wir diirfen annehmen, dass beide
Spieler ihre Aktionen 1 und 2 in jeder Spielsituation mit gleicher Wahrschein-
lichkeit wihlen. Also gilt fiir alle (sinnvollen) (7,0) € II X ¥ und s = 1,2
Esro(R(n)) = (=1)" T~ 1Py (7 > n+1) und so

2n
Buro(S@2n)) = 3 (~1)™" Paro (7 > m + 1)
m=1

2n
= Z(_l)m+s 1< Z Poro(T =k + 1) + Poro(T > 2n + 1))
m=1 k=m+1
2n k—1 2n
=Y Pug(r=k+1) > (—1)"" 7 4 Ppo(r > 2n 4 1) Y (—1)™H!
k=2 m=1 m=1

I
—~
|
_~
N—
w
e
S
Q
—~
\]
I
DN
=
_|_
—_
N—
I

(—=1)° Psro (T < 2n + 1 ungerade).

Auflerdem ist
2n—2

(—=1)*Paro (7 > 2n) + Y (—1)™ 7 Py (7 > m 4 1)
m=1

= (=1)°Psro (7 > 2n) + (—=1)* Psro (7 < 2n — 1 ungerade)

Esrs(S(2n —1))

nach obiger Rechnung. Insgesamt erhalten wir

yr(s,m, o) = lim 1nf— Z Es o (S

N—o0

[N/2]
= lim inf(—1 ( Z Pspo(T < n + 1 ungerade) + — Z Pyro (T > 2n)>

N—00
n=1 n=1



KAPITEL 3. EXISTENZ DES SPIELWERTS 18

- (—1)5(135”0(7 < oo ungerade) + %Pm(f - oo)). (3.1)

Man beachte, dass obiger liminf sogar ein echter Limes ist. Wir betrachten
z* = (z},23) = (3. %), (3,3,0)) € X. Aus (3.1) gewinnen wir yp(1,2%,0) =
—%PII*G(T = 00) > —3 fiir alle 0 € X, also vp(1) > —%. Genauso gilt mit

y* = (yt,y5) = (25,27) € Y yr(1,m,y*) = 5Py (1 = 00) = 1 < — fiir alle

NO[—

m € II. Also ist vr(1) = —1 (analog vr(2) = 3) und z*, y* sind y7-optimal.
Es ist noch anzumerken, dass I'* nicht nur die Eigenschaft P erfiillt und
damit einen totalen Spielwert besitzt, sondern in diesem Spiel beide Spieler
sogar iiber total optimale stationfire Strategien verfiigen. Dass I'* also ein
sehr ,nettes“ Spiel ist, verdeutlichen die Untersuchungen aus [TV87, Thu92]
und Kapitel 4. Umso frappierender ist die Tatsache, dass der alternative
totale Spielwert nicht existiert:

3.2 I unter der alternativen Totalauszahlung

Man sieht sofort, dass die total optimalen Strategien z* und y* nicht J7-
optimal sind. Dazu betrachtet man die Strategien mx von Spieler 1 bzw.
o_r, von Spieler 2, bei denen der betreffende Spieler stoppt, sobald er zum
ersten Mal das Kapital K bzw. L besitzt. Verwendet Spieler 2 o_ (wobei
L € N gerade ist), so gilt lim,_ o S(n) = —L Pgy+,_,-fast sicher, also
yr(s,z*,0_r) = —L. Somit ist infrcon Y7 (s,2*,0-1) = —oo. Analog ist
Ar(s,mx,y*) = K fiir gerades K € N, also supgcony7(8, 7K, y*) = o0.
Trotzdem werden z* und y* im Folgenden noch mehrfach benétigt.

Nun wollen wir die alternative Totalauszahlung fiir I'* genauer untersuchen.
Das néchste Lemma ist der Schliissel zum Beweis der Nichtexistenz des
alternativen totalen Spielwerts.

Lemma 3.2 FEs sei s € {1,2} der Startzustand. Dann gilt
(a) inf, yr(s,m,0) <5 —1— Py (T < 00) fiir alle m € II und

(b) sup, Ar(s,m,0) > 8 — 2+ Pspep (T < 00) fiir alle o € 3.

Beweis: Es sei m € II beliebig und p := Py (7 < 00). Fiir alle ¢ > 0
gibt es ein N°, sodass Pyry« (7 < N°) > p — e. Ohne Einschriankung sei N®
ungerade. Sei oV* die Semi-Markow-Strategie von Spieler 2, die in Runde
N¢ + s — 1 Aktion 3 wihlt (und in Zustand 1 vorher stets die gemischte

Aktion (%, %, 0) verwendet). Unter s, 7,0 ist dann 7 < N®+2. Lemma 2.2

und (3.1) liefern

€

Fr(s,m,0N) = yp(s,m,0™") = (=1)* P, v (T < 0o ungerade).
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Fiir s = 1 ist die rechte Seite gleich —P,  ~ns (7 < N°) = —Piy« (7 < N°) <
—p + ¢, denn beendet Spieler 1 das Spiel vor der Runde N°¢ nicht, so sorgt
Spieler 2 in dieser Runde fiir Absorption. Analog folgt im Fall s = 2, dass die
rechte Seite gleich 1 — P, ~vs (7 < N.+1) <1—p+e¢ist. Da e > 0 beliebig
war, erhalten wir inf, 47 (s, 7,0) < s —1—p. Der Beweis der symmetrischen
Aussage (b) ist vollkommen analog. O

Nun wollen wir zeigen, dass 97 nicht existiert. In den Beweisen der beiden
folgenden Lemmata geht die Sonderfallregelung (1.2) ein. Anderungen dieser
Definition wiirden also einen anderen Beweis erfordern.

Lemma 3.3 Es ist 07 (1) = inf, sup, yr(1,7,0) = 0.

Beweis: Offenbar ist o7/ (1) < 0, denn beendet Spieler 2 das Spiel so-
fort, so garantiert er sich die Auszahlung 0. Nun sei o € ¥ beliebig. Gilt
Piz+ (17 < 00) = 1, so haben wir sup, 7 (1,7, 0) > 0 nach Lemma 3.2.
Gilt dagegen Piz+o(T7 = 00) =1 § > 0, so sei 7 wie folgt definiert: Spie-
le Aktion 3 (in Zustand 2) mit Wahrscheinlichkeit +1’ wenn der aktuelle
Gewmn zum ersten Mal 2n € N betrigt. Dann ist Py (S(7) = 2n) =
(Hk 1 kH)nJrl = n(n+1) sodass Piqe(T < 00) > Pigy (1 < 00) = 1. Ist
= {7 = oo} U {7 ungerade} das Ereignis, dass Spieler 2 nicht stoppt, so
gilt Pire(S(7) = 2n) > Pire(C)Pire(S(1) = 2n|C) > 0Pigy(S(7) = 2n),

also
E Z2nP on) > i 2
171'0 171'0 — —
=n +1

Je nachdem, ob Elm(S(T)*) endlich ist oder nicht, ist 47(1, 7, o) also ent-
weder +oo oder 0. In beiden Féllen gilt sup, 4r(1,7,0) > 0. O

Lemma 3.4 9"(1) = sup, inf, y7(1,7,0) = —1.

Beweis: Offenbar ist 9/2*(1) > —1, denn beendet Spieler 1 das Spiel in der
zweiten Runde, so garantiert er sich die erwartete Auszahlung —1. Nun sei
7 € II beliebig. Im Fall Py (7 < 00) = 1 folgt inf, 7 (1,7,0) < —1 aus
Lemma 3.2. Ist dagegen P y«(7 = 00) =: > 0, so gilt

Piry+ (liminf S(N) = —o0)
N—o0
= Py (T = 00)Piry-(liminf S(N) = — =
1ry (T = 00) Piry- (lim inf S(N) = —oo| 7 = oo)
N—oo

unter Benutzung von Korollar 5.11. Fiir die hier relevanten z*, y* ist dessen
Aussage allerdings auch unmittelbar klar. Somit gilt ¥, (1, 7, y*) = —o0, also
insgesamt inf, y7(1, 7, 0) < —1 fiir alle 7 € II. O

Somit ist gezeigt:
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Satz 3.5 Auch wenn Figenschaft P fiir ein stochastisches Spiel erfillt ist,
braucht der alternative totale Spielwert v nicht zu existieren.

Obwohl o7 im Gegensatz zu vr fiir I'* nicht existiert, liefern beide Totalaus-
zahlungskriterien dasselbe Resultat, wenn Markow-Strategien f,g gespielt
werden, fiir die 7 < oo Pyyg-fast sicher und E,r,(S(7)) € R: In diesem Fall
gilt Espy(S(n)lir5ny) = Espry=(S(n))Pspg(T > n+ 1) = =Pspg(r > n+1)
fiir ungerade n (und = 0 fiir gerade n). Wegen Pyfq(7 > n 4 1) — 0 liefert
Lemma 2.1 47(s, f, ) = (s, f,9)-

Damit ist noch gezeigt, dass die in Lemma 2.2 genannten hinreichenden
Bedingungen fiir die Ubereinstimmung von 47 und ~7 nicht notwendig sind.
(Hier wird aufler Psfq(7 < 00) = 1 nur die Existenz von E,,(S(7)) verlangt.
Es lassen sich aber leicht Paare (f,g) angeben, fiir die die Bedingungen (a)
und (b) aus diesem Lemma trotzdem nicht erfiillt sind.)

3.3 Zusammenhang zwischen vy und vy

Im letzten Abschnitt wurde gezeigt, dass die Eigenschaft P und die damit
verbundene Existenz des gewdhnlichen totalen Spielwerts vr nicht hinrei-
chend fiir die Existenz des alternativen totalen Spielwerts o7 ist. Darum
stellt sich nun in natiirlicher Weise die Frage, ob die Existenz von vy zumin-
dest eine notwendige Voraussetzung fiir die Existenz von or ist. In diesem
Abschnitt zeigen wir an einem Beispiel, dass auch dies nicht der Fall ist. In-
teressant dabei ist, dass dieses Resultat nicht von der Sonderfallregel (vgl.
(1.2)) in der Definition von 47 abhéngt.

1 -1

Zustand 1 Zustand 2 Zustand 3

Abbildung 3.2: Das Spiel I'**

['** ist eine Variante des bekannten Big Match von Blackwell und Ferguson
(siehe [BF68]). Zunichst zeigen wir die Nichtexistenz von vp.

Lemma 3.6 Der totale Spielwert vy existiert fiir I'** nicht.
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Beweis: Sei 7 € T beliebig und 7 := inf{n: A'(n) = 2} die erste Runde, in
der Spieler 1 Aktion 2 wéhlt. Sei y € Y mit y; = (0,1). Dann gilt im Fall
Piry(n < 00) =0, dass R(n) = —1 fiir alle n, also yr(1,7,y) = —oc.

Sonst sei m := inf{n: Piry(n = n) > 0} und € := Piry(n = m). In diesem
Fall verwende Spieler 2 die Markow-Strategie g mit ¢gi" = (0, 1) fiir n < m,
g™ = (1,0) und ¢} = (3,1) fir n > m. Dann ist R(n) = —1 fiir n < m,
Eizg(R(m)) =1 — 2¢ und

Eirg(R(n)) = Ping(Z(n) =3) — Pirg(Z(n) = 2)
= Plﬂg(AQ(n) =2,n<n)— Plﬂg(AQ(n) =1,n<n)
= _Plﬂ'g(A2(m) = ]-7 n= m) =€

fiir alle n > m nach Konstruktion von g. Auch hier folgt yr (1,7, g) = —oc.
Somit gilt vé?“’(l) = —00. Dieser Teil des Beweises dhnelt der Argumentation
aus [BF68].

Sei nun ¢ € ¥ beliebig und die Antwort 7 dazu wie folgt konstruiert: Ist A

eine beliebige Historie, so setzen wir

r(h) = {(1,0) falls o(h)(1)
(0,1) falls o(h)(1)

>
<

N[ N[ =

’ (3.2)

Spieler 1 spielt also genau dann Aktion 2, wenn Spieler 2 die zweite Spalte
eher wihlt als die erste. Es ist einleuchtend, dass er sich so in jeder Run-
de eine nicht-negative erwartete Auszahlung garantiert. Im Einzelnen sieht
man dies so:

Es ist Eizo(R(n)) = Y pepn Eire(R(n) | H(n) = h)Pire(H(n) = h). Dabei
erfolge die Summation nur iiber solche h, fiir die die hintere Wahrscheinlich-
keit groBer Null ist. Im Fall h € H{" ist

Biro(R(n) | H(n) = h) = (()(1) = w(1)(2)) (a(W)(1) = o(1)(2)) > 0

nach (3.2). Im Fall h € H? mit s # 1 gilt E1.(R(n)|H(n) = h) = (—1)5*1.
So errechnet man

Eire(R(n)) > Z Eyrg(R(n) | H(n) = h)Piro(H(n) = h)
heH»\HT
= PlTl'O'(Z(n) = 3) - P17T0'(Z(n) = 2)

= Z(PITFO'(H(k + 1) = (h7 (27 2)7 3)) - PlTrO'(H(k + 1) = (ha (2a 1)a 2)))
heHF: k<n

= Y (Puno(A(k) = 2,2)| H(K) = h) = Puro(A(k) = (2,1) [ H(k) = b))
heHE: k<n
: PlTl'O'(H(k) = h)
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= > 7(m@)((k)) = o)1) Pirg (H(K) = h) > 0

hEH{“: k<n

nach (3.2). Wegen Fi,,(R(n)) > 0 fiir alle n ist also yr(1,7,0) > 0. Damit
ist gezeigt, dass v;F (1) > 0 > —oo = vle¥(1). O

Nun zum alternativen totalen Spielwert op:

Lemma 3.7 Der alternative totale Spielwert vr existiert fiir U**. Die Fxis-
tenz gilt fir alle (sinnvollen) Sonderfallregelungen in der Definition von .

Beweis: Wenn im Fall, dass der Erwartungswert (1.1) nicht existiert, gene-
rell 7 (s, 7, 0) = w gesetzt wird (wobei w € R beliebig ist), ist die Existenz
von o wie folgt zu sehen:

Es sei m € II beliebig und y € Y mit y1 = (3, 4). Ist Piry(A'(n) =2) =0
fiir alle n, so gilt liminfy_,, S(N) = —oo fast sicher. (Streng genom-
men benutzt man hierfiir wieder Korollar 5.11.) In diesem Fall ist also
Yr(1,m,y) = —oo. Gilt Piry(Al(n) = 2) =: ¢ > 0 fiir irgendein n, so ist
Piry(liminfy_, o S(N) = o) > 5 und Py (liminfy_, o S(N) = —0) > 5
also 7 (1, m,y) = w. Folglich ist 977 (1) < w.

Nun sei f die Markow-Strategie von Spieler 1 mit f* = (7(1751?)22) , m) Fiir

jedes o ist dann Py, (A'(n) = 2) = ([Th<) FFQD)) f7(2) = 5o Vn, d.h.
1

2n(n+1)

es gilt Py, (A'(n) = 2 fiir irgendein n) = Y%, I = 5.

Sei 0 € X beliebig. Im Fall P, ;4 (A%(n) = 2) = 0 Vn gilt liminfy o S(N) =
oo auf der Menge {A!(n) = 1 fiir alle n} und liminfy o S(N) = —oc sonst.

Nach Konstruktion von f haben wir somit P s (liminfy_,, S(N) = 00) =
P fo(liminfy o0 S(N) = —00) = 3, d.h. j7(1, f,0) = w.

Ist dagegen Pif,(A%(n) = 2) =: ¢ > 0 fiir irgendein n, so ergibt sich
P (liminfy 00 S(N) = 00) > e([Ir<t fF(1)fP(2) > 0. Demnach ist
Yr(1, f,o) > w und somit auch 352 (1) > w. Insgesamt folgt o7 (1) = w.
Fordert man im Sonderfall der Nichtexistenz der Erwartung (1.1) zusitz-
lich, dass bei Py (liminfy_,o S(N) = —o0) > 0 stets (s, m,0) = —o0
gesetzt wird (wie es in unserem Modell der Fall ist), so folgt fiir I™* sofort
o7(1) = —o0, denn mit der oben im Beweis verwendeten Strategie y kann

Spieler 2 wie gesehen Py (liminfy_ o S(N) = —00) > 0 erzwingen. O

Damit ist gezeigt:

Satz 3.8 Die Ezistenz von vy ist weder notwendig noch hinreichend fiir die
Existenz von vr.
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Kapitel 4

Optimale Strategien

In diesem Kapitel soll gezeigt werden, dass yr-optimale Strategien im Allge-
meinen nicht zu existieren brauchen und Verhaltensstrategien unverzichtbar
sein kénnen, um e-optimal zu spielen. Dazu betrachten wir das ,,Bad Match®,
mit dem Thuijsman und Vrieze [TV87] dieselben Aussagen fiir die klassische
Totalauszahlung bewiesen. Unser Ansatz wird der folgende sein: Zuerst zei-
gen wir, dass fiir dieses Spiel beide Kriterien im Fall von Markow-Strategien
iibereinstimmen. Im zweiten Schritt wird nachgewiesen, dass der alternative
totale Spielwert o7 fiir das Bad Match existiert und gleich v ist. Unter
Benutzung der entsprechenden Resultate iiber 7 ergeben sich die beiden
zu zeigenden Aussagen dann ganz direkt.

4.1 Markow-Strategien im Bad Match

-2 2

Zustand 1 Zustand 2 Zustand 3

Abbildung 4.1: Das Bad Match

Zunichst ist festzuhalten, dass in diesem Spiel |S(n)| < 2 fiir alle n € N gilt.
Die Existenz des Erwartungswertes (1.1) bereitet hier also keine Schwierig-
keiten — unabhéngig vom Startzustand und den gewéhlten Strategien.
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Es seien f,g Markow-Strategien von Spieler 1 bzw. 2. Um die Notation
abzukiirzen, sei g := g7 (1). Dies ist die Wahrscheinlichkeit, dass Spieler 2
Aktion 1 wihlt, wenn das Spiel in Runde n in Zustand 1 ist. Wir betrachten
Startzustand 1. Dann befindet sich das Spiel in geraden Runden in einem
trivialen Zustand, d.h. die ¢(™ interessieren nur fiir ungerade n. Wieder
sei 7 := inf{n: Z(n) € Sgs}. Man beachte, dass 7 niemals ungerade sein
kann und das Kapital S(n) fiir gerade n < 7 stets Null betrigt. Also ist
S(n) = R(n) fir ungerade n < 7. Auf der Menge {7 < oo} gilt offenbar

Hminfy oo 1 S0, S(n) = limy 00 S(n) = R(T — 1) € {~1,1}.

Tm Fall Pyf,(7 < o0) < 1 gilt auf {7 = oo} S@2N) = & 32N S(n) =

ﬁ 25:1 R(2n —1) und §(2N -1)= 2N 1 En 1 R(2n—1) = 2]2vN1S( N),
sodass dann

N
. e . e N |
liminf S(N) = liminf S(2N) = l}ﬂlng;R(Qn —1).

N—00 N—00

Die (R(2n — 1))pen sind auf der Menge {7 = oo} unabhingig und erfiillen
Varirg(R(2n — 1)) < 4 Vn € N. Mit pop—y := E1pg(R(2n — 1) |7 = 00) =
2 — 4¢>»=1) ergibt das starke Gesetz + Zf:f:l(R(Qn —1) — pon—1) = 0
fast sicher auf {7 = oo}. Somit erhalten wir fiir fast alle w € {7 = oo}
liminfy e S(N)(w) = liminfy o (1 — 2 S0 ¢7=1). Es folgt

;)IIT(]-a fa g) = Elfg(hm lnfg(N))
N—xo

N
. 2 e
= Brfy(R(T = 1)1 rco0) + Pi gy (r = 00) lim inf (1 -y 1>).

N—00

Nun wollen wir die klassische Totalauszahlung zum gegebenen Strategiepaar
(f,g) berechnen. Fiir n € N ist Fy17,(S(2n)) = Ey17y(R(T — 1)1{;<9p)) und
analog E174(S(2n — 1)) = E174(R(T = 1)1{7<on}) + E1 g (R(2n — 1)1 (75903),
wobei der letzte Term gleich Py fq(7 > 2n)puon—y ist. Somit gilt

N
.. 1
yr(1; f,9) = liminf = Y Eifg(S(n))

n=1
i
= lﬂlo%f_ (Z Eifq(R Dlrcngry) + nz:l Pigg(T > 2n)pion— 1)
2]
= Bifg(R(T = 1)1{7co0)) + liminf > Pipg(r > 2n)pon-1, (4.2)

n=1

denn Eify(R(T — 1)1;<pq1y) = B (R(T — Dlrco0)) €R
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Den verbleibenden liminf wollen wir mit Hilfe des folgenden Lemmas um-
formulieren.

Lemma 4.1 Ist (ap)nen eine monoton fallende Folge mit Grenzwert a > 0
und (by)nen eine beschrinkte Folge, so gilt

li f— =ali f— by,
pninf Zann alipint Zl

Beweis: Zu jedem ¢ > 0 gibt es ein n., sodass a < a, < a + ¢ fiir alle
n > n.. Wir erhalten fiir N > n,

ne—1

NZanb <NZanb —I—N Z a+ en)bp,

n=ne

wobei g, := ¢, falls b, > 0, und &, := 0 sonst. Somit folgt

N
1 1
lﬁlo%f_ Z anb, < hm inf (N Z aby, + N Z Ebn> (4.3)
n=1 ne<n<N:b, >0
N

1
< aliminf =
< al}\gloréang_ b, + Ke,

da der zweite Summand in (4.3) nicht-negativ und durch Ke beschrinkt ist,
wenn K : supneN |bn|. Bei ¢ — 0 ergibt sich liminfy_, % Zfl\;l anb, <
aliminfy o ZN by, was die eine Hilfte der Behauptung ist. Der ,>“-
Teil 1auft vollig analog D

Nun kann Lemma 4.1 auf unser Problem wie folgt angewendet werden: Fiir
n € N sei a, := Pifg(7 > n+ 1), sodass a := lim,_,o ap = Pify(7 = 00).
Weiter sei b, := p, fiir ungerade n (und b, := 0 fiir gerade n). Wegen
|bn| < 2 fiir alle n gilt also nach (4.2)

B3
.1
(1, £,9) = By pg(R(r = Dlfrcoe)) +liminf =% Pipy (7 > 2n)pizn1

n=1
(31

N |
= E17g(R(T — 1)1{7<00}) + Prg(T = 0) hmlnfﬁ Z 2n—1

N—o
n=1

. 2 o
= E17g(R(T — 1)1{7<00}) + Piyg(7 = 00) lim inf <1 - % Z:lg(? 1))

N—xo
= ?T(]-a fag)

nach (4.1). Damit ist gezeigt:
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Lemma 4.2 Fiir das Bad Match stimmen fir alle Markow-Strategien f,g
die klassische und die alternative Totalauszahlung dberein: A7 (1, f,g) =

7T(17 fag)

Wie in Kapitel 2 (Anmerkung 2) erwéihnt verdeutlicht dieses Lemma erneut,
dass die Gleichheit der beiden Versionen der Totalauszahlung auch unter
schwécheren als den in Lemma 2.2 genannten Bedingungen gelten kann.
(Hier gilt zwar die Bedingung (b) dieses Lemmas, doch wird nicht verlangt,
dass P p4-fast sicher 7 < oo ist.)

4.2 Ap-Optimalitdt im Bad Match

Um zu zeigen, dass der alternative totale Spielwert existiert und gleich Null
ist (wie der klassische totale Spielwert), verwenden wir dieselbe Methode
wie Thuijsman und Vrieze (vgl. [TV87, Thu92]).

Fiir N € N betrachten wir die wie folgt definierte Strategie m von Spieler 1:
Es sei K(n) = 221,21(]‘{142(277171):2} - 1{A2(2m71):1}) fir n Z 0. Befindet
sich das Spiel in Runde 2n + 1 in Zustand 1 (n > 0), so wéhle Spieler 1
Aktion 2 mit der Wahrscheinlichkeit (K (n)(w) + N + 1)72.

Das Ziel ist zu zeigen, dass mn Spieler 1 eine alternative Totalauszahlung von
—ﬁ garantiert. Sei o € ¥ beliebig und wie zuvor 7 = inf{n: Z(n) € Sgs}.
7 ist niemals ungerade. In [TV87] wird gezeigt, dass fiir alle m, N € N

N

Pivo({T>2m+2} U{r <2m, A*(1 1) =1}) > SN 1)

(4.4)
Links steht die Wahrscheinlichkeit fiir das fiir Spieler 1 giinstige Ereignis,
dass bis einschl. Runde 2m — 1 in Zustand 1 noch nicht Reihe 2 gespielt
wurde oder aber Spieler 2 in diesem Moment seine erste Aktion wéihlte.
Auf den technischen, aber unschwierigen Beweis von (4.4) wollen wir hier
verzichten.

Im Fall Pi,,,(7 = 00) = 0 strebt die linke Seite von (4.4) fiir m — oo gegen
Piryo(A%(T — 1) = 1). Dann ergibt sich

r(l,mn,0) = PMNU(AQ(T —1)=1)- PlWNU(AQ(T -1)=2)
N 1
=2P (A% (r—=1)=1)—1> —1l=——.
i (AT = 1) =1) = 1> = N+1

Andernfalls setzen wir A(m) = Pigyo(r < 2m, A%(r —1) = 1) und
p(m) = Piryo(T < 2m, A%(1 — 1) = 2), sodass A := lim,,_,00 A(m) (bzw.
g :=limy, o0 (m)) die Wahrscheinlichkeit dafiir ist, dass Spieler 1 jemals
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Aktion 2 wihlt und Spieler 2 sich in dieser Runde fiir Aktion 1 (bzw. 2)

entscheidet. Also ist Eyr o (liminfy_ oo S(N)1{7<Oo}) = )\ — p und daher
Ar(1,7n,0) = A — o+ Bigyo(liminf S(N) 1, _oy).
N—o0

Der letzte Term ist nicht-negativ, da im Fall 7(w) = oo nach Definition von
mn K(n)(w) > —N fiir alle n € N ist, also >, S(m)(w) > —2N fiir jedes
n € N und so liminf, . S(n)(w) > 0.
Es bleibt zu zeigen, dass A — > —ﬁ. Wir betrachten die Strategie oy,
von Spieler 2, die bis zum m-ten Besuch in Zustand 1 (Runde 2m — 1) mit o
iibereinstimmt und dort ab Runde 2m + 1 stets die gemischte Aktion (%, %)
benutzt. Wird o, gespielt, so kann {7 = oo} = {K(n) > —N Vn, 7 = oo}
nur Nullmaf} besitzen. Wie im ersten Fall gilt also 47 (1, 7n,0m) > —ﬁ
fiir alle m. Nun ist zu beachten, dass 7 (1, 7n, 0., ) gleich A(m) — u(m) ist,
da auf der Menge {7 > 2m} der erwartete Gewinn Null betrigt. Also ist
A(m) — p(m) > —ﬁ fiir alle m und mit m — oo ergibt sich schlieBlich
A—pu> —ﬁ wie zu zeigen war. Somit gilt:

Lemma 4.3 Fiir das Bad Match ist 92" (1) = sup, inf, Y7 (1,7, o) > 0.
Nun kénnen wir unser Hauptresultat formulieren:

Satz 4.4 Fiir das Bad Match existiert der alternative totale Spielwert vp
und es gilt vp(1) = 0. Beziiglich 4 verfiigt Spieler 1 iber keine optimale
Strategie und keine e-optimale Markow-Strategie (fir alle ¢ € [0, 1]).

Beweis: Lemma 4.3 liefert 9,2 (1) > 0. Wegen |S(n)| < 2 Vn gilt

yr(1,7,0) =liminf By7;(S(N)) > Eire(liminf S(N)) = jr(1,7,0) (4.5)
N—o00 N—o00

fiir alle (r,0) € II x . Also ist o7 (1) < v77(1) = 0, wobei die hintere
Gleichheit in [TV87] zu finden ist. Somit existiert o7 (1) und ist gleich Null.
Weil Spieler 1 keine yr-optimale Strategie besitzt (siehe [TV87]), also fur
alle  ein o mit yp(1,7m,0) < 0 existiert, folgt mit (4.5) 7 (1,7,0) < 0.
Somit hat Spieler 1 auch keine yr-optimale Strategie. Weil Spieler 1 (fiir
e € [0,1]) auch iiber keine bzgl. y7 e-optimale Markow-Strategie verfiigt
(sieche wieder [TV87]), besitzt er nach Lemma 4.2 also auch keine bzgl. 47
e-optimale Markow-Strategie. O



28

Kapitel 5

Stationire Strategien

In diesem Kapitel sollen stationére Strategien genauer untersucht werden.
Das Ziel ist die Angabe einer expliziten Formel fiir die alternative Totalaus-
zahlung unter einem Paar stationirer Strategien. Um dieses Resultat her-
leiten zu konnen, beschiiftigen wir uns zunichst allgemein mit homogenen
Markowketten.

5.1 Funktionale auf homogenen Markowketten

Wir betrachten eine homogene Markowkette {Z,,,n > 1} auf einem W-Raum
(2, A, P). Der Zustandsraum S der Kette sei endlich. Das zum Startzustand
s € S gehorende W-Maf} bezeichnen wir mit Ps. Ohne Einschrinkung neh-
men wir an, dass die Markowkette aus einer einzigen rekurrenten Klasse
von Zustinden besteht, denn die in den Abschnitten iiber Markowketten
behandelten Fragestellungen setzen stets die Wahl eines festen rekurrenten
Startzustands voraus. m = (m)cs stehe fiir das invariante Wahrscheinlich-
keitsmaf} auf S. Man beachte, dass 7y > 0Vt € S.

Zu einer Auszahlungsfunktion f: S — R setzen wir S, := Y. f(Z;)
und nennen S, den Besitz oder das Kapital zum Zeitpunkt n. In [Chu67]
kann man umfangreiche Resultate iiber die Asymptotik von S,, finden. Fiir
unsere Zwecke bendtigen wir jedoch Aussagen iiber die Asymptotik von
Sy = % 27]:[:1 Sp. Um deren Herleitung soll es im Folgenden gehen.

Fiir einen beliebigen Zustand s € S bezeichnen wir mit 74(s) den Zeitpunkt
des k-ten Besuchs in s. Formal sei also 7(s) := inf{n € N: Z, = s}
und analog 7,(s) := inf{n > 7,_1(s): Z, = s} fir & > 1. Wegen der
Rekurrenzeigenschaft und der Endlichkeit von S bricht die Folge (7($))ken
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nie ab, d.h. es gilt fast sicher 74 (s) < oo fiir alle k. Wir setzen weiter pi(s) :=
Ti41(5) = 7r(s) und Yi(s) 1= 37200 £(Z,). Die Gre Yi(s) beschreibt
dann den Zugewinn im k-ten Riickkehrintervall von s. Offensichtlich sind

(P (s))ken und (Yi(s))ken iid-Variablen. Ferner sind die Verteilungen von
Yi(s) und pq(s) unabhiingig vom Startzustand. Daher verzichten wir fiir
diese Groflen auf die Indizierung des W-Mafles durch den Startzustand und
schreiben etwa nur E(Y1(s)) oder P(pi(s) > n).

Lemma 5.1 E(Y1(s)™) ezistiert fir alle s € S und m € N.

Beweis: Weil S endlich und die Kette rekurrent ist, existieren fiir s € S
bekanntlich alle Momente von pl( ) (siehe z.B. [Chu67]). Daher gilt fur

alle m € N B(|Vi(s)[™) < E(Z200) 1F(Za))™) < E((Mpi(s))™) < oo,
wobei M := maxgeg |f(s)]. O

Das niichste Lemma bestitigt folgende Uberlegung: Der erwartete Gewinn
zwischen zwei Besuchen in s ist gerade das Produkt aus der erwarteten Linge
dieses Riickkehrintervalls und dem (im Limes) durchschnittlichen erwarteten
Gewinn einer einzelnen Runde.

Lemma 5.2 Es sei s € S. Dann gilt n,E(Y1(s)) = > ,cq f(t)m;. Dies ist
fiir jeden Startzustand s1 € S gleich limy,_, o %Esl(Sn).

Beweis: Unter Beachtung von Z(71(s)) = s kann man Y7 (s) umformulieren:

Yi(s) = £(8)+ 20 F(Zry(syen) = S5 )+Zn 1 F(Zzy(5)4n)L{p1 (s)>n}- Da

fir N € N |Zn 1f( -I—n)l{pl >n}| < Zn 1|f( 71( +n)|1{p1 (s)>n} <
Mp(s) € LY(P) gilt, smd Erwartungswert und leesblldung vertauschbar:

E(Yi(s )+ ZE sy+n) 1p1 (s)>n})

5) + Z E( Z f(t)l{Zrl(an:t, 01(8)>n}>

n=1 tES\{s}

F YOS P yen =1 pr(s) > )

teS\{s} n=1
Z f(t) Z sp?t'
teS\{s} n=1

Dabei ist sp}; die Wahrscheinlichkeit dafiir, bei Start in s nach genau n
Schritten Zustand ¢ zu besuchen, ohne zuvor noch einmal s durchlaufen zu
haben. Die Summe Y, (p¥, ist dann die erwartete Anzahl der Besuche in
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t vor der ersten Riickkehr nach s, wenn man in s startet. Dieser Erwartungs-
wert ist bekanntlich gleich 7t (siehe z.B. [Chu67]). Somit ist

E(Yi(s)) + > ft) 7Tt:—Zf

teS\{s} 5 tes

Ferner gilt fiir einen beliebigen Startzustand s; € S

LB (Sn) = %ZEm(f(Zi)) = S WP (7 =1

i=1 teS

LD SEACEVES SHCE

teS z_l teS

fiir n — 0o.Dies war zu zeigen. O

Korollar 5.3 Die Grifie nsE(Y1(s)) ist eine von s unabhdangige Konstante.
Insbesondere gilt: Ist fir ein s € S E(Yi(s)) =0, so gilt E(Y1(t)) = 0 fiir
allet € S.

Der asymmetrische Fall y~, ¢ f(t)m; # 0 ist uninteressant, denn dann gilt fiir
n — oo fast sicher S,, — +o0, falls ), ¢ f(t)m; > 0, und analog S, — —oo0,
falls >, ¢ f(t)m < 0, wie man sehr schnell zeigen kann (siehe etwa, [Chu67]).
Dasselbe gilt dann auch fiir Sy bei N — oo.

Uns wird im Folgenden der symmetrische Fall ), ¢ f(t)m; = 0 beschéftigen.
Wenn wir diese Voraussetzung stellen, bedeutet dies nach Korollar 5.3 also
E(Yi(s)) = 0 fiir alle s € S. Zunichst betrachten wir eine ,,degenerierte“
Situation:

Lemma 5.4 Es sei s € S. Gilt Y1(s) = 0 fast sicher, so gilt auch Y1(t) =0
fast sicher fiir alle t € S.

Beweis: Sei t # s beliebig. Weil S aus einer einzigen rekurrenten Klas-
se besteht, gibt es n,m > 2 und Folgen s = uj,u9,...,u, = t und t =
Vs V1y- v, Uy = S aus S (mit u; # s fiir 1 <i <nundw; # sfiir 0 <i <m),
die positives MaB besitzen. Also gilt F := 327" f(u;) + 327" f(vi) = 0.
Sei nun ¢ = wy, wy,...,w; = t irgendeine Folge von Zustinden (mit w; # ¢
fiir 0 < i < 1), die ebenfalls positives Maf besitzt. Dann hat auch die kom-
binierte Folge s = uy,...,up =t = wo, Wi,..., W =& = Vg, V1y...,Um = §
positives MaB, woraus wieder F+3"'_1 f(w;) = 0 und damit 3 '_§ f(w;) = 0
folgt. Somit ist auch Y7(¢) fast sicher gleich Null. O

Korollar 5.5 Unter der Voraussetzung von Lemma 5.4 ist Sy_1 fiirn € N
o(Z1, Zyp)-messbar, das heifit es existieren Konstanten {cs(t) : s,t € S},

sodass Sy, 1 = Zs,tES cs(t) 17,25, 7,=t} -
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Beweis: Nach Lemma 5.4 sind die Yi(t) fast sicher gleich Null. Fiir zwei
Besuche 7 (¢) und 7(¢) im Zustand ¢ (mit & <) gilt also 0 = Zi;k Yi(t) =
Snt)—1 — Sr.(t)—1, d.h. das Kapital bei Besuchen in ¢ ist konstant. Diese
Konstante kann hochstens vom Startzustand s abhiingen und werde mit
¢s(t) bezeichnet. O

Es ist noch anzumerken, dass wegen S, = S,_1 + f(Z,) damit auch S,
0(Z1, Zy)-messbar ist. Dieser Umstand wird allerdings nicht bendotigt.
Lemma, 5.4 rechtfertigt es, im Folgenden von einer degenerierten Kette zu
sprechen, falls Y; (s) = 0 fast sicher fiir ein (und damit fiir alle) s € S gilt. Fiir
festes s € S kann ¢4(.) auch als Funktion ¢s: S — R aufgefasst werden. Nun
kénnen wir die Asymptotik von Sy im degenerierten Fall miihelos herleiten:

Satz 5.6 Es sei sy € S ein Startzustand. Ist die Kette degeneriert, so gilt
my 00 SN = Y sc g Csy (t)my Py, -fast sicher

Beweis: Nach Lemma 5.5 gilt S, = ), g ¢s, (t)1{7,,, =1 Zu einer Realisie-
rung w = (wi,ws,...) der Markowkette setzen wir nun g(w) := cs, (Z2(w)),
sodass fiir n € Ng g(0"w) = ¢5, (Zn4+2(w)) gilt, wenn o der tibliche Linksshift
ist. Da o mafitreu ist, ergibt sich

N N
1 1
= N Z Z Csy (t)l{Zn+1(w):t} = N Z Cs1 (Zny1(w))
n=1teS n=1
1 N—
=¥ Z o"w) — s, (t)m

tes

Py, -fast sicher nach dem Ergodensatz. O

Als nichstes wollen wir die Asymptotik von Sy im Fall untersuchen, dass
die Kette nicht degeneriert ist, d.h. dass die Y7(s) nicht fast sicher gleich
Null sind. Dies wird wesentlich mehr Aufwand erfordern als im soeben be-
handelten degenerierten Fall.

5.2 Vorbereitungen

Der akkumulierte Gewinn zum Zeitpunkt des K-ten Besuchs im Startzu-
stand sy betrigt gerade Sy, (5,)—1. Zunéchst betrachten wir S fiir die Teil-
folge Nk := 1k (s1) — 1, d.h. wir mitteln die S,, bis zum K-ten Besuch in s;.
Fiir die so gewéhlten Zeitpunkte erhélt man die Zerlegung

T (51)—1 K—1pi(s1)

Z Sn = Z Pk(51) 87 (51)-1 + (Sr(on)-145 = Sri(s1)-1)
k=1 j=1
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K—1k—1 K—1
= Yi(s)pr(s1) + Y Xi(s1)
k=1 j=1 k=1
K-1 k1
N (R AES ACH] (5.1)
k=1 j=1
wenn man X (s1) = g)k_(fl)(STk(sl),Hj — Sr(s1)—1) setzt. Entscheidend

ist nun, dass die i (s1) := (pr(s1), Yr(s1), Xk(s1)) fiir & € N eine iid-Folge
bilden. Das Tripel 1% (s1) gibt die Léinge des k-ten Riickkehrintervalls, den
darin erzielten Gesamtgewinn und die Summe der Zugewinne in diesem
Zeitraum an.

Satz 5.7 Es sei s1 € S ein Startzustand. Dann ist limianﬁoogTK(sl),l
Py, -fast sicher konstant.

Beweis: In diesem Beweis lassen wir das Argument s; an den Zufallsva-
riablen 7k, pr, i und X, der Einfachheit halber weg. Sei A eine endliche
Permutation von N mit m := max{n: A(n) # n} und K > m+ 1. Dann gilt:

K-1 k—1
> (PA(k) > Y+ XA(k))
k=1 =il
m ' K-1 m k—1 K-1
= ZYA + ) pA(k)(ZY/\(j)"‘ Yx(j))ﬂ“ Xk
k=1 k=m+1 j=1 j=m+1 k=1
m K-1 m k—1 K-1
= 2o ZYA MPIONADIRAEDIET
k=1 k=m+1  j=1 j=m+1 k=1

T —1

k-1
= Z Sn -l—Z(PA ZY/\ PkZYj)- (5.2)

. - -1 - - ,

Es sei hic(v) == (28" oe) " 80" (on 51 Y + Xi) fiir 0 := () ke
Da die in (5.2) hinten stehende Summe nicht mehr von K abhéngt und fast
sicher endlich ist, folgt

lim inf A (M)

K—oo

ST S+ T (o >Z'“ — 21 Y))
= lim inf

K—o00 Zk 1 IO)\

Tr—1

= lim 1nfz:”715 = liminf h ().

K—oo Zk 1 Pk K—oo

Somit ist liminfx_,, hx endlich permutierbar beziiglich . Fast sicher ist
also liminfx oo h (1) = liminfg o Srp—1 konstant. O
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Unser Ziel ist eine Aussage iiber die asymptotische Verteilung von Sy, also
des mittleren Besitzes bis zum Zeitpunkt N. In einem ersten Schritt wird
nur der mittlere Besitz bei Besuchen im Startzustand s; betrachtet.

Lemma 5.8 Es sei s1 € S ein Startzustand und ) o f(t)m = 0. Ist die
Kette nicht degeneriert, so gilt

1 1 &
(7R 2 S

k=1

Psl> — N(0,1)

E(Mi(s1)?)

fiir K — 0o, wobei o := 3

Beweis: Weil nach Voraussetzung Y1(s1) nicht fast sicher konstant ist, gilt
o > 0. Wir setzen &gp := K\/—Yk(sl) fir K €e Nund 1 < £k < K.

. K—1 K—1

Dann 18t Zk:l §Kk = aKl\/E Ek:l (K k)Yk(Sl) K\/_ Zk 1 Tk 51) 1-
Wegen Lemma 5.1 und Lemma 5.2 bilden die £, ein quadratintegrierbares,
zentriertes zeilenunabhéngiges Schema. Es gilt:

K—

—

E(&r) = 2K3 Z (K —k)>E(Yi(s1)%)

_ B (K - DKGK 1) L B((s)?)

=1
o2 6K3 302

fiir K — oo, wenn o gewahlt wird wie oben. Seien nun ¢, > 0 beliebig und
K so groB, dass P(|Yi(s1)| > dovK) < 2. Dann ist

K—1 K-1 (K — k)2
> Bkl iexil>sy) = E(72 Yk(31)21{|yk(s1>>W}>
k=1 k=1
K—1
Kk SoKVK
< (OQT?))\/E(Yk(SI)4)P(|Yk(SI)| > K —k >
k=1
< VI Z (K — k)"

E(Yl(sl) ) (K — 1)K(2K — 1) < E(Y1(81)4)
o2 6K3 =302

Da € > 0 beliebig war, folgt Ef:_ll E(é%(kl{‘gKk‘>§}) — 0 fiir K — oo. Der
Zentrale Grenzwertsatz liefert nun die Behauptung. O

Im nichsten Schritt stellen wir eine Beziehung zwischen dem soeben be-
trachteten und einem verwandten gewichteten Mittel her:
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Lemma 5.9 Es sei s; € S ein Startzustand und ), ¢ f(t)m = 0. Ist die
Kette nicht degeneriert, so existiert fir alle § > 0 ein a > 0, sodass fiir alle

KeN
Vs
( mzpksl o) ZSTM )<5.

Beweis: Auch in dlesem Beweis werden wir d1e Abhéngigkeit von pp und
anderen Zufallsgroflen von s; der Kiirze wegen unterdriicken.

Es sei 0 > 0 gegeben und « > 0 zunéichst beliebig. Wegen 71 = 1 ist die zu
zeigende Aussage im Fall K < 2 trivial. Sei also K > 2. Da alle erforderlichen
Momente existieren, konnen wir die Tschebyschev-Ungleichung anwenden:

T K-1 1 K-1
Py, (\7 Z PkSri—1 = 72 Z Snt| 2 a)
. 7r§1 ([1 ! ]2>
K 51 Tk 1
K

=1

2 K-1K-1
25 Z ESI I)Sﬂcfl(pl - 71-;11)57.171)
k=1 [=1
7r§1
202 Z Esl ((pk - 7T ) S‘rk 1)
k=1
denn in den gemischten Termen ist fiir & < [ die Grofle p; = 741 — 7

unabhéngig von allen anderen Faktoren und ihre Erwartung betrégt gerade
7rs_11. Indem wir die Unabhéngigkeit von p, und S7, _; ausnutzen, erhalten
wir
K-1
_ Wzlvar(ﬁ)l)
K22
~1

w2 Var(p
Var(Y;) = == Z 1)Var(Y7)
k=1 j=1 k=1
72 Var(p1)Var(Y1) (K —2)(K —1) _ Var(p;)Var(¥;)
a? 2K? 202 '

Setzt man also a := w, so ist die Behauptung bewiesen. O

_ m;, Var(p1)
- K202

5.3 Asymptotik des Cesaro-Mittels Sy

Im néchsten Satz gewinnen wir schliefflich eine Aussage iiber die Verteilung
von Sy (zu den Zeitpunkten Nx = 7 (s1) — 1) im nicht-degenerierten Fall.
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Satz 5.10 Es sei sy € S ein Startzustand und ), g f(t)my = 0. Ist die
Kette nicht degeneriert, so gilt fiir K — oo

L( ETK(Sl)fl

0\/7?1\/7'[((81) -1

Beweis: Erneut verkiirzen wir die Notation durch Unterdriickung der Ab-
hingigkeit der verschiedenen Zufallsvariablen von s;. Es seien ¢ € R und
e > 0 gegeben. Man errechnet

S g, K2 (1 1)%
-1 K —
P2y <o) =P (B 2 5 <om )

Psl> — N(0,1).

(T — 1)%

nach Zerlegung (5.1). Wegen - Ele X — E(X) fast sicher ist die zweite
Wahrscheinlichkeit fiir hinreichend grofie K kleiner als €. Dann ist die letzte
Zeile

1 K-1 (7_ 1)
K —
> P51 (_P, g STk.—l < CTgy 7P,’
k=1

3
2

— 7 (B(X)) +1) — a>

- K-1 1 K-1
_P51< % Zpks’rk—l_ ? Z S’rk—l‘ 204> - &
k=1 k=1

wobei man unter Benutzung von Lemma 5.9 « so wéhlt, dass die zweite
Wahrscheinlichkeit kleiner als ¢ ist (fiir alle K). Setzt man abkiirzend g :=
75, (E(X1) + 1) + a, ist Obiges

(T — 1)%

1 K
-P51 3 STIcf 3 S1 - -2
. (U(K—m 2 1<0(K—1)5(m K B>> )

3

1 —1)2

ZP81 (73 S’kal < &M _8> _28,
o(K —1)2 k=1 T (K-1)>



KAPITEL 5. STATIONARE STRATEGIEN 36

wenn K so grof ist, dass (KK v B < e. Ferner gilt TI’(":I K T Ek | Pk —
o(K—-1)2
E(p1) = m,,' fast sicher. Damit strebt die in der letzten Wahrschemhchkelt

rechts stehende Zufallsgrofie fast sicher gegen m;sl (E (pl)) 2 —¢e. Also ist die
letzte Zeile

K—-1
> P, —€e—¢
2 Py 2 S < )
-1
_ P, C”sl(K LA
o (K-1)2 0Ty

K-1

1

>p(—1 s, < _2g>_3g
1( (K —1)3 Z - Ux/ﬂsl

W[ e

fiir hinreichend grofie K. Diese Wahrscheinlichkeit strebt nach Lemma 5.8
gegen '1)(0\/27 ). Fiir hinreichend grofle K ist die letzte Zeile also groier
1

gleich ®( ) — 4e. Somit gilt fiir alle e > 0 und hinreichend groie K

c
0\/Ts,

ET —1
P, — K < > ®(c — 2¢) — 4e.
51<U 7T51\/7ﬁ C) B (C E) ©

Lisst man ¢ gegen Null gehen, folgt

§T 1
lim inf Py £ > ®(c).
it P (e <o) 2 000

Eine v6llig symmetrische Argumentation liefert, dass der limsup dieser Folge
kleiner gleich ®(c) ist. Zusammen folgt die Behauptung. O

Korollar 5.11 Es sei sy € S ein Startzustand und ), g f(t)m; = 0. Ist die
Kette nicht degeneriert, so gilt iminfy_,., Sy = —oo Ps, -fast sicher.

Beweis: Nach Satz 5.7 ist liminfx e gTK(sl),l Py, -fast sicher konstant.
Aus Satz 5.10 folgt nun, dass diese Konstante —oo sein muss. Also gilt

liminfy_ e S < liminfr oo ETK(Sl)—l = —oo P, -fast sicher. O

Weil die Folge (7x (s1) — 1) ken nicht abbricht, iiberrascht es nicht, dass aus
Satz 5.10 sogar eine Aussage iiber die Verteilung von Sy gewonnen werden
kann:

Satz 5.12 Es sei s; € S ein Startzustand und ), g f(t)my = 0. Ist die
Kette nicht degeneriert, so gilt fiir N — oo

5(7‘9 N
Ts,VIN

psl> L N(0,1),
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Beweis: Zum Startzustand s; und N € N sei die Zufallsvariable [ (s1) in
Anlehnung an [Chu67] mittels 7, (5,)(s1) < N < 75, (5, )41(51) definiert. Das
Argument s; an dieser und anderen Groflen lassen wir im Folgenden wieder
weg. Wegen 71 =1 ist 1 <[y < N fiir alle N. Es gilt

Sy Sny- (nN — 1)3/2 L1 ZN: 5 53)
— — n- .
VN Jme I\ N VNN &
Zuerst zeigen wir, dass % stochastisch gegen Null konvergiert. Fiir
m € N gilt

P (ry <N—m)=P (Z; #s1 fir N—m <i<N) < r{legth(Tl >m+1)
€

fir alle N € N. Wegen Y > Pi(11 > m) = Ey(r1) < oo fiir allet € S
strebt dieses Maximum fiir m — oo gegen Null. Damit gilt fiir m — oo auch
Py (N — 1, > m) — 0 gleichmiflig in N. Wahlt man also zu €,6 > 0 mg
so groB, dass Ps, (N — 77, > myg) < ¢ fiir alle N, und dazu Ny so gro8, dass
dv/No — 1 > my, so folgt sofort

N — 1
P;, (# > 5) =P, (N—7, >0/N—-1)<e VYN>N, (54)
N_TIN+1

Betrachten wir nun Formel (5.3). Nach (5.4) gilt " =1 — 2™l _y 4
stochastisch. Wenn wir also zeigen koénnen, dass der hintere Term in (5.3)
S, -

. . 1 Sy 1 R
stochastisch gegen Null strebt, so sind N und T asymptotisch iden

tisch verteilt. Weil die zweite Grofle nach Satz 5.10 in Verteilung gegen
N(0,0%ms,) konvergiert, gilt dies dann auch fiir \S/—% Betrachten wir also

den hinteren Summanden in (5.3):

N N

1 N-—m, +1 1
Y Si= A g b —— Y (S =S -
n I 1 ,_‘Trr (n In 1)

n=ry, n=Tl

In—1 N

Nz—nN-+1 lN-—l 1 1
— - - Y+ —— S, — S, 1)
NN o1 2 Uy 2 (5 S

n:nN

(5.5)

Es gilt lN% EZNZ Il Y, — E(Y1) = 0 fast sicher unter Benutzung von Lem-

T
ma 5.2. Ferner ist l’\’% <1 fiir alle N und schlieBlich konvergiert %
wie oben gesehen stochastisch gegen Null. Also strebt der erste Summand

in (5.5) gegen Null. Fiir den zweiten Summanden errechnet man

N N

‘ﬁ Z (Sn—STlel) Sﬁ Z (n—m, +1)M

n=Tly n=Tly
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N7T1N+1
- Zn:(N—nN+1)(N—nN+2)M_>0
VNN = 2V NN

stochastisch wegen (5.4), wobei wieder M = maxscg |f(s)|. Also konvergiert
der hintere Term in (5.3) fir N — oo stochastisch gegen Null. Dies war zu
zeigen. O

Damit haben wir insgesamt folgende Aussage iiber die Asymptotik von Sy
im Fall einer aus einer einzigen rekurrenten Klasse bestehenden homogenen
Markowkette bewiesen:

Satz 5.13 Es sei {Z,,n > 1} eine homogene Markowkette mit endlichem
Zustandsraum S, die nur aus einer rekurrenten Klasse besteht. Das invari-
ante MafS auf S werde mit (m;)ics bezeichnet. Zu einer Funktion f: S — R
sei Sp = Y0 f(Z;) und Sy = %25:1 Sp. Fir s € S, k € N sei 1,(s)
der Zeitpunkt des k-ten Besuchs in s und Yi(s) = E::le((ss);l f(Zy,). Es sei
s1 € S ein Startzustand.

(a) Kette degeneriert:
Ist Yi(s1) = 0 Py, -fast sicher, so gilt Sp = Y ,cqcs, ()7, =1 fiir
n € N mit gewissen Konstanten cs, (t) und

Sy — chl(t)wt
tesS

jeweils Py, -fast sicher.

(b) Kette nicht degeneriert:
Ist Yi(s1) # 0 mit positivem Pg, -Maf und ), g f(t)my =0, so gilt

S
a(% P51> = N(0,1),
o?Ts,
wobel o = %ﬁ)z) Es gilt liminfy_,o, Sy = —o0 Py, -fast sicher.

(¢) Asymmetrischer Fall:
Sonst (d.h. fir Y, q f(t)m #0) ist

. {-I—oo falls Y cq f(B)m; >0,
N —
—oo  falls Y ,cq f(t)m <0

Py, -fast sicher.
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5.4 Anwendung auf stochastische Spiele - Teil 1

Nun wollen wir die im letzten Abschnitt gewonnenen Resultate auf stochas-
tische Spiele anwenden. Es sei s; ein Startzustand und (z,y) € X x Y. Wie
bisher bezeichnet Z(n) den Zustand in Runde n und S(n) den nach n Run-
den erzielten Gewinn von Spieler 1. Die Folge (Z(n))nen ist aufgrund der
Stationaritit von (x,y) eine homogene Markowkette auf dem Zustandsraum
S des Spiels. Das zugehorige invariante W-Mafl auf S werde mit (7m;)ics
bezeichnet.

Zunichst beschrinken wir uns wie oben auf den Fall, dass S aus einer einzi-
gen rekurrenten Klasse besteht. Die Resultate iiber homogene Markowketten
sind jedoch auch unter dieser Voraussetzung nicht direkt anwendbar, weil die
Auszahlungsfunktion r eines stochastischen Spiels nicht auf S selbst, sondern
auf der Menge {(s,4,7): s € S, (i,j) € As} erkléart ist. Daher betrachten wir
die zu (z,y) assoziierte Markowkette {(Z(n), A(n)),n > 1} auf dem Raum
S*:={(s,1,7): s € S, (i,7) € As, x5(i)ys(y) > 0}. Mit (7}+)+es+ bezeichnen
wir das zugehorige invariante Mafy auf S*. (Zur besseren Unterscheidung von
dem nun auf S definierten W-Maf (7;);cs verwenden wir dabei anders als
in den letzten Abschnitten die x-Notation.) Fiir t* = (¢,k,[) gilt offenbar

mfe = mze(K)y ().

Setzen wir fir s* = (s,4,7) € S* f(s*) := r(s,4,7), so befinden wir uns
mit S, = >0, f((Z(i), A(:))) wieder in der Situation von Satz 5.13 —
mit der Einschrinkung, dass durch die Wahl eines Startzustands s; € S
im stochastischen Spiel nicht eindeutig ein Startzustand s} € S* fiir die
assoziierte Markowkette bestimmt ist. Auf {Z(1) = s1, A(1) = (k1,01)} gilt
jedoch

S(n) = R(1) + Y _ R(i)
=2

=r(si,h )+ Y Y kDL 6=, A@)=(e)}

sodass die Resultate iiber Sy auf S(N) iibertragen werden kénnen, wenn
man die Problematik des Startzustands beachtet.

Dazu definieren wir die Zufallsgrofen 74 (s), px(s) und Y (s) auch fiir Zustén-
de s € S. (Wie oben sind (pk(s))ren und (Yi(s))ken iid-Variablen, deren
Verteilung unabhéngig vom Startzustand ist.)
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Genauso wie in den Lemmata 5.1 und 5.2 kann man zeigen, dass auch fiir
s € S E(Yi(s)™) fir alle m € N existiert und m;E(Y71(s)) konstant gleich
Dotes Ttz y)m ist (wobei r(t,z,y) = 3 nea, T(t K Dze(k)ye(l) die er-
wartete Auszahlung in Zustand ¢ unter (z,y) ist).

Im Ubrigen sieht man wie bei Lemma, 5.4, dass mit Y;(s) = 0 fast sicher (fiir
festes s € S) auch Y;(¢) = 0 fast sicher fiir alle t € S gilt. Die Beweise dieser
Aussagen unterscheiden sich kaum oder gar nicht von denen der genann-
ten Lemmata, sodass wir uns hier auf die Zusammenfassung der Ergebnisse
beschrinken. Zwischen S und S* besteht die folgende Beziehung:

Lemma 5.14 Fir alle s* € S* und alle s € S ist

v(s,z,y) = o E(Y1(s Z [t ) = Zr(t,ﬂv,y)wt =7m.E(Y1(9)).

t*eS* tes

Beweis: Die zweite Gleichheit stammt aus Lemma 5.2, die letzte aus der
entsprechenden Version fiir s € S. Ferner ist

Soofym = > etk Dma(k)y(l)

t*eS* (t,k,1)eS*
= Zﬂ-t Z T(takal)xt(k)yt(l) = ZT(t7$7y)Trt
tes (k\)eA tes

sowie

>tk Dmy(k)y (1)

(t,k,l)eS™*
Z tkl$t yt lgﬂwﬁzpszy )
(t,k,l)eS™*
N

= dim oS STtk D) Py (Z0n) = 1, Aln) = (kD)

1

= lim =37 Hoy(R(n) = 7(s,7,9)

fiir jedes s € 5. O

Also ist (s, z,y) auf rekurrenten Klassen konstant in s. Auflerdem wird
deutlich, dass die Voraussetzung ) ... f(t*)7}. = 0 aus den Sétzen des
Abschnitts 5.3 hier der Forderung v(z,y) = (v(1,z,y),...,v(z,z,y)) =0
entspricht.

Wenden wir nun Satz 5.13 auf die assoziierte Markowkette an, so tritt fiir
einen fest gewihlten Startzustand s neben dem asymmetrischen Sonderfall



KAPITEL 5. STATIONARE STRATEGIEN 41

die Fallunterscheidung Y7 (s7) = 0 fast sicher/nicht fast sicher auf. Auch diese
Bedingung ist in die Situation des zugrunde liegenden Spiels zu iibertragen.

Lemma 5.15 FEs sei s7 = (s1,41,71) € S*. Dann gilt Y1(s1) = 0 fast sicher
genau dann, wenn Y1(s7) =0 fast sicher.

Beweis: Ist Yi(s;) = 0 fast sicher, so gilt fiir alle Historien der Form
(s1,k1,01,52,...,8, = s1) (mit s; € S und (kj,1;) € As;), die positives
Py, zy-Mafl haben, dass Z;n:_ll r(s;j, kj,1;) = 0. Weil das auf s, folgende
Aktionspaar dabei keine Rolle spielt, gilt in der assoziierten Markowkette
ebenfalls fiir alle Historien der Gestalt (s7 = (s1,k1,01),85,...,85, = s7),
dass Y71 f(s3) = 0. Fiir (ky,11) = (i1,71) erhiilt man Y(s}) = 0 fast
sicher.

Fiir die Riickrichtung beachte man, dass nach Lemma 5.4 mit Y;(s7) = 0 f.s.
auch Y7 (s*) = 0 f.s. fiir alle s* € S* gilt. Ist nun (s, k1,01, 82,...,8m = $1)
eine beliebige Historie, so folgt Z;n:_ll (s, kj,1;) = 0 analog zu eben wegen
Yi((s1,k1,11)) = 0 fast sicher. Damit gilt Y;(s1) = 0 fast sicher. O

Nun kénnen wir die drei Fille aus Satz 5.13 auf stochastische Spiele iiber-
tragen. Zuerst zeigen wir eine Aussage fiir die degenerierte Situation. (Man
beachte, dass Y;(s1) = 0 f.s. nach Lemma 5.14 7(s1, z,y) = 0 impliziert.)

Lemma 5.16 Besteht S nur aus einer einzigen rekurrenten Klasse und ist
s1 ein Startzustand mit Yi(s1) = 0 Py, g4y-fast sicher, so gilt yr(s1,z,y) =

yr(si,z,y). Es ist sogar limy_,o0 S(N) = y7(s1,2,y) Ps,ay-fast sicher.

Beweis: Satz 5.13 (a) besagt, dass bei Start in einem festen s} = (s1, 41, j1)
(Sn)nen betragsmiBig durch M} := maxpcg- |, i, j,)(F*)| beschrinkt
ist und fast sicher gegen die Konstante ) ... (s, i, 4;) (t*) 7 konvergiert.
Wegen Y7 (s1) = 0 fast sicher hingen die c(,, ;, ;,)(*) jedoch nicht von iy, j;

“

ab. Somit konvergiert S(N) auf ganz {Z(1) = s1} gegen dieselbe Konstante
und ist auf dieser Menge dem Betrage nach durch M beschrinkt. Die
Anwendung des Satzes von Lebesgue liefert daher:

F1(51,2,9) = Bogay( Jim S(N)) = Tin_Fyypy (S(N)) = 7r(s1,,).

Insbesondere gilt dann limy_, S(N) = yr(s1,2,y) Ps,ay-fast sicher. O
Nun kommen wir zum nicht-degenerierten symmetrischen Fall:
Lemma 5.17 Besteht S nur aus einer einzigen rekurrenten Klasse und ist

s1 ein Startzustand mit Ps, 4y (Y1(s1) # 0) > 0 und y(s1,2,y) = 0, so gilt
Ar(s1,z,y) = —oo. Es ist sogar iminfy_ o S(N) = —00 Py, zy-fast sicher.
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Beweis: Wenn Y7 (s1) nicht fast sicher gleich Null ist, so gilt dies nach Lem-
ma 5.15 auch fiir alle Y1 ((s1,%1,71)) (mit (i1,71) € As,). Nach Lemma 5.14
ist > pecge f(E )5 = y(s1,2,9) = 0.

Auf jeder der Mengen {Z(1) = s1, A(1) = (i1, 1)} gilt nach Satz 5.13 (b) al-
so liminfy_, S(N) = —oo0 fast sicher. Somit gilt dies auf ganz {Z(1) = 51}
und es folgt sofort Y7 (s1,2,y) = Eg, 4y (liminfy_ o0 S(N)) = —oc0. O

Schlielich noch eine Aussage zum trivialen (asymmetrischen) Fall:

Lemma 5.18 Besteht S nur aus einer einzigen rekurrenten Klasse und ist
s1 ein Startzustand mit y(s1,x,y) # 0, so gilt

oo falls y(s1,z,y) > 0,

(51, 3,1)) =
Ar(si,z,y) {_OO falls y(s1,z,y) <O.

Es ist sogar imy_y00 S(N) = Y7 (s1,2,y) Ps,uy-fast sicher.

Beweis: Nach Lemma 5.14 ist ) . q. f(t*)m5 = v(s1,7,9) # 0. Nach
Satz 5.13 (c) gilt die Aussage also fiir jedes (i1,j1) € As, auf der Menge
{Z(1) = s1, A(1) = (41, 71)}. Damit gilt sie auch P;, ;,-fast sicher. O

5.5 Anwendung auf stochastische Spiele - Teil II

Nun betrachten wir die allgemeine Situation: Der Zustandsraum S zerfillt
unter (z,y) in verschiedene rekurrente Klassen (und transiente Zustéinde).
Fiir die Menge der rekurrenten bzw. transienten Zustinde schreiben wir
Srer bzw. Sy.. Abkiirzend setzen wir S+ = {s € Sper: Y(s,z,y) > 0},
Soor =15 € Spet Y(s,z,y) <0} und S°, = {s € Spex: ¥(s,2,y) = O}
Zur Unterscheldung des degenerierten und nicht-degenerierten Falls sei noch
= {8 €S ek: Yl( ) =0 Pszy -fs. } und Sndg S?ek\sgg‘
Der Zeltpunkt des Eintreffens in einem rekurrenten Zustand werde mit o :=
inf{n: Z(n) € Syer} bezeichnet. Sei nun s; € S ein beliebiger Startzustand.

Lemma 5.19 FE; ,,(0™) existiert fir alle m € N.

Beweis: Im Fall s; € S, ist die Aussage klar. Sei also s; € Sy,.. Mit By
werde die Anzahl der Besuche in einem Zustand ¢ € S bezeichnet. Dann gilt

:(ZBt-I-l) (|Se| +1)™ (ZB”H—W)

tESty teStr
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Also ist s,y (0™) < 00, wenn Ej 4, (Bj") < oo fiir jedes ¢t € Si.. Im Fall
Py 4y(By > 1) = 0 ist dies offensichtlich erfiillt. Andernfalls ist

o0
B 2y(B") = Zpswy(an > n)
n=1

o0
= Psliby(Bt Z ].) Z'Pslxy(Bt Z nl/m | Bt Z 1)

n=1

< ZPtxy B, >n' mey B, > [nY™] —1) (5.6)

n=1

- Z Piwy(By > n)((n + 1)™ —n™)
n=0

o0
= Piy(B: > 1)"((n+1)™ —n™) < 0. (5.7)
n=0
Dabei nutzen wir in (5.6) die Markoweigenschaft aus. In (5.7) geht ein, dass
fiir transientes t Py, (B; > 1) < 1 gilt, die dort stehende Reihe also fiir jedes
m konvergiert. O

Nun kommen wir schlieflich zum Hauptsatz dieses Abschnitts. Fiir T' C S
verstehen wir unter s; ~ T', dass Py 4y(Z(n) € T fiir irgendein n) > 0.
Ferner miissen wir hier noch einmal die Sonderfallregel (vgl. (1.2)) aus der
Definition von 47 beriicksichtigen. Wir gehen davon aus, dass 7 (s, 7, o) :=
w € R gesetzt wird, wenn der Erwartungswert (1.1) nicht exisitiert und au-
Berdem Py, (liminfy_,o0 S(N) = —00) > 0 ist. (GemaB (1.2) ist in unserem
Modell w = —o0.)

Die Fallunterscheidung im folgenden Satz erscheint auf den ersten Blick sehr
technisch, doch zu einem gegebenen Strategiepaar (z,y) lassen sich die ver-
schiedenen Teilmengen von S leicht auseinander halten. Auflerdem wird
man stochastische Spiele, fiir die Sfek und S__, nicht beide leer sind, ohnehin
eher mit der Durchschnittsauszahlung v als den Totalauszahlungskriterien
Yr bzw. yr untersuchen. Im Fall S, = St =0 (also y(s,z,y) = 0 fiir
alle s € S) bleiben in Satz 5.20 nur noch die ersten beiden Fille (in verein-
fachter Formulierung) iibrig. Dann spielt auch die 4p-Sonderfallregel keine
Rolle mehr.

Satz 5.20 Es sei s; € S irgendein Startzustand und (z,y) € X X Y. Dann
gilt

P)IT(Sla*Tay) falls S1 /7[» Srek: U Sndg’

Ar(s1,z,y) = { —o0 falls s1 % S, und sy~ S, U Sndg,

(5.8)

w sonst.
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Beweis: Fiir N € N gilt

S(N) = %Z Zs 44 38
n=1 ”:Q
NA(o-1) N
1 () + 2 F LS50~ Dl jpeny + 5 S (S(m) — S(o— 1)
n=1 n=e

(5.9)

Wegen | 35,00 ()] < 4 S0 IS()] < & S, nr < A
(wobei M := max; ;|r(s,4,7)|) strebt der erste Term in (5.9) fast sicher
gegen Null, wenn N — o0o. Der zweite Term strebt fast sicher gegen S(po—1).
Auflerdem koénnen wir im Grenziibergang den Faktor % vor dem dritten
Term in (5.9) durch N+9+1 ersetzen. Somit ist

N

. . el 1
l}\rrgloI;fS(N) =S(e—1) H}\Elo%fm;(s(n) —S(e—1))

N
1
§ rek

Wegen der Markow-Figenschaft ist der hinten stehende liminf auf der Menge
{Z(0) = s} genauso verteilt wie liminfy_,o 27]:[:1 S(n) auf der Menge
{Z(1) = s}. Die Situation eines Startzustand s € S,.; haben wir aber schon
oben untersucht (siche Lemmata 5.16 bis 5.18). Demnach ist

yr(s,z,y) fs.auf {Z(p) =s€ Sg },
_ - fs. auf {Z 0
liminf S(N) = o0 5. anf {Z(o) € Sn } (5.10)
N-soo 00 f.s. auf {Z(p) € rek}a
—00 fs. auf {Z(o) € S, }-

Dabei handelt es sich in den Fallen 1,3 und 4 sogar um fast sichere Aussagen
iiber limy_,00 S(N) (vgl. Lemma 5.16 und 5.18).

Im Fall Py, .y (Z(p) € Sgg) = 1 konvergiert S(IN) also P;, ;,-fast sicher (gegen
S(g—l)—l-zsesgg Y7 (8,2, Y)1{7(p)=s})- Ferner gilt mit (5.9), Lemma 5.16 und

Lemma 5.19 |S(N)| < MQ +M(o—1) +max,ego M} € L'(Py,4y), wobei

M aus dem Beweis von Lemma 5.16 stammt. Im Fall Py 2y(Z(0) € Sgg) =
ist also

’?T(Slaxay) swy( hm S( )) = ]\}I—EHOO Eswy(g(N)) = ’YT(SlaIay)'
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Nun betrachten wir den Fall s; ~» S;,';k, aber 51 & S, U Sgdg. Unter
Benutzung von

N+o—1 o—1
Eswy( Z (S(”) —S(o— 1))) < Eswy(ZNM) = MNE; 3y(0—1)
n=N+1 n=1
sowie (5.9) (inklusive der darauf folgenden Abschitzung) ist
By zy(S(N))
M Fyy 0 (0%) I g
> _217; — MEslacy(Q) + Eswcy(ﬁ Z (S(n) - S(Q - 1)))
n=o
N+po—1
ME;, 4y (0° 1
> - ME) ort, o)+ B (5 X (5600 - 5(e-1) ).
n=¢

Mit S7.. := {5 € Srer: Ps,ay(Z(0) = s) > 0} ist der letzte Term gleich

N+o—1

> Fun(y X (500 - 8(e=1) | Z(0) =) Py (Z() =
SES) ok n=e
N
= Z Eyy (% Z S(”)) Pslxy(Z(Q) =)
ses! n=1

rek

unter Ausnutzung der Markow-Eigenschaft. Fiir s € Sgg ist der innen ste-

hende Erwartungswert wie oben gesehen beschriankt. Fiir s € S;rek dagegen

konvergiert S(N) nach Lemma 5.18 Pj,,-fast sicher gegen co. Wie man leicht
sieht ist dabei auch Ej;,(S(N)) — oo. Also gilt im vorliegenden Fall insge-
samt yr(s1,7,y) = liminfy_,o0 Es 4y (S(N)) = 0o. Da nach (5.10) in diesem
Fall 47 (s1,z,y) = oo gilt, stimmen 47 und -7 also auch hier iiberein. In den

anderen Féllen kann man die Behauptung sofort ablesen. O

Es ist noch zu beachten, dass auch im zweiten Fall (d.h. 47 (s1,z,y) = —00)
die Gleichheit 7 (s1,z,y) = yr(s1,z,y) bestehen kann. Dies gilt etwa dann,
wenn s; ~ S, aber s1 % S;;k U Sgdg, wie man durch eine zum Beweis
des oben behandelten Falls s; ~» S;rek, 519 S, U Sgdg symmetrische Argu-
mentation sehen kann. Eine préizisere Fallunterscheidung wire also moglich,

ginge aber zu sehr auf Kosten der Ubersichtlichkeit.

Damit haben wir eine Formel fiir die alternative Totalauszahlung unter ei-
nem stationiren Strategiepaar gewonnen. Das Resultat macht deutlich, dass
wir (abgesehen von asymmetrischen Situationen) nur in degenerierten Féllen
mit einer anderen Bewertung als —oo rechnen kénnen. Dies entspricht der
Interpretation, dass Spieler 1 sich nicht auf Spiele einlassen méchte, in denen
er auf lange Sicht immer wieder beliebig tief ins Minus gerit.
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