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Kapitel 1

Einleitung

In der vorliegenden Arbeit wird ein bestimmter Typ stohastisher parabo-

lisher partieller Di�erentialgleihungen untersuht. Dabei geht es neben der

eindeutigen L

�

osbarkeit auh um die Frage der Regularit

�

at der L

�

osungen. Wei-

terhin ist es das Ziel, eine optimale Impulskontrolle von geeigneten L

�

osungen

zu konstruieren.

W

�

ahrend f

�

ur gew

�

ohnlihe stohastishe Di�erentialgleihungen eine gut ent-

wikelte, einheitlihe Theorie existiert, vgl. [13℄ und [15℄, gibt es f

�

ur die Be-

handlung von stohastishen partiellen Di�erentialgleihungen lediglih eine

Vielzahl von Ans

�

atzen, vgl. z.B. [5℄, [12℄ und [14℄. In dieser Arbeit wird der

funktionalanalytishe Zugang von �ksendal et al. benutzt, vgl. auh [11℄.

Der zugrunde liegende Wahrsheinlihkeitsraum ist 
 = S

0

(R) � S

0

(R), wobei

S

0

(R) der Raum der temperierten Distributionen ist. Das Bohner-Minlos-

Theorem liefert dann das Gau�-Poisson-White-Noise-Wahrsheinlihkeitsma�

# auf 
. Analog zu dem Shwartz-Raum S(R) gibt es den Raum (S)

1

� L

2

(#)

der stohastishen Testfunktionen. Sein Dualraum (S)

�1

ist der so genann-

te Kondratiev-Raum der stohastishen Distributionen, und (S)

1

� L

2

(#) �

(S)

�1

bildet ein Gelfand-Triple. F

�

ur eine stohastishe Distribution F 2 (S)

�1

und eine glatte Zufallsvariable f 2 (S)

1

liefert also < F; f > eine Mittelung

�

uber eine Teilmenge des Wahrsheinlihkeitsraumes 
. Das Wikprodukt �,

de�niert

�

uber die Wiener-Itô-Chaos-Entwiklung, erm

�

ogliht eine Multiplika-

tion stohastisher Distributionen. Ein zentraler Satz dieser Theorie besagt,

dass stohastishe Integrale mit der Brownshen Bewegung B

t

(!) bzw. mit

dem Poisson-Prozess P

t

(!) als Integratoren mithilfe des Wikproduktes auh

als Pettis-Integrale im Kondratiev-Raum (S)

�1

aufgefasst werden d

�

urfen. Dies

hat den Vorteil, dass die Integranden nun niht mehr an die Filtration fFg

t�0

adaptiert sein m

�

ussen. Au�erdem brauht man stohastishe Di�erentialglei-

hungen niht mehr als stohastishe Integralgleihungen zu interpretieren,

sondern man hat wirklihe Di�erentialgleihungen bez

�

uglih der Topologie des

3



4 KAPITEL 1. EINLEITUNG

Kondratiev-Raumes (S)

�1

. Daf

�

ur bekommt man als L

�

osungen U(t; x) von sto-

hastishen partiellen Di�erentialgleihungen nur verallgemeinerte stohasti-

she Prozesse, d.h. es gilt U(t; x) 2 (S)

�1

. Deshalb ist es auh besonders inter-

essant herauszu�nden, unter welhen Voraussetzungen diese L

�

osungen regul

�

ar

sind, d.h. herauszu�nden, wann U(t; x) 2 L

p

(#) f

�

ur ein p � 1 gilt. Au�erdem

ist nur dann eine stohastishe Kontrolle sinnvoll.

Gegenstand dieser Arbeit ist folgende stohastishe parabolishe partielle Dif-

ferentialgleihung:

LU(t; x) = [�(t; x) �W (t) + �(t; x) � V (t)℄ � U(t; x) + Æ(t; x)

mit U(0; x) = '(x), wobei L ein parabolisher Di�erentialoperator ist und

W (t); V (t); �(t; x); �(t; x); Æ(t; x) 2 (S)

�1

gilt. Durh das Wikprodukt � wir-

ken die White-Noise-Prozesse multiplikativ auf bestimmte KoeÆzienten. W (t)

ist der singul

�

are Gau�-White-Noise-Prozess und damit die Ableitung der Brown-

shen Bewegung in (S)

�1

, welhe einen zeitstetigen zuf

�

alligen Einuss bewirkt.

V (t) ist der singul

�

are kompensierte Poisson-White-Noise-Prozess. Man erh

�

alt

ihn durh Ableiten des kompensierten Poisson-Prozesses in (S)

�1

, welher

zu diskreten Zeitpunkten einen Sprung verursaht. Diese Di�erentialgleihung

modelliert Di�usionen, die durh eine zuf

�

allige Quelle in der Zeit t verrausht

sind, wie z.B. die W

�

armeleitung, die Bewegung einer Fl

�

ussigkeit, hemishe

Reaktionsprozesse oder die Ausbreitung von Gas oder Insekten.

In [11℄ werden stohastishe Di�erentialgleihungen mit Hilfe der Hermite-

Transformation in deterministishe Di�erentialgleihungen

�

uberf

�

uhrt. Diese

werden dann im klassishen Sinn gel

�

ost, und es bleibt die Frage, ob anshlie-

�end die inverse Hermite-Transformation angewendet werden kann. Hier wird

die stohastishe Di�erentialgleihung direkt in (S)

�1

gel

�

ost, indem sie in eine

�

aquivalente Integralgleihung umgewandelt wird, sodass sih der Banahshe

Fixpunktsatz anwenden l

�

asst. In der Literatur werden selten Poisson-Treiber

betrahtet; auh begn

�

ugt man sih meistens mit L

�

osungen in (S)

�1

. Hier wird

gezeigt, dass unter bestimmten Voraussetzungen die L

�

osung U(t; x) in L

2

(#)

liegt. Die Chaos-Entwiklung mittels multipler Itô-Integrale wird benutzt, um

die L

2

(#)-Norm von U(t; x) abzush

�

atzen. Danah wird unter weiteren Annah-

men eine explizite L

�

osung ausgerehnet, die in L

p

(#) liegt f

�

ur alle p � 1. F

�

ur

diesen stohastishen Prozess wird im zweiten Teil der Arbeit eine optimale

Impulskontrolle konstruiert.

Ziel einer stohastishen Kontrolle ist es, ein derartiges stohastishes System

bez

�

uglih eines

�

okonomishen Kriteriums optimal zu steuern. Das Prinzip ei-

ner Impulskontrolle ist, dass zu jedem Stoppzeitpunkt �

n

(!) der betrahtete

Prozess (mit Zustandsraum E) um den Impuls �

n

(!) 2 K (K � E, kom-

pakt) vershoben wird. Dabei m

�

ussen die Zufallsvariablen �

n

und �

n

an die

Filtration adaptiert sein, d.h. eine Entsheidung

�

uber einen Impuls �

n

kann
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nur aufgrund der Informationen bis zum Zeitpunkt �

n

gef

�

allt werden. Das

�

oko-

nomishe Kriterium sind hier Kosten irgendeiner Art, die sih als reelle Zahlen

angeben lassen. Bezeihne X

t

den kontrollierten Prozess. Dann entstehen bei

jeder Impulskontrolle W = (�

1

; �

1

; �

2

; �

2

; : : : ) folgende erwartete Kosten:

J(W ) := E[

Z

1

0

e

�rt

L(X

t

) dt+

1

X

n=1

e

�r�

n

�(X

�

n

�

; �

n

)�

�

n

<1

℄;

wobei r ein konstanter Abzinsungsfaktor ist, L die momentanen Kosten misst

und � die Kosten pro Impuls angibt. Dabei soll gelten r > 0 und � � k > 0.

Diese erwarteten Kosten sollen minimiert werden. Da bei jedem Impuls Kosten

entstehen, sollte ein Impuls nur dann ausge

�

ubt werden, wenn er die laufenden

Kosten

R

1

0

e

�rt

L(X

t

) dt nahhaltig reduziert. Die Frage ist also, wann soll-

te welher Impuls ausge

�

ubt werden. Konkrete Anwendungen dieses Modells

k

�

onnten z.B. Temperaturregulierung oder Sh

�

adlingsbek

�

ampfung sein.

Da der zugrunde liegende stohastishe Prozess ein Markovprozess ist, wird

in dieser Arbeit ein Halbgruppenansatz verwendet, um eine optimale Impuls-

kontrolle zu konstruieren. Der Zustandsraum des stohastishen Prozesses ist

unendlihdimensional. Bisher existiert eine Impulskontroll-Theorie aber nur f

�

ur

lokalkompakte R

�

aume, vgl. [2℄ und [3℄. Dort wird eine optimale Impulskontrol-

le mithilfe der Maximall

�

osung einer sogenannten Quasi-Variationsungleihung

konstruiert. Allerdings wird vorausgesetzt, dass die Markov-Halbgruppe stark-

stetig ist. Man kann shnell nahweisen, dass dies in unserem Modell niht

erf

�

ullt ist. Deshalb wird hier zuerst eine optimale zeitdiskrete Impulskontrolle

konstruiert. Mit dieser wird dann die Optimalit

�

at einer zeitstetigen Impuls-

kontrolle nahgewiesen.

Die Arbeit ist wie folgt aufgebaut:

In Kapitel 2 werden die Grundlagen zusammengestellt. Es werden der zugrun-

de liegende Wahrsheinlihkeitsraum, der Kondratiev-Raum, die White-Noise-

Prozesse und das Wikprodukt eingef

�

uhrt. Au�erdem werden die Wiener-Itô-

Chaos-Entwiklung und der Zusammenhang zwishen stohastishen Integra-

len und Pettis-Integralen im Kondratiev-Raum vorgestellt. Danah werden im

3. Kapitel die Existenz und Eindeutigkeit der stohastishen parabolishen

Di�erentialgleihung (wie oben beshrieben) bewiesen. In Kapitel 4 wird un-

tersuht, unter welhen Voraussetzungen antizipierende L

�

osungen in L

2

(#)

existieren. Au�erdem wird eine bestimmte adaptierte explizite L

�

osung aus-

gerehnet, die in L

p

(#) liegt f

�

ur alle p � 1. Im 5. Kapitel wird eine optimale

Impulskontrolle der expliziten L

�

osung konstruiert. Dazu wird erst der zeitdis-

krete Fall behandelt, mit welhem dann die Optimalit

�

at einer zeitstetigen Im-

pulskontrolle nahgewiesen wird. Shlie�lih wird im 6. Kapitel ein konkretes

Modell vorgestellt, welhes die geforderten Eigenshaften erf

�

ullt. Weiter wird

ein Verfahren zur approximativen Berehnung der optimalen Kostenfunktion
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angegeben. Kapitel 7 enth

�

alt eine Zusammenfassung mit weiteren Perspekti-

ven.

An dieser Stelle m

�

ohte ih mih herzlih bei Herrn Prof. Dr. H. Hering f

�

ur die

Unterst

�

utzung und die fruhtbaren Diskussionen bedanken.

Bei Herrn Prof. Dr. M. Denker bedanke ih mih f

�

ur die

�

Ubernahme des Kor-

referates.

Weiterhin danke ih allen, die mir bei der Erstellung dieser Arbeit geholfen

haben, insbesondere Brie, Olaf, Oliver, Paul, Susanne und Wolfgang.



Kapitel 2

Grundlagen

In diesem Kapitel wird der mathematishe Rahmen der Arbeit vorgestellt.

Zun

�

ahst wird der zugrunde liegende Wahrsheinlihkeitsraum eingef

�

uhrt, der

auf nat

�

urlihe Weise das gegl

�

attete Gau�- und Poisson-White-Noise enth

�

alt.

Darauf aufbauend wird mit Hilfe der Wiener-Itô-Chaos-Entwiklung der Kon-

dratiev-Raum eingef

�

uhrt, welher die singul

�

aren Gau�- und Poisson-White-

Noise-Prozesse als stohastishe Distributionen enth

�

alt. Danah wird das Wik-

produkt vorgestellt, welhes eine Multiplikation von stohastishen Distribu-

tionen erm

�

ogliht. Shlie�lih wird gezeigt, wie man stohastishe Integrale

mit einer Brownshen Bewegung bzw. mit einem Poisson-Prozesses als Inte-

gratoren mithilfe des Wikproduktes als Pettis-Integrale im Kondratiev-Raum

au�assen kann. Die meisten Resultate stammen aus [10℄ und [11℄.

2.1 DerWhite-Noise-Wahrsheinlihkeitsraum

Es sei

S = S(R) =

�

f 2 C

1

(R) j sup

��N

sup

x2R

f(1 + x

2

)

N

�

�

�

�

d

�

f (x)

d x

�

�

�

�

�

g <1; N 2 N

0

�

der Shwartz-Raum der shnell fallenden, glatten, reellen Funktionen auf R.

Auf S(R) wird durh

kfk

�;N

:=

�

sup

��N

sup

x2R

f(1 + x

2

)

N

�

�

�

�

d

�

f (x)

d x

�

�

�

�

�

�

(N 2 N

0

und f 2 S)

eine abz

�

ahlbare, separierende Familie von Normen de�niert. Diese Normen

mahen S zu einem lokalkonvexen topologishen Vektorraum ([17, Theorem

1.37℄). Au�erdem ist S ein Fr�ehet-Raum ([17, Theorem 7.4℄).

7



8 KAPITEL 2. GRUNDLAGEN

Weiter sei S

0

= S

0

(R) der Raum der temperierten Distributionen, d.h. der

Dualraum von S mit der shwah-?-Topologie. B = B(S

0

) sei die �-Algebra

der Borelshen Mengen. Ferner sei < !; � >:= !(�) f

�

ur ! 2 S

0

; � 2 S und




1

= 


2

= S

0

(R) und B

1

= B

2

= B(S

0

).

Satz 2.1.1 Es gibt genau ein Wahrsheinlihkeitsma� � auf (


1

;B

1

) mit der

Eigenshaft

Z




1

e

i<!

1

;�>

d�(!

1

) = e

�

1

2

k�k

2

L

2

(R)

(2.1.1)

f

�

ur � 2 S(R). Weiter gilt f

�

ur � 2 S(R) die Isometrie

E

�

[< : ; � >

2

℄ = k�k

2

L

2

(R)

: (2.1.2)

Beweis: [11, Theorem 2.1.1 (Bohner-Minlos-Theorem)℄ und [11, Lemma 2.1.2℄.

2

Bemerkung 2.1.2 � hei�t Gau�-White-Noise-Wahrsheinlihkeitsma�.

Satz 2.1.3 Es gibt genau ein Wahrsheinlihkeitsma� � auf (


2

;B

2

) mit der

Eigenshaft

Z




2

e

i<!

2

;�>

d�(!

2

) = e

R

R

(e

i�(x)

�1) dx

(2.1.3)

f

�

ur � 2 S(R). Weiter gilt f

�

ur � 2 S(R) die Isometrie

E

�

[(< : ; � > �

Z

R

�(x) dx)

2

℄ = k�k

2

L

2

(R)

: (2.1.4)

Beweis: [11, Theorem 4.9.1 (Bohner-Minlos-Theorem II)℄ und [11, Lemma

4.9.3℄. 2

Bemerkung 2.1.4 � hei�t Poisson-White-Noise-Wahrsheinlihkeitsma�.

Im Folgenden sei 
 := 


1

� 


2

= S

0

(R) � S

0

(R) der Produktraum und B =

B

1

� B

2

die Produkt-�-Algebra.

De�nition 2.1.5 Das Produktma� # := � � � auf (
;B) hei�t das kombi-

nierte Gau�-Poisson-White-Noise-Wahrsheinlihkeitsma�.

(
;B; #) ist der Gau�-Poisson-White-Noise-Wahrsheinlihkeitsraum.



2.1. DER WHITE-NOISE-WAHRSCHEINLICHKEITSRAUM 9

Im Folgenden gelte < !; � >:=< !

1

; �

1

> + < !

2

; �

2

> f

�

ur ! = (!

1

; !

2

) 2 


und � = (�

1

; �

2

) 2 S(R) � S(R).

De�nition 2.1.6 a) Die Abbildung S � 
 ! R; (�; !) 7! W

�

:=< !

1

; � >

hei�t gegl

�

attetes Gau�-White-Noise.

b) Die Abbildung S � 
 ! R; (�; !) 7! V

�

:=< !

2

; � > hei�t gegl

�

attetes

Poisson-White-Noise.

Entsprehend gibt es die White-Noise-ProzesseW

�

t

und V

�

t

mit �

t

(x) = �(x�

t) f

�

ur � 2 S ; t � 0.

Wegen der Isometrien (2.1.2) und (2.1.4) lassen sih < !

1

;  >:= lim

n!1

<

!

1

; �

n

> in L

2

(�) und < !

2

;  >:= lim

n!1

< !

2

; �

n

> in L

2

(�) f

�

ur  2 L

2

(R)

mit �

n

2 S und �

n

!  in L

2

(R) de�nieren. Weiter seien

~

B

t

(!) :=< !

1

; �

[0;t℄

>

und

~

P

t

(!) :=< !

2

; �

[0;t℄

>.

Satz 2.1.7 a)

~

B

t

(!) hat eine t-stetige Version B

t

(!), welhe eine Brownshe

Bewegung ist.

b)

~

P

t

(!) hat eine t-rehtsstetige, ganzzahlige Version P

t

(!), welhe ein Poisson-

Prozess ist.

Beweis: a) [11, S. 14/15℄.

b) [11, S. 184℄. 2

Bemerkung 2.1.8 Per Konstruktion sind B

t

und P

t

unabh

�

angig. Durh Q

t

(!)

:= P

t

(!)�t wird der kompensierte Poisson-Prozess de�niert, welher ein Mar-

tingal ist.

Durh die stohastishen Prozesse B

t

(!) und P

t

(!) werden folgende �-Algebren

bzw. Filtrationen erzeugt:

F

1

t

:= �fB

s

j 0 � s � tg = �f< !

1

; � > j � 2 S; supp � � [0; t℄g; (2.1.5)

F

2

t

:= �fQ

s

j 0 � s � tg = �f< !

2

; � > j � 2 S; supp � � [0; t℄g (2.1.6)

und

F

t

:= F

1

t

� F

2

t

= �f< !; � > j � = (�

1

; �

2

) 2 S � S; supp �

i

� [0; t℄g:

(2.1.7)

Im Folgenden werden mit den gleihen Bezeihnungen die erweiterten �-Algebren

bezeihnet, die die

�

ublihen Bedingungen erf

�

ullen, vgl. auh [13℄.
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2.2 R

�

aume stohastisher Distributionen

Im Folgenden sei J := (N

N

0

)



die Menge aller Folgen � = (�

1

; �

2

; �

3

; : : : ), bei

denen nur endlih viele �

i

ungleih Null sind. Weiter sei �! := �

1

!�

2

!�

3

! : : : ,

j�j :=

P

1

i=1

�

i

und �

k

= (0; 0; : : : ; 0; 1; 0; 0; : : : ) mit der 1 an der k-ten Stelle.

Es gelten folgende De�nitionen f

�

ur n 2 N

0

:

� h

n

(x) := (�1)

n

e

1

2

x

2

d

n

dx

n

(e

�

1

2

x

2

) (Hermite-Polynome)

� �

n

(x) :=

h

n�1

(

p

2x)

�

1

4

((n� 1)!)

1

2

e

1

2

x

2

(Hermite-Funktionen)

� H

�

(!

1

) :=

1

Y

i=1

h

�

i

(< !

1

; �

i

>) (Stohastishe Hermite-Polynome)

� 

n

(!

2

; 

1

; : : : ;  

n

) :=

�

n

�u

1

: : : �u

n

exp[< !

2

; ln(1 +

n

X

j=1

u

j

 

j

) > �

n

X

j=1

u

j

Z

R

 

j

(x) dx℄j

u

1

=:::=u

n

=0

mit  

j

2 S(R)

� C

�

(!

2

) := 

j�j

(!

2

; �

1

; : : : ; �

1

| {z }

�

1

�mal

; : : : ; �

m

; : : : ; �

m

| {z }

�

m

�mal

) (Charlier-Polynome):

Weiter sei � := J � J , M



(!) := H

�

(!

1

)C

�

(!

2

) mit  = (�; �) 2 �, ! := �!�!

und L

2

(#) := ff : 
 ! R messbar j

R




f

2

(!) d#(!) < 1g. Mit 
 ist immer

das vervollst

�

andigte Tensorprodukt zweier separabler Hilbertr

�

aume gemeint.

Satz 2.2.1 (Wiener-Itô-Chaos-Entwiklung)

Jedes f 2 L

2

(#) hat eine eindeutige Darstellung

f(!) =

X

2�





M



(!) (2.2.1)

mit 



2 R. Au�erdem gilt die Isometrie

kfk

2

L

2

(#)

=

X

2�

! 

2



: (2.2.2)



2.2. R

�

AUME STOCHASTISCHER DISTRIBUTIONEN 11

Beweis: Nah Theorem II.10,a) in [16℄ gilt L

2

(#)

�

=

L

2

(�)
L

2

(�). Damit folgt

die Aussage aus Theorem 2.2.4, (4.9.16) und (4.9.17) in [11℄. 2

Im Folgenden werden die Kondratiev-R

�

aume eingef

�

uhrt (vgl. auh [11℄ oder

[10℄).

Man betrahte die formale Entwiklung:

F =

X

2�





M



(2.2.3)

mit 



2 R. Weiter sei f

�

ur � 2 [�1; 1℄ und q 2 Z

kFk

2

(S)

�;q

:=

X

2�



2



(!)

1+�

(2N)

q

(2.2.4)

mit  = (�; �), (2N)

q

= (2N)

q�

(2N)

q�

und (2N)

�

:=

Q

1

j=1

(2j)

�j

.

Die Kondratiev-Hilbertr

�

aume (S)

�;q

werden de�niert durh

(S)

�;q

:= fF =

X

2�





M



als formale Summe j kFk

2

(S)

�;q

<1g: (2.2.5)

F

�

ur q

1

� q

2

gilt (S)

�;q

2

� (S)

�;q

1

.

Der Raum der stohastishen Testfunktionen (S)

�

wird de�niert durh

(S)

�

:=

\

q2N

(S)

�;q

(2.2.6)

mit der projektiven Limestopologie bei 0 � � � 1.

Der Kondratiev-Raum der stohastishen Distributionen (S)

��

wird

de�niert durh

(S)

��

:=

[

q2N

(S)

��;�q

(2.2.7)

mit der induktiven Limestopologie bei 0 � � � 1. Damit gilt (S)

0;0

= L

2

(#),

und (S)

�

� L

2

(#) � (S)

��

ist ein Gelfand-Triple. Au�erdem ist (S)

��

der Dual-

raum von (S)

�

durh die Dualit

�

at < F; f >=

P



a



b



! mit F =

P



a



M



2

(S)

�1

und f =

P



b



M



2 (S)

1

. Im Folgenden wird (S)

�1

einfah als Kond-

ratiev-Raum bezeihnet.
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Lemma 2.2.2 Es gilt:

a) W

�

(!) =

1

X

j=1

(�; �

j

)H

�

j

(!

1

) 2 (S)

1

; (2.2.8)

b) V

�

(!) =

1

X

j=1

(�; �

j

)C

�

j

(!

2

) 2 (S)

1

: (2.2.9)

Beweis: a) Die Hermite-Funktionen f�

n

g

n2N

bilden ein Orthonormalsystem in

L

2

(R). Deshalb gilt

W

�

(!) = < !

1

; � >=< !

1

;

1

X

j=1

(�; �

j

)�

j

>

=

1

X

j=1

(�; �

j

) < !

1

; �

j

>=

1

X

j=1

(�; �

j

)H

�

j

(!

1

):

Weiter gilt 8q 2 N

kW

�

k

(S)

1;q

=

1

X

j=1

(�; �

j

)

2

(2j) <1

wegen Theorem V.13 in [16℄.

b) Analog zu a). 2

De�nition 2.2.3 a) Der singul

�

are Gau�-White-Noise-Prozess wird de-

�niert durh die formale Entwiklung f

�

ur t � 0:

W

t

=

1

X

k=1

�

k

(t)H

�

k

: (2.2.10)

b) Der singul

�

are kompensierte Poisson-White-Noise-Prozess wird de-

�niert durh die formale Entwiklung f

�

ur t � 0:

V

t

=

1

X

k=1

�

k

(t)C

�

k

: (2.2.11)

Lemma 2.2.4 Sei q > 1. Dann gilt W

t

; V

t

2 (S)

�1;�q

, sup

t�0

fkW

t

k

(S)

�1;�q

g <

1 und sup

t�0

fkV

t

k

(S)

�1;�q

g <1 f

�

ur alle t � 0.
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Beweis: Es gilt sup

x2R

j�

n

(x)j = O(n

1

12

) ([9, Kap. 21℄). Also gibt es ein

C > 0 mit 8t � 0; k 2 N : j�

k

(t)j < C. Damit folgt

P

1

k=1

�

2

k

(t)(2k)

�q

�

C

2

P

1

k=1

(2k)

�q

<1 wegen Proposition 2.3.3 in [11℄. 2

Weiter sei

< F; f >

(S)

�1;q

:=

X

2�

a



b



(2.2.12)

f

�

ur q � 0, F =

P

2�

a



M



2 (S)

�1;�q

und f =

P

2�

b



M



2 (S)

�1;q

.

Satz 2.2.5 F

�

ur q � 0 ist (S)

�1;�q

isomorph zu dem Dualraum von (S)

�1;q

.

Die Isometrie ist gegeben durh (S)

�1;�q

! ((S)

�1;q

)

�

; F 7!< F; : >

(S)

�1;q

.

Beweis: Seien F und f wie oben.

a) Dann gilt:

j < F; f >

(S)

�1;q

j = j

X

2�

a



b



j

�

X

2�

ja



(2N)

�q

2

b

Æ

(2N)

q

2

j

�

 

X

2�

a

2



(2N)

�q

!

1

2

 

X

2�

b

2



(2N)

q

!

1

2

(H

�

older-Ungleihung)

= kFk

(S)

�1;�q

kfk

(S)

�1;q

:

b) Weiter sei

~

F :=

X

2�

(2N)

�q

a



M



:

Dann gilt

k

~

Fk

(S)

�1;q

=

X

2�

(2N)

�2q

a



(2N)

�q

= kFk

(S)

�1;�q

;

das hei�t

~

F 2 (S)

�1;q

. Also folgt

< F;

~

F >

(S)

�1;q

=

X

2�

(2N)

�q

a

2



= kFk

2

(S)

�1;�q

= kFk

(S)

�1;�q

kFk

(S)

�1;�q

= kFk

(S)

�1;�q

k

~

Fk

(S)

�1;q

:
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Aus a) und b) folgt, da� (S)

�1;�q

! ((S)

�1;q

)

�

; F 7!< F; : >

(S)

�1;q

wohl-

de�niert ist und eine Isometrie ist. Es bleibt die Surjektivit

�

at zu zeigen. Nah

dem Rieszshen Darstellungssatz hat jedes Element in ((S)

�1;q

)

�

die Gestalt

(g; : )

(S)

�1;q

mit g =

P

2�





M



, wobei ( : ; : )

(S)

�1;q

das kanonishe Skalarpro-

dukt ist. Nun gilt

~g :=

X

2�

(2N)

q





M



2 (S)

�1;�q

und (g; f)

(S)

�1;q

=< ~g; f >

(S)

�1;q

; 8f 2 (S)

�1;q

. Damit ist auh die Surjekti-

vit

�

at gezeigt. 2

2.3 Das Wikprodukt

F

�

ur zwei Elemente F =

P

�2�

a

�

M

�

, G =

P

�2�

b

�

M

�

2 (S)

�1

ist das Wik-

produkt de�niert durh

F �G :=

X

�;�2�

a

�

b

�

M

�+�

: (2.3.1)

Lemma 2.3.1 a) F; G 2 (S)

�1

) F �G 2 (S)

�1

.

b) f; g 2 (S)

1

) f � g 2 (S)

1

.

Beweis: Analog zu Lemma 2.4.4 in [11℄. 2

Bemerkung 2.3.2 Das Wikprodukt ist kommutativ, assoziativ und distribu-

tiv und h

�

angt niht von der Wahl der Basiselemente des L

2

(#) (hier: fM



j 2

�g) ab (vgl. Kap. 2.4 in [11℄).

Satz 2.3.3 Seien F =

P

�2�

a

�

M

�

2 (S)

�1;�s

und G =

P

�2�

b

�

M

�

2 (S)

�1;�r

mit s > r + 1 und r; s 2 N

0

. Dann gilt

kF �Gk

(S)

�1;�s

� kFk

(S)

�1;�s

kGk

(S)

�1;�r

; (2.3.2)

wobei die Konstante  > 0 nur von r und s abh

�

angt.

Beweis: Sei t := s� r > 1. Nun gilt

F �G =

X

2�

 

X

�+�=

a

�

b

�

!

M



:
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Sei weiter f =

P

2�





M



2 (S)

�1;s

. Dann gilt

j < F �G; f >

(S)

�1;q

j

= j

X

2�

 

X

�+�=

a

�

b

�

!





j

= j

X

2�

 

X

��

a

��

b

�





!

j

= j

X

�2�

X

��

a

��

b

�





j

= j

X

�2�

b

�

X

�0

a





+�

j

�

X

�2�

jb

�

j

X

�0

�

�

�

a



(2N)

�s

2



+�

(2N)

s

2

�

�

�

�

X

�2�

jb

�

j

 

X

�0

a

2



(2N)

�s

!

1

2

 

X

�0



2

+�

(2N)

s

!

1

2

(H

�

older-Ungleihung)

=

X

�2�

jb

�

j

 

X

��



2



(2N)

(��)s

!

1

2

kFk

(S)

�1;�s

=

X

�2�

jb

�

j(2N)

��s

2

 

X

��



2



(2N)

s

!

1

2

kFk

(S)

�1;�s

�

X

�2N

jb

�

j(2N)

�

�

2

(s�t)

(2N)

�

�

2

t

kfk

(S)

�1;s

kFk

(S)

�1;�s

(H

�

older-Ungleihung)

�

 

X

�2�

b

2

�

(2N)

��(s�t)

!

1

2

 

X

�2�

(2N)

��t

!

1

2

kfk

(S)

�1;s

kFk

(S)

�1;�s

� konst: kGk

(S)

�1;�r

kfk

(S)

�1;s

kFk

(S)

�1;�s

(nah Proposition 2.3.3 in [11℄):

2
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Korollar 2.3.4 a) Seien F 2 (S)

�1;�s

und G 2 (S)

�1;�r

mit s > r + 1 und

r; s 2 N

0

. Dann gilt F �G 2 (S)

�1;�s

.

b) Das Wikprodukt ist stetig, d.h. f

�

ur F

n

! F in (S)

�1;�s

und G

n

! G in

(S)

�1;�r

bei n!1, s > r + 1 und r; s 2 N

0

gilt

lim

n!1

F

n

�G

n

= F �G

in (S)

�1;�s

.

2

Bemerkung 2.3.5 F

�

ur X 2 (S)

�1

kann man die Wik-Exponentialfunktion

de�nieren durh:

exp

�

[X℄ :=

1

X

n=0

1

n!

X

�n

: (2.3.3)

Diese besitzt die

�

ublihen algebraishen Eigenshaften wie zum Beispiel exp

�

[X+

Y ℄ = exp

�

[X℄ � exp

�

[Y ℄ f

�

ur X; Y 2 (S)

�1

, vgl. auh S.65 in [11℄.

2.4 Stohastishe Integration

Die Verallgemeinerung des

^

Ito-Integrals

R

1

0

Y

t

dB

t

ist bekanntlih das Skorohod-

Integral

R

1

0

Y

t

ÆB

t

. Das Skorohod-Integral gilt auh f

�

ur antizipierende Inte-

granden (vgl. S. 45�. in [11℄). Im Folgenden seien

L

2

(�) := ff : 


1

! R messbar j

Z




1

f

2

(!

1

) d� <1g

und

L

2

(�) := ff : 


2

! R messbar j

Z




2

f

2

(!

2

) d� <1g:

Lemma 2.4.1 a) Angenommen Y

t

ist ein adaptierter stohastisher Prozess

auf 


1

mit

R

1

0

kY

t

k

L

2

(�)

dt <1. Dann gilt

Z

1

0

Y

t

ÆB

t

=

Z

1

0

Y

t

dB

t

: (2.4.1)

b) Angenommen Y

t

ist ein adaptierter stohastisher Prozess auf 


2

mit

R

1

0

kY

t

k

L

2

(�)

dt <1. Dann gilt

Z

1

0

Y

t

ÆQ

t

=

Z

1

0

Y

t

dQ

t

: (2.4.2)
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Beweis: a) Proposition 2.5.4 in [11℄.

b) Analog zu a), vgl. auh (2.23) in [10℄. 2

Der folgende Satz maht die zentrale Bedeutung des Wikprodukts deutlih:

Satz 2.4.2 a) Angenommen Y

t

ist ein Skorohod-integrierbarer stohastisher

Prozess auf 


1

. Dann existiert das Pettis-Integral

R

1

0

Y

t

�W

t

dt und es gilt

Z

1

0

Y

t

ÆB

t

=

Z

1

0

Y

t

�W

t

dt: (2.4.3)

b) Angenommen Y

t

ist ein Skorohod-integrierbarer stohastisher Prozess auf




2

. Dann existiert das Pettis-Integral

R

1

0

Y

t

� V

t

dt und es gilt

Z

1

0

Y

t

ÆQ

t

=

Z

1

0

Y

t

� V

t

dt: (2.4.4)

Beweis: a) Theorem 2.5.9 in [11℄.

b) Analog zu a), vgl. auh (2.24) in [10℄. 2

Korollar 2.4.3 Es gilt:

a)

dB

t

dt

=W

t

(2.4.5)

b)

dQ

t

dt

= V

t

(2.4.6)

Beweis: a) Folgt aus

B

t

=

Z

1

0

1 dB

t

=

Z

1

0

1 ÆB

t

=

Z

1

0

W

s

ds

(Lemma 2.4.1 und Satz 2.4.2).

b) Analog zu a). 2

Lemma 2.4.4 Sei M � R

d+1

kompakt, und X : M ! (S)

�1

sei stetig. Dann

gibt es ein q � 0, sodass X :M ! (S)

�1;�q

gilt.
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Beweis: Es reiht zu zeigen:

8f 2 (S)

1

; a 2M : j(X(a))(f)j � konst:kfk

(S)

1;q

:

Nun sei V (f) := sup

a2M

fj(X(a))(f)jg f

�

ur f 2 (S)

1

. Damit gibt es nah Lemma

1.3.1 in [12℄ ein q � 0, sodass gilt: 8f 2 (S)

1

: V (f) � konst:kfk

(S)

1;q

. 2

Mit Satz 2.4.2 lassen sih stohastishe Integrale als klassishe Integrale im

Kondratiev-Raum au�assen, und somit erf

�

ullt die L

�

osung der stohastishen

Di�erentialgleihung

dX(t; x; !) = (E(X))(t; x; !) dt+ (F (X))(t; x; !) dB(t; !) (2.4.7)

+(G(X))(t; x; !) dQ(t; !)

mit X(0; x) = f(x); D � R

d

kompakt; t 2 [0; T ℄ und x 2 D;

in (S)

�1

(E, F , G und f geeignet) auh die Di�erentialgleihung:

dX(t; x)

dt

= (E(X))(t; x) + (F (X))(t; x) �W (t) (2.4.8)

+(G(X))(t; x) � V (t)

mit X(0; x) = f(x):

Die Di�erentialgleihung (2.4.8) l

�

asst auh antizipierende Anfangsbedingungen

und antizipierende Abbildungen E, F und G zu und hat dann als L

�

osung

einen verallgemeinerten stohastishen Prozess, d.h. eine messbare Abbildung

X : [0; T ℄ � D ! (S)

�1

. F

�

ur X 2 C([0; T ℄ � D; (S)

�1

) gibt es nah Lemma

2.4.4 ein q � 0 mit X 2 C([0; T ℄�D; (S)

�1;�q

).



Kapitel 3

Existenz und Eindeutigkeit

Wie in Abshnitt 2.4 gezeigt wurde, kann man klassishe stohastishe Di�e-

rentialgleihungen der Form (2.4.7) auh als Di�erentialgleihungen imKondra-

tiev-Raum in der Gestalt (2.4.8) au�assen. Der Vorteil ist nun, dass die sto-

hastishen Prozesse niht mehr adaptiert sein m

�

ussen, d.h. sie d

�

urfen auh

antizipierend sein. Au�erdem lassen sih nun bekannte Methoden aus der Funk-

tionalanalysis anwenden. In diesem Kapitel werden die Existenz und Eindeu-

tigkeit von L

�

osungen stohastisher parabolisher partieller Di�erentialglei-

hungen mit Wiener- und Poissontreibern in (S)

�1

gezeigt. Mithilfe der Fun-

damentall

�

osung der entsprehenden deterministishen parabolishen partiellen

Di�erentialgleihung erhalten wir eine

�

aquivalente Integralgleihung in (S)

�1

,

sodass man den Banahshen Fixpunktsatz anwenden kann, ohne dass man

eine Hermite-Transformation durhf

�

uhren muss.

Sei S � R

n

o�en und beshr

�

ankt. Gesuht wird eine L

�

osung U : [0;1℄�D!

(S)

�1

der Di�erentialgleihung:

�U(t; x)

�t

=

n

X

i;j=1

~a

ij

(t; x)

�

2

U(t; x)

�x

i

�x

j

+

n

X

i=1

~

b

i

(t; x)

�U(t; x)

�x

i

(3.1.1)

+~(t; x)U(t; x)� �(t; x) � U(t; x) �W (t)� �(t; x) � U(t; x) � V (t)� Æ(t; x)

mit U(0; : ) = '( : ) 2 C(D; (S)

�1

), t 2 [0;1), x 2 D, ~a

ij

;

~

b; ~ : [0;1)�D ! R

und �; �; Æ : [0;1)�D ! (S)

�1

. Dabei werden die partiellen Ableitungen als

Grenzwerte der entsprehenden Di�erenzenquotienten in (S)

�1

bez

�

uglih der

induktiven Limestopologie verstanden.

19
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Der Di�erentialoperator L wird de�niert durh:

LU(t; x) :=

n

X

i;j=1

~a

ij

(t; x)

�

2

U(t; x)

�x

i

�x

j

+

n

X

i=1

~

b

i

(t; x)

�U(t; x)

�x

i

(3.1.2)

+~(t; x)U(t; x)�

�U(t; x)

�t

Dann l

�

asst sih die Di�erentialgleihung (3.1.1) auh shreiben als:

LU(t; x) = [�(t; x) �W (t) + �(t; x) � V (t)℄ � U(t; x) + Æ(t; x) (3.1.3)

mit U(0; x) = '(x).

Satz 3.1.1 Angenommen es gilt:

a) Die Matrix (~a

ij

(t; x)) ist symmetrish f

�

ur alle (t; x) 2 [0; T ℄�D.

b) L ist parabolish in [0; T ℄ �D, d.h. die Matrix (~a

ij

(t; x)) ist positiv de�nit

f

�

ur alle (t; x) 2 [0; T ℄�D.

) Die Abbildungen ~a

ij

;

�~a

ij

�x

k

;

�

2

~a

ij

�x

k

�x

h

;

~

b

i

;

�

~

b

i

�x

k

~

b

i

; ~ : [0; T ℄� D ! R existieren und

sind stetig, auf [0; T ℄�D stetig fortsetzbar und H

�

older-stetig in x (mit Exponent

�) gleihm

�

a�ig bzgl. t, d.h. � h

�

angt niht von t ab.

d) Es gibt A > 0 und 0 < � < 1, so da� f

�

ur alle (t; x); (

~

t; ~x) 2 [0; T ℄�D gilt:

j~a

ij

(t; x)� ~a

ij

(

~

t; ~x)j � A(jt�

~

tj

�

2

+ jx� ~xj

�

).

e) Sei f : [0; T ℄ � D ! R stetig und H

�

older-stetig (mit Exponent �) in x

gleihm

�

a�ig bzgl. t.

f) Sei g : D! R stetig.

Dann hat die deterministishe parabolishe partielle Di�erentialgleihung

Lu(t; x) = f(t; x) (3.1.4)

mit u(0; x) = g(x) =, t 2 [0; T ℄ und x 2 D die eindeutige L

�

osung

u(t; x) =

Z

D

�(t; x; 0; �)g(�) d��

Z

t

0

Z

D

�(t; x; �; �)f(�; �) d�d� (3.1.5)

mit einer stetigen Fundamentall

�

osung �(t; x; �; �) f

�

ur 0 � � < t � T und

x; � 2 D.
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Beweis: Siehe Kapitel 1 in [7℄, Theorem 12 und Theorem 16. 2

Bemerkung 3.1.2 a) Der L

�

osungsbegri� beinhaltet, dass alle Ableitungen

(d.h.

�U

�x

i

;

�

2

U

�x

i

�x

j

;

�U

�t

) stetig sind.

b) Eine Fundamentall

�

osung �(t; x; �; �) mit 0 � � < t � T und x; � 2 D wird

de�niert durh die Eigenshaften:

(i) F

�

ur festes (�; �) 2 [0; T ℄�D gen

�

ugt � als Funktion von (t; x) mit

� < t � T und x 2 D der Gleihung LU(t; x) = 0.

(ii) F

�

ur jede stetige Funktion g(x) auf D gilt f

�

ur alle x 2 D:

lim

t&�

Z

D

�(t; x; �; �)g(�) d� = g(x): (3.1.6)

Lemma 3.1.3 Unter den Voraussetzungen von Satz 3.1.1 ist die Fundamen-

tall

�

osung �(t; x; ��) strikt positiv, und es gilt die Halbgruppen-Eigenshaft f

�

ur

0 � � < s < t � T und x; � 2 D:

�(t; x; �; �) =

Z

D

�(t; x; s; y)�(s; y; �; �) dy: (3.1.7)

Beweis: Siehe Theorem 3.5 in [8℄. 2

Satz 3.1.4 Es gelten die Voraussetzungen von Satz 3.1.1.

a) Die Ableitungen

��(t;x;�;�)

�x

i

;

�

2

�(x;t;�;�)

�x

i

�x

j

und

��(t;x;�;�)

�t

existieren und sind stetig

f

�

ur x; � 2 D und 0 < � < t � T .

b) F

�

ur (t; x) 2 [0; T ℄�D gilt:

Z

D

j�(t; x; 0; �)j+ j

��(t; x; 0; �)

�x

i

j+ j

�

2

�(x; t; 0; �)

�x

i

�x

j

j+ j

��(t; x; 0; �)

�t

j d� � C

T

(3.1.8)

und

Z

t

0

Z

D

j�(t; x; �; �)j+ j

��(t; x; �; �)

�x

i

j+ j

�

2

�(x; t; �; �)

�x

i

�x

j

j

+j

��(t; x; �; �)

�t

j d� d� �

~

C

T

: (3.1.9)

Dabei ist 0 < C

T

;

~

C

T

<1.
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Beweis: a) Siehe Kapitel 1 in [7℄, Seite 20.

b) Siehe (3.31) in [8℄, Seite 184. 2

Lemma 3.1.5 Es gilt:

a) (S)

�1

ist nuklear.

b) Jede shwahkonvergente Folge in (S)

�1

ist auh starkkonvergent in (S)

�1

.

Beweis: a) Nah Lemma 2.8.2 in [11℄ ist (S)

1

nuklear. Nah Proposition 50.6

in [18℄ ist deshalb auh (S)

�1

nuklear.

b) Folgt aus Corollary 1, S.358 und Corollary 3, S.520 in [18℄, da (S)

1

nuklear

ist. 2

Lemma 3.1.6 Seien Y 2 C

1;2

([0; T ℄ � D; (S)

�1

), X 2 C([0; T ℄; (S)

�1

) und

f 2 (S)

1

. Dann gilt f

�

ur (t; x) 2 (0; T )�D und s 2 [0; T ℄:

a) < LY (t; x); f >= L < Y (t; x); f >.

b) <

R

s

0

Y (r) dr; f >=

R

s

0

< Y (r); f > dr.

Insbesondere existiert jeweils die rehte Seite.

Beweis: a) O.E. sei n = 1 und LY =

�Y

�x

. Nun gilt f

�

ur f 2 (S)

+1

:

< LY (t; x); f >

=< lim

h!0

Y (t; x + h)� Y (t; x)

h

; f >

= lim

h!0

<

Y (t; x+ h)� Y (t; x)

h

; f >

(aus Stetigkeitsgr

�

unden)

= lim

h!0

1

h

[< Y (t; x + h); f > � < Y (t; x); f >℄

= L < Y (t; x); f > :

b) Analog zu a). 2

Im Folgenden sind bei Integralen in (S)

�1

immer Pettis-Integrale gemeint, vgl.

[11℄, Kapitel 2.5.
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Satz 3.1.7 Der Di�erentialoperator L erf

�

ulle die Voraussetzungen von Satz

3.1.1 und seien �; �; Æ 2 C

1;2

([0; T ℄� D; (S)

�1

) und ' 2 C

2

(D; (S)

�1

). Dann

erf

�

ullt ein U 2 C

1;2

([0; T ℄�D; (S)

�1

die Di�erentialgleihung (3.1.1) in (S)

�1

genau dann, wenn U die folgende Integralgleihung in (S)

�1

erf

�

ullt:

U(t; x) =

Z

D

�(t; x; 0; �)'(�) d� �

Z

t

0

Z

D

�(t; x; �; �)([�(�; �) �W (�)

+�(�; �) � V (�)℄ � U(�; �) + Æ(�; �)) d� d� (3.1.10)

mit der stetigen und reellen Fundamentall

�

osung �(t; x; �; �) (aus Satz 3.1.1)

f

�

ur 0 � � < t � T und x; � 2 D.

Beweis: Im Folgenden sei F (t; x) := [�(t; x) �W (t)+ �(t; x) �V (t)℄ �U(t; x)+

Æ(t; x). F

�

ur f 2 (S)

1

folgt aus Lemma 3.1.6 und Satz 3.1.1:

< LU(t; x); f >=< F (t; x); f > mit < U(0; x); f >=< '(x); f >

,

L < U(t; x); f >=< F (t; x); f > mit < U(0; x); f >=< '(x); f >

,

< U(t; x); f >=

R

D

�(t; x; 0; �) < '(�); f > d�

�

R

t

0

R

D

�(t; x; �; �) < F (�; �); f > d�d�

,

< U(t; x); f >=<

R

D

�(t; x; 0; �)'(�) d�; f >

� <

R

t

0

R

D

�(t; x; �; �)F (�; �) d�d�; f >.

Damit folgt die Behauptung aus Lemma 3.1.5, b). 2

F

�

ur q

1

� q

2

gilt C

1;2

([0; T ℄ � D; (S)

�1;�q

1

) � C

1;2

([0; T ℄ � D; (S)

�1;�q

2

), da

die Topologie von (S)

�1;�q

1

feiner ist als die Topologie von (S)

�1;�q

2

. Sei nun

~

C

1;2

([0;1)�D; (S)

�1

) := fX 2 C

1;2

([0;1)�D; (S)

�1

) j 8T > 0 : 9q

T

2 N :

Xj

[0;T ℄

2 C

1;2

([0; T ℄�D; (S)

�1;�q

T

)g.

Satz 3.1.8 Der Di�erentialoperator L erf

�

ulle die Voraussetzungen von Satz

3.1.1 und seien �; �; Æ 2 C

1;2

([0; T ℄�D; (S)

�1;�q

T

) und ' 2 C

2

(D; (S)

�1;�q

T

)

mit q

T

2 N f

�

ur alle T > 0. Dann hat die Di�erentialgleihung (3.1.1) in

~

C

1;2

([0;1)�D; (S)

�1

) genau eine L

�

osung.

Beweis: Wegen Satz 3.1.7 reiht es, die Integralgleihung (3.1.10) zu betrah-

ten. Sei T > 0 beliebig, aber fest. Wegen Lemma 2.2.4 und Korollar 2.3.4 kann

man die Integralgleihung (3.1.10) in C

1;2

([0; T ℄ �D; (S)

�1;�q

) f

�

ur ein hinrei-

hend gro�es q > 0 betrahten. F

�

ur t

0

2 [0; T ℄ und  > 0 mit t

0

+  � T sei

Y := C

1;2

([t

0

; t

0

+ ℄�D; (S)

�1;�q

) der Banahraum mit der Norm:

kUk

C

1;2

:= sup

(t;x)2[t

0

;t

0

+℄�D

f

X

0�i�1;0�j;k�2

k

�

i+j+k

�t

i

�x

j

�x

k

U(t; x)k

(S)

�1;�q

g:
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Weiter sei K : Y ! Y mit

KU(t; x) :=

Z

D

�(t; x; 0; �)'(�) d� �

Z

t

0

Z

D

�(t; x; �; �)([�(�; �) �W (�)

+�(�; �) � V (�)℄ � U(�; �) + Æ(�; �)) d� d�:

Aus Satz 2.3.3, Satz 3.1.4 und der H

�

older-Ungleihung folgt f

�

ur U;

~

U 2 Y :

kKU �

~

KUk

C

1;2

= sup

(t;x)2[t

0

;t

0

+℄�D

k

Z

t

0

Z

D

�(t; x; �; �)

�[�(�; �) �W (�) + �(�; �) � V (�)℄ � [U(�; �)�

~

U(�; �)℄k

(S)

�1;�q

d�d�

�  konst:kU �

~

Uk

C

1;2

:

Bei hinreihnend kleinem  istK eine Kontraktion, d.h. nah dem Banahshen

Fixpunktsatz hat K genau einen Fixpunkt. Es gibt also auf [t

0

; t

0

+ ℄ genau

eine L

�

osung der Di�erentialgleihung (3.1.1). Da  unabh

�

angig von t

0

2 [0; T ℄

so gew

�

ahlt werden kann, da� K eine Kontraktion ist, erh

�

alt man st

�

ukweise

eine eindeutige L

�

osung auf ganz [0; T ℄. Da T > 0 beliebig war und q beliebig

gro� gew

�

ahlt werden durfte, gibt es auh eine eindeutige L

�

osung auf [0;1) in

~

C

1;2

([0;1)�D; (S)

�1

). 2



Kapitel 4

Regularit

�

at

Im Allgemeinen liegt die L

�

osung der Di�erentialgleihung (3.1.1) in dem ab-

strakten Raum (S)

�1

. In diesem Kapitel wird nun untersuht, unter welhen

Voraussetzungen die L

�

osungen in L

p

(#) liegen f

�

ur ein p � 1.

4.1 L

2

(#)-L

�

osungen

In diesem Abshnitt wird gezeigt, dass verallgemeinerte stohastishe Di�eren-

tialgleihungen der Form (3.1.1) unter bestimmten Voraussetzungen eine anti-

zipierende L

�

osung in L

2

(#) haben. Dazu wird die Chaos-Entwiklung mittels

multipler Itô-Integrale benutzt, welhe im Folgenden auf den Fall des kombi-

nierten Gau�-Poisson-White-Noise-Wahrsheinlihkeitsma�es

�

ubertragen wird.

Im Folgenden bezeihne

^

L

2

(R

n

) die Menge der symmetrishen Funktionen aus

L

2

(R

n

). F

�

ur 	 2

^

L

2

(R

n

) 


^

L

2

(R

m

) � L

2

(R

n

� R

m

) wird das multiple Itô-

Integral de�niert durh:

Z

R

n

�R

m

	 d(B


n


Q


m

) := n!m!

Z

1

�1

Z

r

m

�1

Z

r

m�1

�1

: : :

Z

r

2

�1

�

Z

1

�1

Z

s

n

�1

Z

s

n�1

�1

: : :

Z

s

2

�1

	(s

1

; : : : ; s

n

; r

1

; : : : ; r

m

) dB(s

1

) : : : dB(s

n

)

�

dQ(r

1

) : : : dQ(r

m

): (4.1.1)

Der Zusammenhang zwishen den Chaos-Entwiklungen mit Hermite-Polyno-

men und multiplen Itô-Integralen ist gegeben durh (vgl. [11℄, S.26 und S.185):

Z

j�j

�

^



�

dB


j�j

= H

�

(!

1

) (4.1.2)
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�

AT

und

Z

j�j

�

^


�

dQ


j�j

= C

�

(!

2

); (4.1.3)

wobei � = (�

1

; : : : ; �

k

); �

^


�

:= �

^


�

1

1

^


 : : :

^


�

^


�

k

k

,

^


 das symmetrishe Tensor-

produkt ist, und �

n

die Hermite-Funktionen sind, vgl. Kapitel 2.2. Au�erdem

gilt f

�

ur 	 2

^

L(R

n

):

E[(

Z

R

n

	 dB


n

)

2

℄ = E[(

Z

R

n

	 dQ


n

)

2

℄ = n!k	k

2

L

2

(R

n

)

: (4.1.4)

Satz 4.1.1 Jedes f 2 L

2

(#) hat eine eindeutige Darstellung

f(!) =

1

X

n;m=0

Z

R

n

�R

m

f

n;m

d(B


n


Q


m

) (4.1.5)

mit f

n;m

2

^

L

2

(R

n

)


^

L

2

(R

m

) � L

2

(R

n

� R

m

).

Au�erdem gilt die Isometrie

kfk

2

L

2

(#)

=

1

X

n;m=0

n!m!kf

n;m

k

L

2

(R

n

�R

m

)

: (4.1.6)

Beweis: Aus Satz 2.2.1, (4.1.2) und (4.1.3) folgt:

f =

X

2�





M



=

1

X

n;m=0

X

=(�;�)

j�j=n;j�j=m





M



=

1

X

n;m=0

X

=(�;�)

j�j=n;j�j=m





(

Z

R

n

�

^



�

dB


n

)(

Z

R

m

�

^



�

dQ


m

)

=

1

X

n;m=0

Z

R

n

�R

m

(

X

=(�;�)

j�j=n;j�j=m





�

^


�


 �

^


�

) d(B


n


Q


m

):

Au�erdem folgt (4.1.6) aus (2.2.2) und (4.1.4). 2

F

�

ur � 2 L

2

(R

n

) bezeihne sym

x

1

;::: ;x

n

[�℄ die in den x

i

symmetrisierte Funktion

von �. F

�

ur 	 2 L

2

(R

n

� R

m

) bezeihne sym

x

1

;::: ;x

n

; y

1

;::: ;y

m

[	℄ die in den x

i

und

in den y

j

getrennt symmetrisierte Funktion von 	.



4.1. L

2

(#)-L

�

OSUNGEN 27

Die De�nition lautet also:

sym

x

1

;::: ;x

n

; y

1

;::: ;y

m

[	℄ :=

1

n!m!

X

�;�

	(x

�

1

; : : : ; x

�

n

; y

�

1

; : : : ; y

�

m

); (4.1.7)

wobei

�

uber alle Permutationen � von (1; : : : ; n) und � von (1; : : : ; m) summiert

wird. Damit gilt sym[	℄ 2

^

L

2

(R

n

)


^

L

2

(R

m

).

Lemma 4.1.2 Sei Y (t) =

R

R

n

�R

m

f

n;m;t

d(B


n


Q


m

) mit f

n;m;t

2

^

L

2

(R

n

)


^

L

2

(R

m

). Dann gilt:

Z

R

Y (t) �W (t) dt (4.1.8)

=

Z

R

n+1

�R

m

sym

t;s

1

;::: ;s

n

[f

n;m;t

(s

1

; : : : ; s

n

; r

1

; : : : ; r

m

)℄ d(B


(n+1)


Q


m

)

und

Z

R

Y (t) � V (t) dt (4.1.9)

=

Z

R

n

�R

m+1

sym

t;r

1

;::: ;r

m

[f

n;m;t

(s

1

; : : : ; s

n

; r

1

; : : : ; r

m

)℄ d(B


n


Q


(m+1)

):

Beweis: Mit (4.1.2) und (4.1.3) l

�

a�t sih Y (t) wie folgt darstellen:

Y (t) =

Z

R

n

�R

m

f

n;m;t

d(B


n


Q


m

)

=

Z

R

n

�R

m

(

X

=(�;�)

j�j=n;j�j=m





(t)�

^



�


 �

^



�

)d(B


n


Q


m

) =

X

=(�;�)

j�j=n;j�j=m





(t)M



:

Daraus, aus (4.1.2) und (4.1.3) und Corollary 2.5.8 in [11℄ folgt:

Z

R

Y (t) �W (t) dt =

X

=(�;�)

j�j=n;j�j=m

1

X

k=1

(

Z

R





(u)�

k

(u) du)M

�+�

k

;�

=

Z

R

n+1

�R

m

X

=(�;�)

j�j=n;j�j=m

1

X

k=1

((

Z

R





(u)�

k

(u) du)�

^


(�+�

k

)


 �

^


�

)

d(B


(n+1)


Q

m

)
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AT

=

Z

R

n+1

�R

m

sym

t;s

1

;::: ;s

n

[

X

=(�;�)

j�j=n;j�j=m

(

1

X

k=1

(

Z

R





(u)�

k

(u) du)�

k

(t))

�

^



�

(s

1

; : : : ; s

n

)
 �

^



�

(r

1

; : : : ; r

m

)℄ d(B


(n+1)


Q

m

)

=

Z

R

n+1

�R

m

sym

t;s

1

;::: ;s

n

[

X

=(�;�)

j�j=n;j�j=m





(t)�

^



�


 �

^



�

℄ d(B


(n+1)


Q

m

)

=

Z

R

n+1

�R

m

sym

t;s

1

;::: ;s

n

[f

n;m;t

(s

1

; : : : ; s

n

; r

1

; : : : r

m

)℄ d(B


(n+1)


Q

m

):

Damit ist (4.1.8) gezeigt. (4.1.9) wird analog bewiesen. 2

Im Folgenden sollen die Abbildungen �; � deterministish sein und nur von t

abh

�

angen, d.h. es gelte �(t; x) = �(t); �(t; x) = �(t) 2 R.

F

�

ur 	 : [0; T ℄�D! (S)

�1

werden folgende Operatoren de�niert:

(T	)(t; x) :=

Z

t

0

W (�) � (

Z

D

�(t; x; �; �)�(�)	(�; �) d�) d� (4.1.10)

und

(

~

T	)(t; x) :=

Z

t

0

V (�) � (

Z

D

�(t; x; �; �)�(�)	(�; �) d�) d�: (4.1.11)

Proposition 4.1.3 Sei Y (t; x) =

R

R

n

�R

m

	

n;m;t;x

d(B


n


Q


m

)mit 	

n;m;t;x

2

^

L

2

(R

n

)


^

L

2

(R

m

) f

�

ur (t; x) 2 [0; T ℄�D. Dann gilt f

�

ur a; b 2 N:

(T

a

~

T

b

Y )(t; x) =

Z

R

n+a

�R

m+b

sym

s

1

;::: ;s

n+a

; r

1

;::: ;r

m+b

[�

[0;t℄

(s

n+a

)�(s

n+a

)

��

[0;s

n+a

℄

(s

n+a�1

)�(s

n+a�1

) : : : �

[0;s

n

℄

(r

m+b

)�(r

m+b

)

��

[0;r

m+b

℄

(r

m+b�1

)�(r

m+b�1

) : : : �

[0;r

m+2

℄

(r

m+1

)�(r

m+1

)

�

Z

D

�(t; x; r

m+1

; �)	

n;m;r

m+1

;�

(s

1

; : : : ; s

n

; r

1

; : : : ; r

m

) d�℄

d(B


(n+a)


Q


(m+b)

): (4.1.12)

Au�erdem gilt :

k(T

a

~

T

b

Y )(t; x)k

2

L

2

(�)

�

(n!m!)

2

K

2a+2b

1

t

a+b

(n + a)!(m+ b)!

(4.1.13)

� sup

�2[0;t℄

�

k

Z

D

�(t; x; �; �)	

n;m;�;�

(s

1

; : : : ; s

n

; r

1

; : : : ; r

m

) d�k

2

L

2

(R

n

�R

m

)

�

mit K

1

:= sup

t2[0;T ℄

fj�(t)j+ j�(t)jg.
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Beweis: Es wird ein Induktionsbeweis

�

uber a; b gef

�

uhrt.

Induktionsanfang:

(

~

T	)(t; x) =

Z

t

0

V (�) � (

Z

D

�(t; x; �; �)�(�)	(�; �) d�) d�

=

Z

R

n

�R

m+1

sym

r

1

;::: ;r

m

;r

m+1

[�

[0;T ℄

(r

m+1

)�(r

m+1

)

�

Z

D

�(t; x; r

m+1

; �)	

n;m;r

m+1

;�

(s

1

; : : : ; s

n

; r

1

; : : : ; r

m

)℄ d(B


n


Q


(m+1)

)

(wegen Lemma 4.1.2):

Induktionsshritt:

Angenommen die Aussage gilt f

�

ur a; b. Nun wird die Aussage f

�

ur a+1; b gezeigt,

analog beweist man den Fall a; b + 1.

(T

a+1

~

T

b

Y )(t; x) =

Z

R

n+a+1

�R

m+b

sym

s

1

;::: ;s

n+a

;s

n+a+1

[�

[0;t℄

(s

n+a+1

)�(s

n+a+1

)

�

Z

D

�(t; x; s

n+a+1

; �)T

a

~

T

b

Y (s

n+a+1

; �) d�℄ d(B


(n+a+1)


Q


(m+b)

)

(wegen Lemma 4.1.2)

=

Z

R

n+a+1

�R

m+b

sym

s

1

;::: ;s

n+a

;s

n+a+1

; r

1

;::: ;r

m

[�

[0;t℄

(s

n+a+1

)�(s

n+a+1

)

��

[0;s

n+a+1

℄

(s

n+a

)�(s

n+a

)�

[0;s

n+a

℄

(s

n+a�1

)�(s

n+a�1

) : : :

��

[0;s

n

℄

(r

m+b

)�(r

m+b

)�

[0;r

m+b

℄

(r

m+b�1

)�(r

m+b�1

) : : : �

[0;r

m+2

℄

(r

m+1

)�(r

m+1

)

�

Z

D

�(t; x; r

m+1

; �)	

n;m;r

m+1

;�

(s

1

; : : : ; s

n

; r

1

; : : : ; r

m

) d�℄

d(B


(n+a+1)


Q


(m+b)

)

(wegen (3.1.7) und der Induktionsvoraussetzung):

Damit ist (4.1.12) gezeigt.

Nun folgt aus (4.1.12):

k(T

a

~

T

b

Y )(t; x)k

2

L

2

(�)

�

(n + a)!(m+ b)!ksym

s

1

;::: ;s

n+a

; r

1

;::: ;r

m+b

[�

[0;t℄

(s

n+a

)�(s

n+a

)

��

[0;s

n+a

℄

(s

n+a�1

)�(s

n+a�1

) : : : �

[0;s

n

℄

(r

m+b

)�(r

m+b

)�

[0;r

m+b

℄

(r

m+b�1

)

��(r

m+b�1

) : : : �

[0;r

m+2

℄

(r

m+1

)�(r

m+1

)k

2

L

2

(R

a

�R

b

)

� sup

�2[0;t℄

�

k

Z

D

�(t; x; �; �)	

n;m;�;�

(s

1

; : : : ; s

n

; r

1

; : : : ; r

m

) d�k

2

L

2

(R

n

�R

m

)

�
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� (n+ a)!(m + b)!k

K

a+b

1

(n+ 1) : : : (n+ a)(m+ 1) : : : (m+ b)

�

[0;t℄

a+bk

2

L

2

(R

a

�R

b

)

� sup

�2[0;t℄

�

k

Z

D

�(t; x; �; �)	

n;m;�;�

(s

1

; : : : ; s

n

; r

1

; : : : ; r

m

) d�k

2

L

2

(R

n

�R

m

)

�

= (n+ a)!(m + b)!(

n!m!

(n + a)!(m+ b)!

)

2

K

2a+2b

1

t

a+b

� sup

�2[0;t℄

�

k

Z

D

�(t; x; �; �)	

n;m;�;�

(s

1

; : : : ; s

n

; r

1

; : : : ; r

m

) d�k

2

L

2

(R

n

�R

m

)

�

=

(n!m!)

2

(n+ a)!(m + b)!

K

2a+2b

1

t

a+b

� sup

�2[0;t℄

�

k

Z

D

�(t; x; �; �)	

n;m;�;�

(s

1

; : : : ; s

n

; r

1

; : : : ; r

m

) d�k

2

L

2

(R

n

�R

m

)

�

:

2

Die L

�

osung der Di�erentialgleihung (3.1.1) mit �(t; x) = �(t); �(t; x) = �(t) 2

R hat nah Satz 3.1.7 die Form:

U(t; x) =

Z

D

�(t; x; 0; �)'(�) d� �

Z

t

0

Z

D

�(t; x; �; �)Æ(�; �) d�d�

�

Z

t

0

W (�) � (

Z

D

�(t; x; �; �)�(�)U(�; �) d�) d�

�

Z

t

0

V (�) � (

Z

D

�(t; x; �; �)�(�)U(�; �) d�) d�: (4.1.14)

Im Folgenden wird '(x); Æ(t; x) 2 L

2

(#) f

�

ur alle (t; x) 2 [0; T ℄�D angenommen

mit den Chaos-Entwiklungen:

'(x) =

1

X

n;m=0

Z

R

n

�R

m

'

n;m;x

(s

1

; : : : ; s

n

; r

1

; : : : r

m

) d(B


n


Q


m

) (4.1.15)

und

Æ(t; x) =

1

X

n;m=0

Z

R

n

�R

m

Æ

n;m;t;x

(s

1

; : : : ; s

n

; r

1

; : : : r

m

) d(B


n


Q


m

): (4.1.16)

Im Folgenden wird diese Abk

�

urzung benutzt:

g

n;m;t;x;�

:=

Z

D

�(t; x; �; �)['

n;m;�

(s

1

; : : : ; s

n

; r

1

; : : : r

m

)

+Æ

n;m;�;�

(s

1

; : : : ; s

n

; r

1

; : : : r

m

)℄ d�:
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Satz 4.1.4 Es gelte �(t; x) = �(t); �(t; x) = �(t) 2 R und '(x); Æ(t; x) 2

L

2

(#) f

�

ur alle (t; x) 2 [0; T ℄�D. Angenommen es gibt eine K

2

> 0, sodass f

�

ur

alle n;m 2 N

0

und alle (t; x) 2 [0; T ℄�D gilt:

sup

�2[0;T ℄

n

kg

n;m;t;x;�

k

2

L

2

(R

n

�R

m

)

o

�

K

n+m

2

(n!m!)

2

:

Dann hat die stohastishe parabolishe partielle Di�erentialgleihung (3.1.1)

eine regul

�

are L

�

osung U(t; x) 2 L

2

(#) f

�

ur alle (t; x) 2 [0; T ℄�D.

Beweis: Sei K := maxfK

2

1

; K

2

g. Die L

�

osung (4.1.14) wurde in Satz 3.1.8

durh den Banahshen Fixpunktsatz gewonnen, d.h. die L

�

osung erh

�

alt man

durh Iteration der rehten Seite von (4.1.14) mit dem Startwert U

0

(t; x) =

R

D

�(t; x; 0; �)'(�) d� �

R

t

0

R

D

�(t; x; �; �)Æ(�; �) d�d� . Es reiht also die Terme

der Form (T

a

1

~

T

b

1

: : : T

a

h
~

T

b

k

R

R

n

�R

m

('

n;m;�

+Æ

n;m;�;�

) d(B


n


Q


m

))(t; x) (ana-

log zu Proposition 4.1.3) abzush

�

atzen und aufzuaddieren. Die Absh

�

atzung

(4.1.13) gilt auh f

�

ur derartige Terme.

Es ergibt sih also mit (4.1.13) und den Voraussetzungen die Absh

�

atzung:

kU(t; x)k

L

2

(#)

�

1

X

n;m=0

1

X

i;j=0

2

i+j

(n!m!)

2

(Kt)

i+j

(n+ i)!(m+ j)!

K

n+m

(n!m!)

2

�

1

X

n;m=0

1

X

i;j=0

~

K

n+i+m+j

(n+ i)!(m + j)!

mit

~

K := 2K(t+ 1)

�

1

X

n;m=0

(n + 1)(m+ 1)

~

K

n+m

n!m!

= (

1

X

n=0

(n+ 1)

~

K

n

n!

)(

1

X

m=0

(m+ 1)

~

K

m

m!

)

� (

1

X

n=0

(2

~

K)

n

n!

)(

1

X

m=0

(2

~

K)

m

m!

) = exp(4

~

K) <1:

Damit ist U(t; x) 2 L

2

(#) f

�

ur alle (t; x) 2 [0; T ℄�D bewiesen. 2
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4.2 Eine explizite L

p

(#)-L

�

osung

In diesem Abshnitt wird gezeigt, dass Di�erentialgleihungen der Form (3.1.1)

unter bestimmten Bedingungen eine explizite adaptierte L

�

osung in L

p

(#) be-

sitzen f

�

ur alle p � 1. Au�erdem erlaubt die L

�

osung f

�

ur ! 2 
 eine pfadweise

Betrahtung, sodass im n

�

ahsten Kapitel eine stohastishe Kontrolle durh-

gef

�

uhrt werden kann. Hier werden also L

�

osungen U : [0;1)�D�
! R von

folgender Di�erentialgleihung:

�U(t; x)

�t

=

n

X

i;j=1

~a

ij

(t; x)

�

2

U(t; x)

�x

i

�x

j

+

n

X

i=1

~

b

i

(t; x)

�U(t; x)

�x

i

(4.2.1)

+~(t; x)U(t; x)� �(t)U(t; x) �W (t)� �(t)U(t; x) � V (t)� Æ(t; x)

mit U(0; x) = '(x) ausgerehnet.

Dabei gilt D � R

d

o�en und beshr

�

ankt, t 2 [0;1), x 2 D, ~a

ij

;

~

b; ~; Æ :

[0;1)�D! R, �; � : [0;1)! R und ' : D! R.

Der Di�erentialoperator L wird de�niert durh:

LU(t; x) =

n

X

i;j=1

~a

ij

(t; x)

�

2

U(t; x)

�x

i

�x

j

+

n

X

i=1

~

b

i

(t; x)

�U(t; x)

�x

i

+ ~(t; x)U(t; x):

(4.2.2)

Dann l

�

asst sih die Di�erentialgleihung (4.2.1) auh shreiben als

�U(t; x)

�t

= LU(t; x)� �(t)U(t; x) �W (t)� �(t)U(t; x) � V (t)� Æ(t; x)

(4.2.3)

mit U(0; x) = '(x).

Nun sei f

�

ur � und � aus L

2

(R):

J(t) := exp

�

[< !

1

; �

[0;t℄

� >℄ = exp

�

[

Z

t

0

�(s) dB

s

℄ (4.2.4)

= exp

�

[

Z

t

0

�(s)W (s) ds℄

und

K(t) := exp

�

[< !

2

; �

[0;t℄

� > �

Z

t

0

�(s) ds℄ = exp

�

[

Z

t

0

�(s) dP

s

(4.2.5)

�

Z

t

0

�(s) ds℄ = exp

�

[

Z

t

0

�(s) dQ

s

℄ = exp

�

[

Z

t

0

�(s)V (s) ds℄:
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Lemma 4.2.1 Es gilt f

�

ur stetige � und �:

a)

dJ(t)

dt

= �(t)W (t) � J(t) (4.2.6)

b)

dK(t)

dt

= �(t)V (t) �K(t): (4.2.7)

Beweis: a) Aus (4.2.4) folgt

J(t)

dt

=

d

dt

exp

�

[

Z

t

0

�(s)W (s) ds℄ = (

d

dt

Z

t

0

�(s)W (s) ds) � J(t)

= �(t)W (t) � J(t):

b) Analog zu a). 2

Lemma 4.2.2 Angenommen �;  : [0;1) ! R sind stetig. Weiter sei  >

�1, und sei

R

t

0

(ln(1 +  (s)))

2

ds <1 f

�

ur alle t > 0. Dann gilt:

exp

�

[

Z

t

0

�(s)W (s) ds+

Z

t

0

 (s)V (s) ds℄ (4.2.8)

= exp[

Z

t

0

�(s) dB

s

+

Z

t

0

ln(1 +  (s)) dP

s

�

Z

t

0

(

1

2

�

2

(s) +  (s)) ds℄:

Beweis: Es gilt exp

�

[< !

1

; � >℄ = exp[< !

1

; � > �

1

2

k�k

2

℄ und exp

�

[< !

2

;  >

℄ = exp[< !

2

; ln(1 +  ) >℄, vgl. Lemma 2.6.16 in [11℄ und (2.18) in [10℄. Mit

(4.2.4), (4.2.5) und der De�nition des Wikprodukts folgt die Behauptung, da

exp

�

[< !

1

; � >℄ nur von !

1

und exp

�

[< !

2

;  >℄ nur von !

2

abh

�

angt. 2

Lemma 4.2.3 Angenommen �;  : [0;1) ! R sind stetig. Weiter sei  >

�1, und sei

R

t

0

(ln(1 +  (s)))

2

ds < 1 f

�

ur alle t > 0. Weiter sei X 2 L

p

(#)

mit p > 1.

Dann gilt

X � exp

�

[

Z

t

0

�(s) dB

s

+

Z

t

0

 (s) dQ

s

℄ 2 L

q

(#) (4.2.9)

f

�

ur alle 1 � q < p, und !-fast siher gilt

�

X � exp

�

[

Z

t

0

�(s) dB

s

+

Z

t

0

 (s) dQ

s

℄

�

(!

1

; !

2

) (4.2.10)

= X(!

1

� �; !

2

�  ) exp

�

[

Z

t

0

�(s) dB

s

+

Z

t

0

 (s) dQ

s

℄(!

1

; !

2

):
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AT

Beweis: Siehe Theorem 4.4 in [10℄, analog zum Beweis von Theorem 2.10.7 in

[11℄. 2

Satz 4.2.4 Angenommen es gelten die Voraussetzungen von Satz 3.1.1. Wei-

ter seien ' 2 C

2

(D;R), Æ 2 C

1;2

([0;1)�D;R) und �; � 2 C

1

([0;1);R). Au-

�erdem gelte � > �1 und

R

t

0

(ln(1+�(s)))

2

ds <1 f

�

ur alle t > 0. Dann hat die

Di�erentialgleihung (4.2.1) in

~

C

1;2

([0;1)�D; (S)

�1

) eine eindeutige L

�

osung

U : [0;1)�D�
! R mit U(t; x; : ) 2 L

p

(#) f

�

ur alle (t; x) 2 [0;1)�D und

alle p � 1. Diese L

�

osung hat die (!-punktweise) Form:

U(t; x; !) =

�

Z

D

�(t; x; 0; �)'(�) d� �

Z

t

0

exp[

Z

�

0

1

2

�

2

(s) + �(s)

�(1 + ln(1 + �(s))) ds℄ exp[

Z

�

0

�(s) dB

s

(!

1

)℄ exp[

Z

�

0

ln(1 + �(s)) dP

s

(!

2

)℄

�

Z

D

�(t; x; �; �)Æ(�; �) d�d�

�

exp[

Z

t

0

1

2

�

2

(s) + �(s) ds℄

� exp[�

Z

t

0

�(s) dB

s

(!

1

)℄ exp[�

Z

t

0

ln(1 + �(s)) dP

s

(!

2

)℄: (4.2.11)

mit ! = (!

1

; !

2

).

Beweis: Durh die Voraussetzungen hat (4.2.1) in

~

C

1;2

([0;1) � D; (S)

�1

)

eine eindeutige L

�

osung nah Satz 3.1.8. Zun

�

ahst wird (4.2.1) als Gleihung in

(S)

�1

aufgefasst, und beide Seiten werden mit J(t) �K(t) Wik-multipliziert.

Kleinere Umformungen ergeben dann:

J(t) �K(t) �

�U(t; x)

�t

+ (�(t)W (t) � J(t)) �K(t) � U(t; x)

+J(t) � (�(t)V (t) �K(t)) � U(t; x)

= J(t) �K(t) � LU(t; x)� J(t) �K(t)Æ(t; x):

Wegen Lemma 4.2.1 ist das

�

aquivalent zu:

�

�t

(J(t) �K(t) � U(t; x)) = J(t) �K(t) � LU(t; x)� J(t) �K(t)Æ(t; x)

= L(J(t) �K(t) � U(t; x))� J(t) �K(t)Æ(t; x):

Mit Y (t; x) := J(t) �K(t) � U(t; x) ergibt sih:

�Y (t; x)

�t

= LY (t; x)� J(t) �K(t)Æ(t; x) (4.2.12)

mit Y (0; x) = '(x).
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Nun wird (4.2.12) mithilfe von Lemma 4.2.2 !-punktweise betrahtet:

�Y (t; x; !)

�t

= LY (t; x; !)� exp[�

Z

t

0

1

2

�

2

(s) + �(s) ds℄ (4.2.13)

� exp[

Z

t

0

�(s) dB

s

+

Z

t

0

ln(1 + �(s)) dP

s

℄(!)Æ(t; x)

mit Y (0; x; !) = '(x).

Das stohastishe Integral

R

t

0

ln(1� �(s)) dPs(!) ist ein C�adl�ag-Prozess, wel-

her auf einem endlihen Intervall nur endlih viele Sprungstellen hat. Fast

jeder Pfad hat also Sprungzeiten der Form: 0 � t

0

� t

1

� : : : � t

n

< 1 mit

t

n

!1 f

�

ur n!1. Also wird (4.2.13) jeweils nur auf [t

n

; t

n+1

) betrahtet. We-

gen Satz 3.1.1, aus Stetigkeitsgr

�

unden und wegen der Halbgruppeneigenshaft

von � (Lemma 3.1.3, vgl. auh den Beweis von Lemma 5.1.3) folgt:

Y (t; x; !) =

Z

D

�(t; x; 0; �)'(�) d��

Z

t

0

exp[

Z

�

0

�(

1

2

�

2

(s) + �(s)) ds℄

� exp[

Z

�

0

�(s) dB

s

+

Z

�

0

ln(1 + �(s)) dP

s

℄(!)

Z

D

�(t; x; �; �)Æ(�; �) d�d�:

(4.2.14)

Aus Doobs Maximalungleihung (Theorem 1.3.8 in [13℄) folgt f

�

ur alle T > 0

und 1 < p <1:

sup

t2[0;T ℄

fexp[

Z

t

0

�(s) dB

s

g; sup

t2[0;T ℄

fexp[

Z

t

0

ln(1 + �(s)) dP

s

g 2 L

p

(#):

Deshalb und wegen Satz 3.1.4 und (4.2.14) gilt f

�

ur alle T > 0 und 1 < p <1:

sup

(t;x)2[0;T ℄�D

fjY (t; x; !)j+ j

�Y (t; x; !)

�t

j+ j

�Y (t; x; !)

�x

i

j+ j

�

2

Y (t; x; !)

�x

i

�x

j

jg 2 L

p

(#):

(4.2.15)

F

�

ur f 2 (S)

1

folgt aus (4.2.13):

Z




�Y (t; x; !)

�t

f(!) d�(!) =

Z




LY (t; x; !)f(!) d�(!)� exp[�

Z

t

0

(

1

2

�

2

(s)

+�(s)) ds℄ exp[

Z

t

0

�(s) dB

s

+

Z

t

0

ln(1 + �(s)) dP

s

℄(!)Æ(t; x)f(!) d�(!):
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Zu jedem Zeitpunkt t liegt fast siher keine Sprungstelle vor. Also folgt aus

Korollar 16.3 in [1℄ und (4.2.15):

�

�t

Z




Y (t; x; !)f(!) d�(!) = L(

Z




Y (t; x; !)f(!) d�(!))

� exp[�

Z

t

0

(

1

2

�

2

(s) + �(s)) ds℄

�

Z




exp[

Z

t

0

�(s) dB

s

+

Z

t

0

ln(1 + �(s)) dP

s

℄(!)Æ(t; x)f(!) d�(!):

Somit gilt in (S)

�1

bez

�

uglih der shwahen Topologie:

�

�t

Y (t; x) = LY (t; x)� J(t) �K(t)Æ(t; x):

Da jede shwahkonvergente Folge in (S)

�1

auh starkkonvergent in (S)

�1

ist

(Lemma 3.1.5), gilt in (S)

�1

auh bez

�

uglih der induktiven Limestopologie:

�

�t

Y (t; x) = LY (t; x)� J(t) �K(t)Æ(t; x):

Also ist die eindeutige L

�

osung von (4.3.12) gegeben durh (4.2.14 ). Au�erdem

ist

U(t; x) = Y (t; x) � exp

�

[�

Z

t

0

�(s) dB

s

℄ � exp

�

[�

Z

t

0

�(s) dQ

s

℄

die eindeutige L

�

osung von (4.2.1). Somit folgt aus (4.2.15) und Lemma 4.2.3

f

�

ur fast alle ! 2 
:

U(t; x; !) = Y (t; x; (!

1

+ �

[0;t℄

�; !

2

+ �

[0;t℄

�))

� exp

�

[�

Z

t

0

�(s) dB

s

�

Z

t

0

�(s) dQ

s

℄ 2 L

p

(#)

f

�

ur alle p � 1. Und aus Lemma 4.2.2 folgt dann:

U(t; x; !) = Y (t; x; (!

1

+ �

[0;t℄

�; !

2

+ �

[0;t℄

�)) exp[�

Z

t

0

�(s) dB

s

�

Z

t

0

ln(1 + �(s)) dP

s

+

Z

t

0

(

1

2

�

2

(s) + �(s)) ds℄: (4.2.16)

Nun gilt f

�

ur 0 � s � � � t:

B

s

(!

1

+ �

[0;t℄

�) = B

s

(!

1

)+ < �

[0;t℄

�; �

[0;s℄

>= B

s

(!

1

) +

Z

s

0

�(r) dr:
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Daraus folgt:

exp[

Z

�

0

�(s) dB

s

℄(!

1

+ �

[0;t℄

�) = exp[

Z

�

0

�(s) dB

s

(!

1

) +

Z

�

0

�

2

(s) ds℄:

(4.2.17)

Analog erh

�

alt man:

exp[

Z

�

0

ln(1 + �(s)) dP

s

℄(!

2

+ �

[0;t℄

�) (4.2.18)

= exp[

Z

�

0

ln(1 + �(s)) dP

s

(!

2

) +

Z

�

0

ln(1 + �(s))�(s) ds℄:

Aus (4.2.16) erh

�

alt man mit (4.2.14), (4.2.17) und (4.2.18) nun (4.2.11). 2





Kapitel 5

Optimale Impulskontrolle

In diesem Kapitel wird eine optimale Impulskontrolle der expliziten L

p

(#)-

L

�

osung aus Abshnitt 4.3 durhgef

�

uhrt. Zun

�

ahst wird der zeitdiskrete Fall

behandelt, mit welhem dann die Optimalit

�

at einer zeitstetigen Impulskon-

trolle bewiesen wird.

5.1 Eigenshaften der expliziten L

p

(#)-L

�

osung

In diesem Abshnitt wird die L

�

osung der Di�erentialgleihung (4.2.1) unter-

suht. Nah Satz 4.2.4 hat diese Di�erentialgleihung die explizite L

�

osung:

U(t; x; !) =

�

Z

D

�(t; x; 0; �)'(�) d� �

Z

t

0

g(�)G(�; !

1

)H(�; !

2

)

�

Z

D

�(t; x; �; �)Æ(�; �) d�d�

�

h(t)G

�1

(t; !

1

)H

�1

(t; !

2

) (5.1.1)

mit G(t; !

1

) := exp[

R

t

0

�(s) dB

s

(!

1

)℄, H(t; !

2

) := exp[

R

t

0

ln(1 + �(s)) dP

s

(!

2

)℄,

g(t) := exp[

R

t

0

1

2

�

2

(s)+�(s)(1+ln(1+�(s))) ds℄, h(t) := exp[

R

t

0

1

2

�

2

(s)+�(s) ds℄,

0 < s < t und ! = (!

1

; !

2

).

Sei E := C(D) der Banahraum der stetigen Funktionen auf D mit der Su-

premumsnorm k : k

1

. E ist ein polnisher Raum. Im folgenden wird U(t; x; !)

als stohastisher Prozess in der Zeitvariablen t mit dem Zustandsraum E

aufgefa�t:

U

t

= U

t

(!) := U(t; : ; !) : [0;1)� 
! E: (5.1.2)

39
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Lemma 5.1.1 Es gilt:

a) U

t

ist ein C�adl�ag-Prozess in E, d.h. U

t

ist rehtsstetig und hat endlihe

linksseitige Limites.

b) U

t

ist progressiv-messbar bez

�

uglih der Filtration fF

t

g

t�0

, d.h. f

�

ur alle t � 0

ist U : [0; t℄� 
! E B([0; t℄)� F

t

-messbar.

Beweis: a) Bekanntlih sind G und H C�adl�ag-Prozesse in R. Nah Satz 3.1.4

ist � stetig f

�

ur x; � 2 D und 0 < � < t < T . Deshalb gilt sup

x2D;�<

~

t;t

f

R

d

j�(t; x;

�; �) � �(

~

t; x; �; �)j d�g ! 0 f

�

ur

~

t ! t. Damit folgt die Behauptung aus der

Darstellung (5.1.1) von U

t

.

b) Da U

t

rehtsstetig ist, reiht es zu zeigen, dass U

t

F

t

-messbar ist, vgl. S.50

in [6℄. Nun ist U

t

F

t

-messbar, da � stetig ist und da G und H F

t

-messbar

sind. 2

Lemma 5.1.2 Der stohastishe Prozess U

t

ist quasi-linksstetig, d.h. f

�

ur jede

wahsende Folge von fF

t

g

t�0

-Stoppzeiten �

n

mit lim

n!1

�

n

= � < 1 f.s. gilt

lim

n!1

U

�

n

= U

�

f.s.

Beweis: Bekanntlih sind die stohastishen Prozesse G undH quasi-linksstetig.

Da � stetig ist, gilt damit lim

n!1

U(�

n

; x; !) = U(�; x; !) !-f.s. f

�

ur jedes

x 2 D. Bezeihne U

t

(x) den Wert von U

t

an der Stelle x 2 D. Da U

t

ein

C�adl�ag-Prozess ist, existiert lim

n!1

U

�

n

. Dann gilt aber (lim

n!1

U

�

n

)(x) =

lim

n!1

U(�

n

; x; : ) = U(�; x; : ) = U

�

(x). 2

Im Folgenden seien f

�

ur 0 � s < t : G

�1

s

(t; !

1

) := exp[�

R

t

s

�(u) dB

u

(!

1

)℄,

H

�1

s

(t; !

2

) := exp[�

R

t

s

ln(1 + �(u)) dP

u

(!

2

)℄ und h

s

(t) := exp[

R

t

s

1

2

�

2

(u) +

�(u) du℄.

Lemma 5.1.3 F

�

ur U(t; x; !) aus (5.1.1) und 0 � s < t gilt:

U(t; x; !) =

�

Z

D

�(t; x; s; y)U(s; y) dy

�

h

s

(t)G

�1

s

(t; !

1

)H

�1

s

(t; !

2

)

�

�

�

Z

t

s

g(�)G(�; !

1

)H(�; !

2

)

Z

D

�(t; x; �; �)Æ(�; �) d�d�

�

�h(t)G

�1

(t; !

1

)H

�1

(t; !

2

): (5.1.3)
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Beweis: Aus Lemma 3.1.3 folgt:

U(t; x; !)

=

�

Z

D

(

Z

D

�(t; x; s; y)�(s; y; 0; �) dy)'(�) d�

�

Z

s

0

g(�)G(�; !

1

)H(�; !

2

)

Z

D

(

Z

D

�(t; x; s; y)�(s; y; �; �) dy)Æ(�; �) d�d�

�

Z

t

s

g(�)G(�; !

1

)H(�; !

2

)

Z

D

�(t; x; �; �)Æ(�; �) d�d�

�

�h(t)G

�1

(t; !

1

)H

�1

(t; !

2

)

=

�

Z

D

�(t; x; s; y)

�

Z

D

�(s; y; 0; �)'(�) d�

�

Z

s

0

g(�)G(�; !

1

)H(�; !

2

)

Z

D

�(s; y; �; �)Æ(�; �) d�d�

�

dy

�

Z

t

s

g(�)G(�; !

1

)H(�; !

2

)

Z

D

�(t; x; �; �)Æ(�; �) d�d�

�

�h(t)G

�1

(t; !

1

)H

�1

(t; !

2

)

=

�

Z

D

�(t; x; s; y)U(s; y) dy)

�

h

s

(t)G

s

(t; !

1

)H

s

(t; !

2

)

�

Z

t

s

g(�)G(�; !

1

)H(�; !

2

)

Z

D

�(t; x; �; �)Æ(�; �) d�d�

�h(t)G

�1

(t; !

1

)H

�1

(t; !

2

):

2

F

�

ur 0 � s � t, B 2 B(E) und x 2 E wird folgende zeitinhomogene

�

Uber-

gangsfunktion de�niert:

P (s; x; t; B) := P (U

t

2 BjU

s

= x): (5.1.4)

Satz 5.1.4 U

t

ist ein starker Markovprozess, d.h. es gilt

E[f(U

�+t

)jF

�

℄ =

Z

E

f(y)P (�; U

�

; � + t; dy) (5.1.5)

f

�

ur alle fF

t

g

t�0

-Stoppzeiten � , t > 0 und f 2 B(E).

Beweis: Bekanntlih sind G und H starke Markovprozesse. Da alle anderen

Terme au�er G und H deterministish sind, sind auh die Einbettungen t 7!

R

t

0

g(�)G(�; !

1

)H(�; !

2

)

R

D

�(t; : ; �; �)Æ(�; �) d�d� und t 7! h(t)G

�1

(t; !

1

)

�H

�1

(t; !

2

)11

E

starke Markovprozesse in E. Deshalb ist mit (5.1.1 ) auh U

t

ein starker Markovprozess in E. 2
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5.2 Optimale zeitdiskrete Impulskontrolle

In diesem Abshnitt wird eine optimale zeitdiskrete Impulskontrolle des stoha-

stishen Prozesses U

t

durhgef

�

uhrt. Dazu wird gezeigt, dass sih der Halbgrup-

penansatz aus [3℄, Kapitel 4

�

ubertragen l

�

asst, auh wenn hier der Zustands-

raum des stohastishen Prozesses unendlihdimensional ist. Zuerst werden die

Voraussetzungen f

�

ur die Existenz der L

�

osung einer Kontrollgleihung bewie-

sen. Diese wird dann benutzt, um eine optimale zeitdiskrete Impulskontrolle

zu konstruieren.

Zun

�

ahst wird U

t

in einen zeithomogenen Prozess

�

ubertragen. F

�

ur ' 2 E,

s � 0 und t > 0 sei dazu:

U

s;'

s+t

(x; !) :=

�

Z

D

�(s+ t; x; s; �)'(�) d�

�

h

s

(s+ t)G

�1

s

(s+ t; !

1

)

�H

�1

s

(s+ t; !

2

)�

�

Z

s+t

s

g(�)G(�; !

1

)H(�; !

2

)

Z

D

�(t; x; �; �)Æ(�; �) d�d�

�

�h(s+ t)G

�1

(s+ t; !

1

)H

�1

(s+ t; !

2

): (5.2.1)

Sei

~

E := R

+

� E mit der Norm kzk := s + k'k

1

f

�

ur z = (s; ') 2

~

E. Weiter

sei f

�

ur z = (s; ') 2

~

E:

Y

z

t

:= (s+ t; U

s;'

s+t

): (5.2.2)

Wegen Lemma 5.1.3 und Satz 5.1.4 ist Y

t

= Y

z

t

ein zeithomogener starker

Markovprozess mit Zustandsraum

~

E. F

�

ur t � 0, B 2 B(

~

E) und z 2

~

E wird

folgende zeithomogene

�

Ubergangsfunktion de�niert:

P (z; t; B) := P (Y

z

t

2 B): (5.2.3)

Weiter sei f

�

ur f 2 B(

~

E):

(�

t

f) (z) :=

Z

~

E

f(y)P (z; t; dy): (5.2.4)

Somit ist f�

t

g

t�0

� L(B(

~

E); B(

~

E)) eine lineare, einparametrige, positive

Halbgruppe.

Nun sei C

0

:= C

0

(

~

E) := ff :

~

E ! R j f ist beshr

�

ankt und stetigg.

Proposition 5.2.1 Es gilt f

�

ur alle t � 0:

�

t

: C

0

! C

0

: (5.2.5)
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Beweis: Sei f 2 C

0

und d(�) := sup

z;~z2

~

E;kz�~zk��

jf(z)� f(~z)j f

�

ur � > 0. Dann

gilt f

�

ur z = (s; '); ~z = (~s; ~') 2

~

E und � > 0:

j�

t

f(z)� �

t

f(~z)j = jE[f(Y

z

t

)� f(Y

~z

t

)℄j

� E[d(kY

z

t

� Y

~z

t

k)℄

� E[d(�)11

fkY

z

t

�Y

~z

t

k��g

+ 2kfk

1

11

fkY

z

t

�Y

~z

z

k>�g

℄

� d(�) + 2kfk

1

E[11

f

1

�

kY

z

t

�Y

~z

t

k>1g

℄

� d(�) + 2kfk

1

E[

1

�

kY

z

t

� Y

~z

t

k℄

= d(�) +

2

�

kfk

1

E[js� ~sj

+sup

x2D

fj(

Z

D

�(s+ t; x; s; �)'(�) d�)h

s

(s+ t)G

�1

s

(s+ t; !

1

)H

�1

s

(s+ t; !

2

)

�(

Z

D

�(~s+ t; x; ~s; �) ~'(�) d�)h

~s

(~s+ t)G

�1

~s

(~s+ t; !

1

)H

�1

~s

(~s+ t; !

2

)

+(

Z

s+t

s

g(�)G(�; !

1

)H(�; !

2

)

Z

D

�(s+ t; x; �; �)Æ(�; �) d�d�)

�h(s+ t)G

�1

(s+ t; !

1

)H

�1

(s+ t; !

2

)

�(

Z

~s+t

~s

g(�)G(�; !

1

)H(�; !

2

)

Z

D

�(~s+ t; x; �; �)Æ(�; �) d�d�)

�h(~s+ t)G

�1

(~s+ t; !

1

)H

�1

(~s+ t; !

2

)jg℄ (Vgl. (5.2.1))

� d(�) +

2

�

kfk

1

js� ~sjC

s;t

k'� ~'k

1

(mit geeigneter Konstante C

s;t

, wegen Satz 3.1.4):

Damit und wegen d(�)! 0 f

�

ur �! 0 ist �

t

f stetig, d.h. �

t

f 2 C

0

. 2

Im Folgenden bezeihne K � E eine kompakte Menge, und sei � :

~

E�K ! R

+

stetig und beshr

�

ankt mit � � k > 0.

Satz 5.2.2 Sei Mf(z) := inf

�2K

f�(z; �) + f(z + �)g f

�

ur f 2 C

0

und z 2

~

E.

Weiter sei r > 0, h > 0 und L

h

2 C

0

mit L

h

� 0. Dann hat die Kontrollglei-

hung

u

h

= minfMu

h

; L

h

+ e

�rh

�

h

u

h

g (5.2.6)

genau eine L

�

osung in C

0

.
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Beweis: Es giltM : C

0

! C

0

. O�ensihtlih gilt f

�

ur f

1

� f

2

auh Mf

1

�Mf

2

f

�

ur f

1

; f

2

2 C

0

, d.h. M ist wahsend. Weiter gilt M((1 � �)f

1

+ �f

2

) � (1 �

�)Mf

1

+ �Mf

2

f

�

ur � 2 (0; 1) , d.h. M ist konkav. Aus jMf

1

(z) �Mf

2

(z)j �

sup

z2

~

E

jf

1

(z) � f

2

(z)j folgt kMf

1

�Mf

2

k � kf

1

� f

2

k, d.h. M ist Lipshitz-

stetig. Aus � � k > 0 folgt M(0) � k > 0. Damit und mit Proposition

5.2.1 kann man genau wie im Beweis von Theorem 5.4 in [3℄ zeigen, dass die

Abbildung

T

h

: C

0

! C

0

; f 7! minfMf;L

h

+ e

�rh

�

h

fg (5.2.7)

genau einen Fixpunkt u

h

hat und dass

lim

n!1

T

n

h

(0) = u

h

in C

0

(5.2.8)

gilt. Damit ist u

h

die eindeutige L

�

osung von (5.2.6) in C

0

. 2

Nun wird das Konzept einer Impulskontrolle eingef

�

uhrt. Dazu sei F

t

s

:= �(B

r

;

P

r

; s � r � t) f

�

ur s � t.

De�nition 5.2.3 Ein System W = (�

1

; �

1

; �

2

; �

2

; : : : ) hei�t Impulskontrolle

zum Startpunkt s, wenn f

�

ur alle n 2 N gilt:

a) �

n

ist Stoppzeit bzgl. fF

t

s

g

t�s

,

b) �

n

(!) � �

n+1

(!) !-f.s.,

) �

n

ist eine F

�

n

-messbare Zufallsvariable,

d) �

n

(!) 2 K !-f.s.

Das Prinzip einer Impulskontrolle ist, dass zu jedem Stoppzeitpunkt �

n

(!)

der Prozess Y

t

um �

n

(!) (Impuls) vershoben wird. Die Adaptiertheit von �

n

und �

n

bedeutet, dass eine Entsheidung

�

uber einen Impuls nur aufgrund der

Informationen bis zum Zeitpunkt �

n

gef

�

allt werden kann.

Sei z = (s; ') 2

~

E der Startpunkt des Prozesses Y

z

t

= (s + t; U

s;'

s+t

). Der

kontrollierte Prozess wird rekursiv durh eine Folge von Prozessen de�niert:

X

0;t

:= (s+ t; U

s;'

s+t

);

X

1;�

1

+t

:= (s+ �

1

+ t; U

s+�

1

;X

0;�

1

+�

1

s+�

1

+t

);

.

.

.

X

n;�

n

+t

:= (s+ �

n

+ t; U

s+�

n

;X

n�1;�

n

+�

n

s+�

n

+t

);

wobei X

n;�

n

(!)+t

(!) := X

n�1;�

n

(!)+t

(!) f

�

ur �

n

(!) =1 sei.
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Der eigentlihe kontrollierte ProzessX : [0;1)�
!

~

E wird dann de�niert

durh:

X

z;W

t

(!) := X

t

(!) := X

n;t

(!) f

�

ur t 2 [�

n

(!); �

n+1

(!)): (5.2.9)

De�nition 5.2.4 Eine Impulskontrolle W hei�t zul

�

assig, wenn lim

n!1

�

n

=

1 f.s. gilt.

Im Folgenden bezeihne r > 0 einen konstanten Abzinsungsfaktor. L 2 C

0

kann man als momentane Kosten und � :

~

E �K ! R

+

als Kosten pro Impuls

au�assen.

De�nition 5.2.5 Die erwarteten Kosten J

z

(W ) f

�

ur die zul

�

assige Impuls-

kontrolle W beim Anfangszustand X

0

= z werden de�niert durh:

J

z

(W ) := E[

Z

1

0

e

�rt

L(X

t

) dt+

1

X

n=1

e

�r�

n

�(X

n�1;�

n

; �

n

)�

�

n

<1

℄: (5.2.10)

Nun sei h > 0 und S

h

:= f� Stoppzeit bzgl. fF

t

g

t�0

j � 2 hN

0

_ � =1g. Ein

System W

h

= (�

h

1

; �

h

1

; �

h

2

; �

h

2

; : : : ) hei�t zeitdiskrete Impulskontrolle, wenn

W

h

eine Impulskontrolle ist und �

h

i

2 S

h

gilt.

Im Folgenden wird eine optimale zeitdiskrete Impulskontrolle

^

W

h

konstruiert.

Dazu wird die L

�

osung u

h

der Kontrollgleihung (5.2.6) benutzt.

Lemma 5.2.6 Es existiert eine Borel-messbare Abbildung

^

�

h

:

~

E ! K mit

der Eigenshaft:

8z 2 C

0

: Mu

h

(z) = �(z;

^

�

h

(z)) + u

h

(z +

^

�

h

(z)): (5.2.11)

Beweis: [4℄, S. 154. 2

Die Impulskontrolle

^

W

h

= (

^

�

h

1

;

^

�

h

1

;

^

�

h

2

;

^

�

h

2

; : : : ) wird de�niert durh:

Im Folgenden gelte X

t

(!) = X

z;

^

W

h

t

(!).

^

�

h

1

:= inffhm j m 2 N

0

; u

h

(X

0;hm

) =Mu

h

(X

0;hm

)g; (5.2.12)

^

�

h

1

:=

(

^

�

h

(X

0;

^

�

h

1

) f

�

ur

^

�

h

1

<1

0 sonst

und f

�

ur n 2 N

^

�

h

n+1

:= inffhm �

^

�

h

n

j m 2 N

0

; u

h

(X

n;hm

) =Mu

h

(X

n;hm

)g; (5.2.13)

^

�

h

n+1

:=

(

^

�

h

(X

n;

^

�

h

n+1

) f

�

ur

^

�

h

n+1

<1

0 sonst:
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Proposition 5.2.7 Es gilt f

�

ur alle n 2 N

0

mit

^

�

h

0

� 0:

E[e

�r

^

�

h

n

u

h

(X

n;

^

�

h

n

)�

^

�

h

n

<1

℄ (5.2.14)

= E[(

Z

^

�

h

n+1

^

�

h

n

e

�rt

L(X

n;t

) dt)�

^

�

h

n

<1

℄ + E[e

�r

^

�

h

n+1

Mu

h

(X

n;

^

�

h

n+1

)�

^

�

h

n+1

<1

℄:

Beweis: Aus (5.2.6) folgt f

�

ur n;m 2 N

0

mit mh �

^

�

h

n

:

u

h

(X

n;mh

) = minfMu

h

(X

n;mh

);

Z

h

0

e

�rt

�

t

L(X

n;mh

) dt+ e

�rh

�

h

u

h

(X

n;mh

)g:

Daraus folgt mit der Markoveigenshaft (5.1.5):

e

�rmh

u

h

(X

n;mh

) = minfe

�rmh

Mu

h

(X

n;mh

); (5.2.15)

E[

Z

(m+1)h

mh

e

�rt

L(X

n;t

) dt+ e

�r(m+1)h

u

h

(X

n;(m+1)h

)jF

s+mh

s

℄g:

F

�

ur mh <

^

�

h

n+1

gilt u

h

(X

n;mh

) < Mu

h

(X

n;mh

). Damit folgt aus (5.2.15):

e

�rmh

u

h

(X

n;mh

)�

mh<

^

�

h

n+1

� E[(

Z

(m+1)h

mh

e

�rt

L(X

n;t

) dt)�

mh<

^

�

h

n+1

+e

�r(m+1)h

u

h

(X

n;(m+1)h

)�

mh<

^

�

h

n+1

jF

s+mh

s

℄: (5.2.16)

Aus (5.2.16) folgt durh Summierung

�

uber alle

^

�

h

n

� mh <

^

�

h

n+1

und Erwar-

tungswertbildung:

E[e

�r

^

�

h

n

u

h

(X

n;

^

�

h

n

)�

^

�

h

n

<1

℄

= E[(

Z

^

�

h

n+1

^

�

h

n

e

�rt

L(X

n;t

) dt)�

^

�

h

n

<1

℄ + E[e

�r

^

�

h

n+1

u

h

(X

n;

^

�

h

n+1

)�

^

�

h

n+1

<1

℄

= E[(

Z

^

�

h

n+1

^

�

h

n

e

�rt

L(X

n;t

) dt)�

^

�

h

n

<1

℄ + E[e

�r

^

�

h

n+1

Mu

h

(X

n;

^

�

h

n+1

)�

^

�

h

n+1

<1

℄:

2

Satz 5.2.8 Sei L

h

:=

R

h

0

e

�rt

�

t

Ldt. Mit den oben genannten De�nitionen und

Annahmen ist

^

W

h

eine zul

�

assige Impulskontrolle, und es gilt f

�

ur alle z 2

~

E:

u

h

(z) = inf

W

h

J

z

(W

h

) = J

z

(

^

W

h

); (5.2.17)

wobei das In�nium

�

uber alle zul

�

assigen und zeitdiskreten Impulskontrollen W

h

genommen wird.
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Beweis: Im Folgenden sei W

h

= (�

h

1

; �

h

1

; �

h

2

; �

h

2

; : : : ) eine beliebige zul

�

assige

und zeitdiskrete Impulskontrolle. Aus u

h

= minfMu

h

; L

h

+ e

rh

�

h

u

h

g folgt

durh Iteration f

�

ur alle m 2 N

0

:

u

h

�

Z

hm

0

e

�rt

�

t

Ldt+ e

�rhm

�

hm

u

h

: (5.2.18)

Also ist der Prozess

R

hm

0

e

�rt

L(X

n;t

) dt + e

�rhm

u

h

(X

n;hm

) ein diskretes Sub-

martingal bzgl. fF

mh

g

m�0

. Damit folgt aus dem Optional-Sampling-Theorem

f

�

ur alle n 2 N

0

mit �

h

0

� 0:

E[e

�r�

h

n

u

h

(X

n;�

h

n

)�

�

h

n

<1

℄ (5.2.19)

� E[(

Z

�

h

n+1

�

h

n

e

�rt

L(X

n;t

) dt)�

�

h

n

<1

℄ + E[e

�r�

h

n+1

u

h

(X

n;�

h

n+1

)�

�

h

n+1

<1

℄:

Aus u

h

= minfMu

h

; L

h

+e

�rh

�

h

u

h

g folgt u

h

� Mu

h

, und daraus folgt u

h

(z) �

�(z; �) + u

h

(z + �) f

�

ur alle z 2

~

E und � 2 K. Also folgt aus (5.2.19):

E[e

�r�

h

n

u

h

(X

n;�

h

n

)�

�

h

n

<1

℄ (5.2.20)

� E[(

Z

�

h

n+1

�

h

n

e

�rt

L(X

n;t

) dt)�

�

h

n

<1

℄

+E[e

�r�

h

n+1

�(X

n;�

h

n+1

; �

h

n+1

)�

�

h

n+1

<1

℄ + E[e

�r�

h

n+1

u

h

(X

n;�

h

n+1

)�

�

h

n+1

<1

℄:

Aus (5.2.20) ergibt sih durh Iteration:

u

h

� E[

N�1

X

n=0

(

Z

�

h

n+1

�

h

n

e

�rt

L(X

n;t

) dt)�

�

h

n

<1

℄ (5.2.21)

+E[

N

X

n=1

e

�r�

h

n

�(X

n�1;�

h

n

; �

h

n

)�

�

h

n

<1

℄ + E[e

�r�

h

N

u

h

(X

n;�

h

N

)�

�

h

N

<1

℄:

Mit N !1 folgt aus (5.2.21) f

�

ur alle z 2

~

E:

u

h

(z) � J

z

(W

h

): (5.2.22)

Aus Proposition 5.2.7 folgt f

�

ur alle n 2 N

0

mit

^

�

h

0

� 0:

E[e

�r

^

�

h

n

u

h

(X

n;

^

�

h

n

)�

^

�

h

n

<1

℄ (5.2.23)

= E[(

Z

^

�

h

n+1

^

�

h

n

e

�rt

L(X

n;t

) dt)�

^

�

h

n

<1

℄ + E[e

�r

^

�

h

n+1

Mu

h

(X

n;

^

�

h

n+1

)�

^

�

h

n+1

<1

℄

= E[(

Z

^

�

h

n+1

^

�

h

n

e

�rt

L(X

n;t

) dt)�

^

�

h

n

<1

℄ + E[e

�r

^

�

h

n+1

�(X

n;

^

�

h

n+1

;

^

�

h

(X

n;

^

�

h

n+1

))

��

^

�

h

n+1

<1

℄ + E[e

�r

^

�

h

n+1

u

h

(X

n+1;

^

�

h

n+1

)�

^

�

h

n+1

<1

℄:
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Wie oben folgt aus (5.2.23) durh Iteration:

u

h

= E[

N�1

X

n=0

(

Z

^

�

h

n+1

^

�

h

n

e

�rt

L(X

n;t

) dt)�

^

�

h

n

<1

℄ (5.2.24)

+E[

N

X

n=1

e

�r

^

�

h

n

�(X

n�1;

^

�

h

n

;

^

�

h

n

)�

^

�

h

n

<1

℄ + E[e

�r

^

�

h

N

u

h

(X

n;

^

�

h

N

)�

^

�

h

N

<1

℄:

Aus (5.2.24) folgt

P

1

n=1

e

�r

^

�

h

n

�

^

�

h

n

<1

< 1, da � � k, L � 0 und u

h

� 0 gilt

und da u

h

beshr

�

ankt ist. Also folgt

^

�

h

n

!1 f.s., d.h.

^

W

h

ist zul

�

assig. Damit

folgt aus (5.2.24) mit N !1:

u

h

(z) = J

z

(

^

W

h

): (5.2.25)

Aus (5.2.22) und (5.2.25) folgt die Behauptung des Satzes, daW

h

beliebig war.

2

5.3 Optimale zeitstetige Impulskontrolle

In diesem Abshnitt wird eine optimale zeitstetige Impulskontrolle

^

W kon-

struiert. Da die Halbgruppe f�

t

g

t�0

niht stark stetig ist, kann die Existenz

einer optimalen Impulskontrolle niht mit der Maximall

�

osung einer Quasi-

Variationsgleihung wie in [3℄ gezeigt werden. Hier wird die Optimalit

�

at durh

den

�

Ubergang vom zeitdiskreten zum zeitstetigen Fall nahgewiesen. Dazu wird

zun

�

ahst die gleihm

�

a�ige Konvergenz von u

h

gegen die optimale Kostenfunk-

tion gezeigt.

u :

~

E ! R bezeihne die optimale Kostenfunktion bei zeitstetiger Impuls-

kontrolle, d.h. es gilt f

�

ur alle z 2

~

E:

u(z) := inf

W

J

z

(W ); (5.3.1)

wobei das In�nium

�

uber alle zul

�

assigen und zeitstetigen ImpulskontrollenW =

(�

1

; �

1

; �

2

; �

2

; : : : ) genommen wird.

Der folgende Prozess wird als tehnishes Hilfsmittel ben

�

otigt. F

�

ur ' 2 E,

s � 0 und t > 0 sei dazu

~

U

s;'

s+t

(x; !) :=

�

Z

D

�(s+ t; x; s; �)'(�) d�

�

h

s

(s+ t)

G

�1

s

(s+ t; !

1

)H

�1

s

(s+ t; !

2

): (5.3.2)
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Damit l

�

asst sih der kontrollierte Prozess X

z;W

t

mit z = (s; ') 2

~

E auh

darstellen durh

X

z;W

t

= (s + t ; U

s;'

s+t

+

maxfnj�

n

�tg

X

i=1

~

U

s+�

i

;�

i

s+t

): (5.3.3)

Proposition 5.3.1 Es gilt !-f.s. f

�

ur alle s � 0, h > 0, T > 0 und ' 2 E:

lim

h!0

~

U

s;'

s+h

(!) = ' in E (5.3.4)

und

lim

h!0

~

U

s;'

h

s+t

(!) =

~

U

s;'

s+t

in E gleihm

�

a�ig in t 2 [0; T ℄ (5.3.5)

f

�

ur '

h

2 E mit lim

h!0

'

h

= ' in E.

Beweis:

a) Aus Theorem 1, S.4 in [7℄ und (4.30), S.20 in [7℄ folgt:

sup

x2E

j

Z

D

�(s+ h; x; s; �)'(�) d� � '(x)j ! 0

f

�

ur h! 0. Au�erdem gilt lim

h!0

h

s

(s+ h) = lim

h!0

G

�1

s

(s+ h; !

1

) = lim

h!0

H

�1

s

(s+ h; !

2

) = 1 f.s. Mit (5.3.2) folgt aus beidem (5.3.4).

b) Aus der H

�

older-Ungleihung und Satz 3.1.4 folgt:

sup

x2E

j

Z

D

�(s+ t; x; s; �)('(�)� '

h

(�)) d�j

� sup

x2E

Z

D

j�(s+ t; x; s; �)j d� k'� '

h

k

1

! 0 f

�

ur h ! 0 gleihm

�

a�ig in t 2 [�; T ℄, da � stetig ist (Satz 3.1.1) und

[�; T ℄ � D kompakt ist f

�

ur alle � > 0. Zusammen mit a) und (5.3.2) folgt

daraus (5.3.5). 2
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Satz 5.3.2 F

�

ur h! 0 gilt u

h

(z)! u(z) gleihm

�

a�ig in z 2

~

E.

Beweis: Es reiht zu zeigen, dass es zu jedem � > 0 und zu jeder zeitsteti-

gen ImpulskontrolleW eine zeitdiskrete ImpulskontrolleW

h

gibt mit jJ

z

(W )�

J

z

(W

h

)j � � f

�

ur alle z 2

~

E. Ohne Einshr

�

ankung kann man f

�

ur die Impulskon-

trolle W = (�

1

; �

1

; �

2

; �

2

; : : : ) annehmen, dass f

�

ur T > 0 ein N

T

2 N existiert,

sodass maxfn j �

n

� Tg � N

T

f.s. gilt, denn bei jedem Impuls entstehen Kos-

ten gr

�

o�er/gleih k und die momentanen Kosten L sind beshr

�

ankt, sodass

es ab einer hinreihend gro�en Impulszahl auf jeden Fall g

�

unstiger w

�

are, gar

keinen Impuls auszu

�

uben. Weiter reiht es zu zeigen, dass f

�

ur ein hinreihend

gro�es T die absolute Di�erenz der erwarteten Kosten von X

z;W

und X

z;W

h

auf [0; T ℄ beliebig klein wird gleihm

�

a�ig in z 2

~

E, denn durh die Abzinsung

e

�rt

werden die Kosten auf dem Intervall [T;1℄ beliebig klein.

Nun sei f

�

ur n 2 N

0

:

�

h

n

:=

�

mh f

�

ur (m� 1)h < �

n

� mh

1 f

�

ur �

n

=1:

Damit ist W

h

= (�

h

1

; �

1

; �

h

2

; �

2

; : : : ) eine zeitdiskrete Impulskontrolle. F

�

ur t =

Nh, N 2 N , h > 0 und z = (s; ') gilt dann:

kX

z;W

t

(!)�X

z;W

h

t

(!)k (5.3.6)

�

maxfnj�

n

(!)�tg

X

i=1

k

~

U

s+�

i

(!);�

i

(!)

s+t

(!)�

~

U

s+�

h

i

(!);�

i

(!)

s+t

(!)k

1

:

Aus Proposition 5.3.1 folgt dann kX

z;W

t

(!) � X

z;W

h

t

(!)k ! 0 gleihm

�

a�ig in

t 2 [0; T ℄\M

h

f.s. f

�

ur h! 0, wobeiM

h

� [0; T ℄ eine Menge mit meas(M

h

)! 0

f

�

ur h! 0 ist. Da L beshr

�

ankt ist, folgt damit:

j

Z

T

0

e

�rt

L(X

z;W

t

(!)) dt�

Z

T

0

e

�rt

L(X

z;W

h

t

(!)) dtj ! 0

f

�

ur h! 0 f.s. Weiter folgt aus der Stetigkeit von �:

maxfmj�

m

(!)�Tg

X

n=1

je

�r�

n

�(X

z;W

n�1;�

n

(!)

; �

n

(!))� e

�r�

h

n

�(X

z;W

h

n�1;�

h

n

(!)

; �

n

(!))j ! 0

f

�

ur h ! 0 f.s. Alles zusammen ergibt jJ

z

(W ) � J

z

(W

h

)j ! 0 f

�

ur h ! 0

gleihm

�

a�ig in z 2

~

E nah dem Satz von der majorisierten Konvergenz. 2
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Korollar 5.3.3 u :

~

E ! R ist stetig und beshr

�

ankt, d.h. u 2 C

0

.

2

Wie in Lemma 5.2.6 existiert eine Borel-messbare Abbildung

^

� :

~

E ! K mit

der Eigenshaft:

8z 2 C

0

: Mu(z) = �(z;

^

�(z)) + u(z +

^

�(z)): (5.3.7)

Die Impulskontrolle

^

W = (

^

�

1

;

^

�

1

;

^

�

2

;

^

�

2

; : : : ) wird de�niert durh:

Im Folgenden gelte X

t

(!) = X

z;

^

W

t

(!).

^

�

1

:= infft � 0 j u(X

0;t

) =Mu(X

0;t

)g; (5.3.8)

^

�

1

:=

�

^

�(X

0;

^

�

1

) f

�

ur

^

�

1

<1

0 sonst

und f

�

ur n 2 N

^

�

n+1

:= infft �

^

�

n

j u(X

n;t

) =Mu(X

n;t

)g; (5.3.9)

^

�

n+1

:=

�

^

�(X

n;

^

�

n+1

) f

�

ur

^

�

n+1

<1

0 sonst:

Proposition 5.3.4 Sei � := infft � 0 j u(Y

t

) =Mu(Y

t

)g und z = (s; ') 2

~

E.

Dann gilt:

8z 2

~

E : u(z) = E

z

[

Z

�

0

e

�rt

L(Y

t

) dt+ e

�r�

Mu(Y

�

)�

�<1

℄: (5.3.10)

Beweis: Weiter sei �

h

:= inffhm j m 2 N

0

; u

h

(Y

hm

) =Mu(Y

hm

)g. Aus (5.2.6)

folgt u

h

(z) �Mu

h

(z) f

�

ur alle z 2

~

E. Wegen Satz 5.3.2 folgt mit h! 0:

8z 2

~

E : u(z) �Mu(z): (5.3.11)

Weiter sei Æ > 0, �

Æ

:= infft � 0 j u(Y

t

) � Mu(Y

t

) � Æg und � := lim

Æ!0

�

Æ

.

O�ensihtlih gilt �

Æ

" � f

�

ur Æ ! 0 und � � � f.s. Aus der Rehtsstetigkeit von

Y

t

folgt u(Y

�

Æ

) �Mu(Y

�

Æ

)�Æ f.s. und daraus folgt mit der Quasi-Linksstetigkeit

u(Y

�

) � Mu(Y

�

) f.s. Wegen (5.3.11) folgt u(Y

�

) = Mu(Y

�

) und zusammen

ergibt sih � = �, d.h.

lim

Æ!0

�

Æ

" � f.s. (5.3.12)



52 KAPITEL 5. OPTIMALE IMPULSKONTROLLE

Weiter sei

�

h

Æ

:=

�

mh f

�

ur (m� 1)h < �

Æ

� mh

1 f

�

ur �

Æ

=1

und sei �

h

:= �

h

^ �

h

Æ

. Aus der Markoveigenshaft, Satz 5.2.8 und � � �

h

folgt:

u

h

(z) = E

z

[

Z

�

h

0

e

�rt

L(Y

t

) dt+ e

�r�

h

u

h

(Y

�

h
)�

�

h

<1

℄: (5.3.13)

Wegen Satz 5.3.2 und da M stetig ist, gilt f

�

ur hinreihend kleines h und f

�

ur

alle z 2

~

E ju

h

(z) � u(z)j �

Æ

2

und jMu

h

(z) �Mu(z)j �

Æ

2

und damit �

h

�

�

h

Æ

f

�

ur hinreihend kleines h f.s. Daraus folgt �

h

# �

Æ

f.s. f

�

ur h ! 0. Somit

folgt aus Satz 5.3.2, (5.3.13), der Beshr

�

anktheit von u

h

, u und L mit der

Rehtsstetigkeit von Y

t

und dem Satz von der majorisierten Konvergenz:

u(z) = E

z

[

Z

�

Æ

0

e

�rt

L(Y

t

) dt+ e

�r�

Æ

u(Y

�

Æ

)�

�

Æ

<1

℄: (5.3.14)

Aus der De�nition von �

Æ

und der Rehtsstetigkeit von Y

t

folgt:

E

z

[

Z

�

Æ

0

e

�rt

L(Y

t

) dt+ e

�r�

Æ

u(Y

�

Æ

)�

�

Æ

<1

℄ (5.3.15)

� E

z

[

Z

�

Æ

0

e

�rt

L(Y

t

) dt+ e

�r�

Æ

(Mu(Y

�

Æ

)�

�

Æ

<1

� Æ)℄:

Aus der Quasi-Linkstetigkeit von Y

t

, (5.3.12), der Beshr

�

anktheit von L und

Mu und dem Satz von der majorisierten Konvergenz folgt:

lim

Æ!0

E

z

[

Z

�

Æ

0

e

�rt

L(Y

t

) dt+ e

�r�

Æ

(Mu(Y

�

Æ

)�

�

Æ

<1

� Æ)℄ (5.3.16)

= E

z

[

Z

�

0

e

�rt

L(Y

t

) dt+ e

�r�

Mu(Y

�

)�

�<1

℄:

Aus (5.3.14), (5.3.15) und (5.3.16) folgt:

u(z) � E

z

[

Z

�

0

e

�rt

L(Y

t

) dt+ e

�r�

Mu(Y

�

)�

�<1

℄: (5.3.17)

Aus der starken Markoveigenshaft (Satz 5.1.4) und der De�nition von u folgt

aber f

�

ur alle zeitstetigen Stoppzeiten  :

u(z) � E

z

[

Z

 

0

e

�rt

L(Y

t

) dt+ e

�r 

Mu(Y

 

)�

 <1

℄: (5.3.18)

Aus (5.3.17) und (5.3.18) folgt (5.3.10). 2
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Satz 5.3.5 Mit den oben genannten De�nitionen und Annahmen ist

^

W eine

zul

�

assige Impulskontrolle, und es gilt f

�

ur alle z 2

~

E:

u(z) = J

z

(

^

W ); (5.3.19)

d.h.

^

W ist eine optimale zeitstetige Impulskontrolle.

Beweis: Aus (5.3.10), (5.3.8), der De�nition von M und der starken Marko-

veigenshaft (Satz 5.1.4) folgt:

u(z) = E[

Z

^

�

1

0

e

�rt

L(X

t

) dt+ e

�r

^

�

1

�(X

0;

^

�

1

;

^

�

1

)�

^

�

1

<1

+e

�r

^

�

1

u(X

1;

^

�

1

)�

^

�

1

<1

℄

und durh Iteration erh

�

alt man f

�

ur alle n 2 N :

u(z) = E[

Z

^

�

n

0

e

�rt

L(X

t

) dt+

n

X

i=1

e

�r

^

�

i

�(X

i�1;

^

�

i

;

^

�

i

)�

^

�

i

<1

+e

�r

^

�

n

u(X

n;

^

�

n

)�

^

�

n

<1

℄: (5.3.20)

Aus (5.3.20) folgt

P

1

n=1

e

�r

^

�

n

�

^

�

n

<1

< 1, da � � k, L � 0 und u � 0 gilt

und da u beshr

�

ankt ist. Also folgt

^

�

n

!1 f.s., d.h.

^

W ist zul

�

assig. Aus der

Zul

�

assigkeit von

^

W , der Gleihung (5.3.20) und der Beshr

�

anktheit von u folgt:

E[

Z

^

�

n

0

e

�rt

L(X

t

) dt+

n

X

i=1

e

�r

^

�

i

�(X

i�1;

^

�

i

;

^

�

i

)�

^

�

i

<1

+ e

�r

^

�

n

u(X

n;

^

�

n

)�

^

�

n

<1

℄

! J

z

(

^

W ) f

�

ur n!1. Damit ist alles gezeigt. 2





Kapitel 6

Ein Beispiel

In diesem Kapitel wird ein konkretes Beispiel f

�

ur die Di�erentialgleihung

(4.2.1) angegeben, welhes die Voraussetzungen von Satz 4.2.4 erf

�

ullt. Au�er-

dem wird ein denkbares Impulskontroll-Modell vorgestellt. Danah wird noh

gezeigt, wie man die optimale zeitdiskrete Kostenfunktion u

h

- und damit die

optimale zeitstetige Kostenfunktion u - durh ein Iterationsverfahren appro-

ximieren kann. Shlie�lih wird noh ein simulierter Pfad des stohastishen

Prozesses U

t

dargestellt.

Es wird angenommen, dass die KoeÆzienten des parabolishen Di�erentialope-

rators und der White-Noise-Prozesse konstant bzw. Null sind: ~a

ij

(t; x) � ~a

ij

,

~

b

i

(t; x) � 0, ~(t; x) � 0, �(t) � � und �(t) � �. Dann sieht die parabolishe

partielle Di�erentialgleihung (4.2.1) wie folgt aus:

�U(t; x)

�t

=

d

X

i;j=1

~a

ij

�

2

U(t; x)

�x

i

�x

j

� �U(t; x) �W (t)� �U(t; x) � V (t)� Æ(t; x)

(6.1.1)

mit U(0; x) = '(x).

Weiter sei D � R

d

o�en und beshr

�

ankt, t 2 [0;1), x 2 D, ~a

ij

; �; � 2 R,

� > �1, ' 2 C

2

(D;R) und Æ 2 C

1;2

([0;1) �D;R). Ferner gebe es ein l > 0

mit:

P

d

i;j=1

~a

i;j

y

i

y

j

� ljyj

2

; 8y 2 R

d

. Sei (a

ij

) die inverse Matrix von A.

Dann ist nah [8℄, S.169 die zugeh

�

orige Fundamentall

�

osung:

�(t; x; �; �) = (4�(t� �))

�

d

2

(detA)

�

1

2

exp[�

P

d

i;j=1

a

ij

(x

i

� �

i

)(x

j

� �

j

)

4(t� �)

℄:

(6.1.2)

55
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Nah Satz 4.2.4 lautet dann die L

�

osung von (6.1.1):

U(t; x; !) =

�

Z

D

�(t; x; 0; �)'(�) d��

Z

t

0

exp[(

1

2

�

2

+ � + � ln(1 + �))�

+�B

�

(!

1

) + ln(1 + �)P

�

(!

2

)℄

Z

D

�(t; x; �; �)Æ(�; �) d�d�

�

� exp[(

1

2

�

2

+ �)t� �B

t

(!

1

)� ln(1 + �)P

t

(!

2

)℄ (6.1.3)

mit ! = (!

1

; !

2

).

Ein denkbares Impulskontroll-Modell k

�

onnte wie folgt aussehen. Die Menge K

der m

�

oglihen Impulse sei endlih, d.h. K := f�

1

; �

2

; : : : ; �

n

g, und die Kosten

pro Impuls seien �(z; �

i

) := k +

~

kk�

i

k

L

1

(D)

mit k;

~

k > 0. Weiter sei r > 0

der Abzinsungsfaktor, und die momentanen Kosten L k

�

onnten lauten: L(z) =

L(s; ') := L(') := minfBk'k

L

1

(D)

;

~

Bg mit z = (s; ') 2

~

E und B;

~

B > 0.

Dieses Modell erf

�

ullt die Voraussetzungen von Satz 5.2.8 und deshalb liefert

(5.2.8) folgendes Iterationsverfahren zur approximativen Berehnung von u

h

:

u

(0)

h

� 0 (6.1.4)

u

(1)

h

(z) := minfMu

(0)

h

(z); L

h

(z)g

u

(2)

h

(z) := minfMu

(1)

h

(z); L

h

(z) + e

�rh

�

h

u

(1)

h

(z)g

u

(3)

h

(z) := minfMu

(2)

h

(z); L

h

(z) + e

�rh

�

h

u

(2)

h

(z)g

.

.

.

u

(m+1)

h

(z) := minfMu

(m)

h

(z); L

h

(z) + e

�rh

�

h

u

(m)

h

(z)g;

wobei L

h

=

R

h

0

e

�rt

�

t

Ldt gilt. Wegen Satz 5.3.2 gilt u

h

(z)! u(z) gleihm

�

a�ig

in z 2

~

E f

�

ur h ! 0, d.h. mit dem Iterationsverfahren (6.1.4) kann man auh

u approximativ berehnen. Aus Stetigkeits- und Beshr

�

anktheitsgr

�

unden kann

man die einzelnen u

(m)

h

(z) (z 2

~

E) auf jeden Fall n

�

aherungsweise ausrehnen,

indem man die stohastishen Prozesse B

t

(!) und P

t

(!) in der Zeit t diskre-

tisiert und sie auf einen endlihen Zustandsraum beshr

�

ankt. Dann n

�

amlih

wird aus �

t

f(z) (f 2 C

0

) eine endlihe Summe und um u

(m)

h

(z) f

�

ur ein be-

stimmtes z 2

~

E nah dem Iterationsverfahren n

�

aherungsweise auszurehnen,

muss man nur u

(m�1)

h

(z) f

�

ur endlih viele z 2

~

E ausrehnen usw. Man kann

auh die Monte-Carlo-Methode benutzen.
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Zum Abshluss wird noh ein simulierter Pfad des stohastishen Prozesses

U

t

dargestellt f

�

ur den einfahen Fall d = 1, D = (0; 2:5�), (a

ij

) = a = 50,

'(x) = sin(x), Æ � 0, � = 0:4, � = 2, und der Parameter des Poissonprozesses

betr

�

agt 1:5. Dabei erkennt man die Spr

�

unge des Poissonprozesses und den

Einuss der Brownshen Bewegung.

1

2

3

t

0

2

4

6

x

-0.2

0

0.2

1

2

3

t

Abbildung 6.1: U(t; x; !)





Kapitel 7

Zusammenfassung und Ausblik

In dieser Arbeit wird zun

�

ahst die Existenz und Eindeutigkeit von stoha-

stishen parabolishen partiellen Di�erentialgleihungen in dem Kondratiev-

Raum (S)

�1

der stohastishen Distributionen gezeigt. Danah wird bewiesen,

dass unter bestimmten Voraussetzungen diese L

�

osungen in L

2

(#) liegen. Unter

weiteren Annahmen wird eine explizite L

�

osung in L

p

(#) mit p � 1 ausgereh-

net. In diesem Zusammenhang w

�

are es noh interessant herauszu�nden, unter

welhen notwendigen und hinreihenden Bedingungen man im Allgemeinen

regul

�

are L

�

osungen erh

�

alt. Man k

�

onnte auh noh die singul

�

aren White-Noise-

Prozesse W

t

und V

t

durh die gegl

�

atteten White-Noise-Prozesse W

�

t

und V

�

t

ersetzen und untersuhen, wie weit man die Voraussetzungen f

�

ur die Regula-

rit

�

at dadurh abshw

�

ahen kann.

Im zweiten Teil wird eine optimale zeitdiskrete und eine optimale zeitsteti-

ge Impulskontrolle f

�

ur die explizite L

�

osung konstruiert. Hier shlie�t sih die

Frage an nah einer allgemeinen Impulskontroll-Theorie in unendlihdimensio-

nalen R

�

aumen. Au�erdem existiert bisher auh noh keine Kontrolltheorie f

�

ur

verallgemeinerte stohastishe Prozesse in Kondratiev-R

�

aumen. Dazu m

�

usste

man allerdings erst kl

�

aren, wie man reale Beobahtungen als stohastishe Dis-

tributionen interpretiert, welhe Optimalit

�

atskriterien geeignet sind und wie

ein Impuls das Modell beeinusst.

Shlie�lih muss man f

�

ur die praktishe Durhf

�

uhrung einer Impulskontrolle

noh die optimalen Kostenfunktionen u

h

bzw. u ausrehnen. Dazu kann das

Iterationsverfahren aus Kapitel 6 benutzt werden, oder man entwikelt ein

anderes numerishes Verfahren zur Approximation von u

h

und damit von u.
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Notation

S = S(R)

Shwartz-Raum der shnell fallenden, glatten, reellen Funktionen auf R

S

0

= S

0

(R)

Raum der temperierten Distributionen

B = B(S

0

)

�-Algebra der Borelshen Mengen

�

Gau�-White-Noise-Wahrsheinlihkeitsma�

�

Poisson-White-Noise-Wahrsheinlihkeitsma�

# := �� �

kombiniertes Gau�-Poisson-White-Noise-Wahrsheinlihkeitsma�

B

t

(!)

Brownshe Bewegung

P

t

(!)

Poisson-Prozess

Q

t

(!) = P

t

(!)� t

kompensierter Poisson-Prozess

fFg

t�0

durh B

t

(!) und P

t

(!) erzeugte Filtration

�

n

(x)

Hermite-Funktionen

H

�

(!

1

)

stohastishe Hermite-Polynome

C

�

(!

2

)

Chalier-Polynome
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vervollst

�

andigtes Tensorprodukt zweier separabler Hilbertr

�

aume

(S)

�;q

Kondratiev-Hilbertr

�

aume

(S)

�

Kondratiev-Raum der stohastishen Testfunktionen

(S)

��

Raum der stohastishen Distributionen

W

t

singul

�

arer Gau�-White-Noise-Prozess

V

t

singul

�

arer kompensierter Poisson-White-Noise-Prozess

�

Wikprodukt

�(t; x; �; �)

Fundamentall

�

osung zu einem parabolishen Di�erentialoperator

^

L

2

(R

n

)

Menge der symmetrishen Funktionen aus L

2

(R

n

)

sym[	℄

Symmetrisierung von 	 2 L

2

(R

n

)

�; �

n

; �; �

n

Stoppzeiten

P (z; t; B)

zeithomogene

�

Ubergangsfunktion

f�

t

g

t�0

Markov-Halbgruppe

�

n

Impulse

W = (�

1

; �

1

; �

2

; �

2

; : : : )

Impulskontrolle
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