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Abstract:

The number of connected components of inverse images of random stationary, ergodic
functions with discrete two-dimensional domain is estimated, given only the functions’
probability law: bounds for the number of open clusters per vertex (k) of inverse images
of the interval [—o, 0] for a threshhold o > 0 of a random function on the set of nearest
neighbours from Z? are derived. Connectedness refers to the ability to join two vertices
from Z? by an open path. The existence of « in the stationary, ergodic case is proved. The
method used is that of a random walk on a randomly generated graph with percolative
structure. The estimates for x are tight in the number of steps of the random walk. They
involve the expected n-step return probability, and the expected size of the number of
bounding edges of the connected component containing the origin. The spectral properties
of the Markov process allow these estimates by means of the Courant-Fischer min-max
princple. The shift of the unperturbed eigenvalues of a random walk on the homogeneous,
complete graph can be bounded, the pertubation is of finite rank, and the rank equals the
number of edges removed. An application is the i.i.d. case of bond percolation.
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1 Einfiihrung

Wieviele homogene Bereiche hat ein Bild ? Wievele Teilmengen hat der Definitionsbereich
einer zufélligen Funktion auf denen sie jeweils (annidhernd) konstant ist? Diese Frage wird
in Bezug auf einen Zugang zu dem Problem iiber eine Diskretisierung des Definitiontsbe-
reiches der Funktion unter den Voraussetzungen untersucht, welche die Verwendung des
(individuellen) Ergodensatzes erlauben.

In der Einleitung werden nach einer informellen Problembschreibung die mathematische
Fragestellung vorgestellt und die erzielten Ergebnisse zusammengefasst. Der zweite Ab-
schnitt enthélt die prazise Formulierung des Resultats, wihrend der dritte Abschnitt dem
Beweis gewidmet ist. Im ersten Teil des dritten Abschnitts werden die Voraussetzungen der
Ergodentheorie und der Theorie der Markovketten bereitgestellt. In der darauf folgenden
Diskussion werden verschiedene Konsequenzen des Resultats erldutert. Die Konventionen
die Notation betreffend, sowohl das Modell betreffend, als auch allgemeiner Art sind im
Anhang verzeichnet. Es gibt insgesamt 6 Abbildungen.

1.1 Motivation

Zu einem Graphen G = (V, ), dessen Kantenmenge E durch die Realisierung eines zufilli-
gen Prozesses gegeben ist, gibt es eine zufillige Anzahl M von Zusammenhangskompo-
nenten. Sei Nj; die Anzahl der Vertizes in der Zusammenhangskomponente, die den Vertex
k € V enthilt, so gilt fiir endliche Graphen mit insgesamt IV Vertizes

M:Z]\%. (1)

keV

Ein paradigmatisches Beispiel ist die sog. Kantenperkolation in zwei Dimensionen. Mit
Wahrscheinlichkeit p ist jede einzelne Verbindung zweier benachbarter Elemente von Z2
entweder Teil der Kantenmenge E (< die Kante ist offen) oder - mit Wahrscheinlichkeit
1—p - nicht in E enthalten (& die Kante ist geschlossen). Eine wesentliche Eigenschaft des
Perkolationsmodells ist die Unabhéngigkeit dieser Ereignisse. Normiert man die Anzahl
der dadurch entstehenden Zusammenhangskomponenten durch die GroBle N der Vertex-
menge, so ergibt sich [17] ein Limes x in [0, 1]. In der vorliegenden Arbeit soll dieser Limes
bei Modellen abgeschétzt werden, die dem Perkolationsmodell dhnlich sind, aber in denen
die Unabhingigkeit der Offenheit/Geschlossenheit der Kanten nicht unbedingt gegeben
ist. An die Stelle der Unabhingigkeit trete hier die Voraussetzung der Stationaritit:
Ein stochastisches Feld auf den néchsten Nachbarn entscheide lokal dariiber, ob ein Paar
(k1,ks) € Z?x Z? mit |ky —ks| = 1 zu E gehért oder nicht. Dieses Feld sei stationir so, dass
Teilgraphen, die durch Translation auf Z? ineinander iibergehen mit gleicher Wahrschein-
lichkeit auftreten. Zusétzlich sei Ergodizitdt gefordert, damit der Raum der betrachteten
Funktionen nicht in ergodische Komponenten von endlichem Maf3 ungleich eins zerfillt.



Die Methode, die hier verwendet wird, um Abschitzungen von M zu gewinnen besteht
darin, eine stochastische Irrfahrt auf den zufillig entstehenden Graphen zu definieren.
Zum Beispiel ist zur einfachen Irrfahrt auf einem Graphen G = (V, E), der keine zwei-
elementigen Zusammenhangskomponenten enthilt mit i.A. reduzibler Ubergangsmatrix
A (mit Ay = 1/dy fiir {k,l} € E und Ay = 0 sonst) die Anzahl der Zusammenhangs-
komponenten von G gegeben durch die Vielfachheit des Eigenwerts 1. Thre Elemente sind
Ubergangswahrscheinlichkeiten einer Trrfahrt auf V mit Dirichlet-Randbedingungen [4].
Der Projektor Py, in den (links-) invarianten Unterraum Z := {v € RY | vA = v} ist im
reversiblen, aperiodischen Fall (deshalb diirfen in diesem Beispiel keine zweielementigen
invarianten Teilrdume existieren) gegeben durch

P, = lim A" (2)
so, dass M iiber
M = lim Sp[A"] (3)

erhalten werden kann, da dim(Z) = M. Die Folge (a,) mit a,, = Sp[A"] ist streng monoton
fallend. Untere Schranken von M lassen sich durch Approximationen des Grenzwerts von
(an) mit Folgengliedern endlicher n € N demnach nicht erhalten.

Im Folgenden sollen untere Schranken fiir M untersucht werden, die endliche Potenzen
von A involvieren und damit fiir Anwendungen niitzlich sind. Anstelle von Dirichlet-
Randbedingungen wird hier eine symmetrische Irrfahrt betrachtet, deren Randbedingun-
gen die Aperiodizitit und damit die Existenz des Limes garantiert. Es stellt sich heraus,
dass im Limes grofer Zustandsrdume (N — o0o) nur der Erwartungswert der n-Schritt
Riickkehrwahrscheinlicheit A, = P[X? = 0] der Irrfahrt auf dem Graphen, sowie des-
sen isoperimetrische Eigenschaften fiir die Abschéitzung entscheidend sind. Diese beiden
Grofen sind numerisch (z.B. mit Hilfe von Monte-Carlo Methoden) wesentlich einfacher
und direkter zuginglich, als das Spektrum der Ubergansmatrix der stochastischen Irrfahrt,
vor allem im Falle grofler Zustandsriume.

Es ist wohlbekannt, dass bei homogenen Gittern (z.B. Z?) als Zustandsriumen von stocha-
stischen Irrfahrten die n-Schritt-Riickkehrwahrscheinlichkeit in Dimension d asymptotisch
proportional zu 1/n%? ist [44] und auf endlichen Zustandsriumen ein in n exponentielles
Konvergenzverhalten zeigt. Manchmal ist allerdings im endlichen Fall die Bestimmung der
Konvergenzrate schwierig, insbesondere, wenn Metastabilitédtsphénomene eine Rolle spie-
len [43]. In diesem Fall ist es niitzlich, auf polynomiale Schranken zuriickgreifen zu kénnen,
um bereits bei kleinen Schrittzahlen ein konvergentes Verhalten auszuniitzen - auf Kosten
der langsamen Konvergenz fiir grofle Schrittzahlen.



1.2 Allgemeine Definitionen

(Q,F,n) : Wahrscheinlichkeitsraum (4)
ExXN- = ({k,1} CZ® : |k—1|=1} (nichste Nachbarn) (5)

g : Qx E™N R, stationr, ergodisch bez. Shifts aus 7> (6)

o € Ry, ’Schwellenwert’ (7)

N = 4W? (N,W €N), Anzahl der Vertizes (8)

Vw = {-(W-=1),..., W} x{=(W —=1),.... W} 9)
EN = [{k, 1} CcVy : |k—1]=1} (nichste Nachbarn von Vy)  (10)

gv 1 QxERY =R, gy =g EFY (11)
En(g,0) = {{k,} C E§™ : lgn({k,1})| <o} (12)
Eu(g,0) = {{k1} € BEY : |g(-.{k,1})] <o} (13)

Zu festen w € Q,0 > 0 heifle die Menge En(w) := En(9(w,-),0) durch g(w,-) erzeugt,
der mengenwertige Prozess Ey : Q — P(ELN) heifie durch g erzeugt. Von g wird als dem
erzeugenden Feld gesprochen. Die Stationaritdt und Ergodizitét in (6) bezieht sich auf
Verschiebungen des Arguments e = {k,I} € E%N- um Vektoren t € Z2 : e +— {k+t,1 +t}.

|k — 1| = 1in (5),(10) und (13) bedeute, dass sich die Elemente k,l von Z? in einer ihrer
Komponenten um eins unterscheiden und in der anderen gleich sind.

Zu festem w € Q und Schwellenwert o > 0 heifit das Paar Gy (w) = (Vy, En(w)) endlicher
Graph mit Vertexmenge Vi und Kantenmenge En(w) = En(g9(w),0). Gy ist also ein
Graphen-wertiger Prozess.

Die Definition von En(g,0) und E (g, o) impliziert |g(w, (k,1))| = |g(w, (I, k)| = (k,1) €
En(9(w),0) < (l,k) € En(9(w),0). (k,I) und (I, k) werden dann als Elemente der "Kan-

ten von G (w’ identifiziert. Gy ist damit ein ungerichteter Graph.

Durch My (w) seien die Zusammenhangskomponenten von Gy (w) bezeichnet.



1.3 Formulierung des Problems

Unter Zusammenhangskomponente eines Graphen G = (V, FE) wird eine Teilmenge @ C V
verstanden, die entweder ein isolierter Vertex ist, oder fiir die gilt, dass fiir alle k1, ks € Q
eine Zahl 7 € N und eine Abbildung v : {0, ...,7n} — Q existiert so, dass

Y(0) = ki, (14)
() =k (15)
(VG —=1,70) € En, (Ge{l,..n}). (16)

Sei {Ql(w)}l]\i]f die Menge der Zusammenhangskomponenten von Gy (w). Gesucht sind
moglichst gute Abschitzungen derer Kardinalitdt My (w), unter Vorgabe des Wahrschein-
lichkeitsgesetzes des zufélligen Feldes g.

Bemerkung: Zu festen w € € sind die Urbilder zu den Funktionen |gn(w, )|
Allgnls o)) = lgn (@, )| " ([0, 00)) € ER™ (17)

in der Literatur unter dem Namen Ezkursionsmengen bekannt. Diese Bezeichnung bezieht
sich auf die Verallgemeinerung eines einparametrigen Prozesses (siche [2]).

Im Folgenden sollen die Komplemente En(g, o) der Exkursionsmengen A(|gn|, o) beziiglich
ER,‘N' untersucht werden. Gegenstand des Interesses ist die erwartete Anzahl der Zusam-
menhangskomponenten E[My] von Gn(f,-) := (Va, En(f,-)) und deren asymptotisches
Verhalten fiir groBe N, d.h. fiir unendlich grofle Graphen. Dariiber hinaus sollen fast-
sicher gleichméBige untere Schranken fir My (w),w € Q ermittelt werden, in welche nur
charakteristische Eigenschaften der Verteilung von g eingehen. (Der Erwartungswert (E[])
ist hier die Mittelung iiber alle Realisierungen des Prozesses (Environments, Bilder) aus
(2.) Das Leitmotiv fiir diese Aufgabe sei dabei die Niitzlichkeit bei Anwendungen, etwa
im Falle von gegebener probabilistischer Information iiber g oder bei einer numerischen
Auswertung eines Datensatzes, auf den auf Grund seiner Grofie bereits asymptotische Re-
sultate angewendet werden kénnen.

Aus lokalen geometrischen Eigenschaften eines Graphen (wie zum Beispiel die Wahr-
scheinlichkeit einer offenen, d.h. nicht blockierten, also in En(w) enthaltenen Kante zwi-
schen n#chsten Nachbarn) die Anzahl der Zusammenhangskomponenten nach unten ab-
zuschéitzen ist prinzipiell schwieriger als nach oben, da zwei Vertizes iiber sehr lange Pfade
v (mit 7 groB) miteinander verbunden sein kénnen. Die lokale Information iiber die Offen-
heit der Kanten muss entlang der Spur des Weges iiberpriift werden. Bei Auftreten sog.
'Flaschenhiilse’ (das sind Kanten, die als einzige relativ grofie Teilgraphen miteinander
verbinden) kann es entsprechend lange dauern, bis diese Priifung abgeschlossen wurde.



1.4 Methode

Auf dem Graph Gy (w) = (Vn, En(w)) mit w € Q wird eine symmetrische Markovkette
definiert, deren Zustandsraum durch die Menge der Vertizes Viy des Graphen gegeben ist.
Ein nichtverschwindendes Nichtdiagonalelement der Ubergangsmatrix A(w) € [0, 1]V*N
sei genau zu jeder Kante in der Kantenmenge En(w) gegeben. Die Diagonalelemente wer-
den ’aufgefiillt’ so, dass mit A(w) eine stochastische Matrix vorliegt. Dadurch wird die
Markovkette zu einer Irrfahrt auf den Vertizes, mit Ubergéingen genau zwischen néichsten
Nachbarn, die durch eine Kante aus En(w) verbunden sind. Diese Situation werde dadurch
bezeichnet, dass die Markovkette durch den Graphen reprdisentiert sei.

Die i.A. reduzible, d.h. nicht-ergodische Markovkette hat damit eine Anzahl von mini-
mal invarianten Verteilungen, die mit der Anzahl der Zusammenhangskomponenten des
Graphen, My (w) tibereinstimmt. Dadurch ist es moglich, My (w) als Multiplizitét des Ei-
genwerts 1 € S(A(w)) zu bestimmen.

Eine Konsequenz der Symmetrie ist hier die Aperiodizitéit der Markovkette (Lemma 3.3).
Damit existiert der Limes (2) und wegen der Rekurrenz bedingt durch die Endlichkeit
des Zustandsraumes gibt (3) die Anzahl der Zusammenhangskomponenten. Fiir Anwen-
dungen ist es wiinschenswert, den Limes mit Elementen der Folge n +— Sp[A™(w)] zu
approximieren. Um dies auf kontrollierte Weise zu tun, werden Schranken fiir die An-
zahl der Zusammenhangskomponenten My (w) angegeben, welche Sp[A™(w)] fir n € N
involvieren. Es zeigt sich, dass fiir die hier definierte Markovkette die Folge

N

an(w) = Sp[AT(W)] = D (Bj(w))™ (18)

J=1

monoton fallend ist. Sie ergibt eine in n scharfe obere Schranke fiir My (Satz 3.8).

Wegen der Stationaritéit des Feldes g, welches fiir jedes w € Q den Graphen Gy (g(w), o)
induziert, der die Markovkette mit der Ubergangsmatrix A(w) reprisentiert, liBt sich bei
festem n € N auf die Folge N +— Zi\;l A7y (w) der Ergodensatz anwenden. Wegen der
Ergodizitét hat dies zur Folge, dass E[Af)] als Zahl in die Abschétzung eingeht - also die
erwartete n-Schritt Riickkehrwahrscheinlichkeit.

Fiir eine untere Schranke werden Eigenschaften von symmetrischen Matrizen betrachtet,
die Summe aus einer symmetrischen Matrix mit bekanntem Spektrum und einer positiv
semidefiniten Matrix sind. Nach dem Courant-Fischerschen Min-Max-Prinzip verschieben
sich die Eigenwerte um einen positiven Wert, der durch den Rang der ’stérenden’ Matrix
bestimmt ist (Interlacing). Die Anzahl der Intervalle zwischen den Eigenwerten des be-
kannten Spektrums, um die sich demgegeniiber die exakten Eigenwerte verschieben diirfen
ist durch den Rang der ’Stérung’ bestimmt (z.B.[28]). Die Besonderheit an dem hier ver-
wendeten Zugang ist die Beziehung, die zwischen dieser das Spektrum charakterisierenden
Grofle und den geometrischen Eigenschaften des Graphen besteht: Bei dieser zufélligen
GroBe handelt sich um die Kardinalitéit der Exkursionsmenge A(g, o).



Im Folgenden werden Markovketten auf Graphen untersucht [4]. Es sei (V, E) ein unge-
richteter Graph, bei dem Schleifen und Mehrfachkanten erlaubt sind. Dies bedeute, dass
die Kantenmenge F eine Menge aus zweielementigen Teilmengen aus V' ist (keine Tupel)
und auch einelementige Teilmengen der Form in E enthalten sein konnen. Die Markov-
ketten, die durch die Graphen reprisentiert werden haben zu den Schleifen (z.B. {k}) ein
nichtverschwindendes Diagonalelement. Jeder Kante sei ein Gewicht, d.h. eine Zahl aus
der Menge {1,2,3,...} zugeordnet, die bestimmt, wie oft sie vorkommt.

Eine Markovkette mit Zustandsraum V wird durch ein Quadrupel (@, F , v, X) festgelegt,
wobei (Q,F\ ,v) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X,, : Q@ — V fiir n € N ein Prozess mit
beziiglich F bessbaren Koordinatenfunktionen ist, festgelegt durch eine Anfangsverteilung
und eine stochastische Ubergangsmatrix A € [0,1]IV*IV]. Die Irrfahrt nach Pélya [40] auf
einem d-dimensionalen Gitter ist die Markovkette mit Zustandsraum Z® mit Ubergéngen
zwischen néchsten Nachbarn, die jeweils die Wahrscheinlichkeit 1/(2d) haben. Die Irrfahrt
auf einem Graphen (V, E), der keine homogene, d.h. translationsinvariante Struktur hat,
bei dem aber auch jeweils die Kanten die erlaubten Ubergéinge und damit die nichtver-
schwindenden Ubergangswahrscheinlichkeiten wihrend eines Einheitszeitintervalls anzei-
gen kann - durch Wahl geeigneter Randbedingungen so definiert werden, dass die Uber-
gangswahrscheinlichkeiten symmetrisch beziiglich Anfangs- und Endpunkt des Uberganges
sind. Mit anderen Worten, es 148t sich eine reversible Markovkette angeben, die dariiber
hinaus symmetrisch ist, also fiir die gilt,

V[ X1 =1 | X = k] = v[Xpi1 =k | X = 1. (19)

Die Matrix der Ubergangswahrscheinlichkeiten ist in diesem Fall eine symmetrische Ma-
trix. Aus der Reversibilitdtsbedingung mit der (Dichte der) invarianten Verteilung 7 €

LY(V)

V[ Xpar =k | Xp = () = v[Xns1 =1 | Xn = K]n(k) (20)

folgt daraus die Konstanz von 7 auf den ergodischen Komponenten der i.A. nicht-ergodischen
Markovkette. Die Wahl der Randbedingungen, welche die Symmetrie der Ubergangsma-
trix A € |0, 1]‘V‘X|V| erzielt ist durch die Forderung festgelegt, dass sie eine stochastische
Matrix sei: Zu

1
A = A = 2_d = {k,l} el (21)
vl
werden die Diagonalelemente durch die Forderung > Ag; = 1 bestimmt, d.h. sie ergeben
=1
sich aus
Ag=1- - (22)
- 2
j{J,k}EE
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Wird etwa zu d = 2 ein ebener Graph (V, E') dadurch konstruiert, dass die Vertizes V C Z?2
gewihlt und zwischen nichsten Nachbarn von Z? Verbindungen ausgewihlt und die Paare
der beteiligten Vertizes in die Menge der Kanten FE aufgenommen werden, so bestimmt
Forderung (22), dass in E auch Schleifen enthalten sind, d.h. Verbindungen von Vertizes
zu sich selbst, jeweils mit dem Gewicht 4 — z, mit z der Anzahl der von dem Vertex (zu
néchsten Nachbarn) abgehenden Verbindungen.

In diesem Kontext l&8t sich die symmetrische Irrfahrt (vergl.:[24, S.119]) definieren,
welche die Eigenschaften

1. Die Ubergangsmatrix der Markovkette ist symmetrisch.

2. Alle auftretenden Ubergangswahrscheinlichkeiten zwischen unterschiedlichen Zustéinden
sind fiir alle Vertizes gleich.!

erfiillt. Insbesondere muss der Zustandsraum V der Kette keine Gitterstruktur haben.

Die Markovkette, die im Folgenden hier auf dem zweidimensionalen Gitter als Zustands-
raum betrachtet wird, ist die symmetrische Irrfahrt. Eine ihrer Besonderheiten ist die
Eigenschaft, dass Thre Ubergangsmatrix A € [0, 1]|V|XW‘ sich als Summe symmetrischer
Matrizen

A:A0+S (23)

schreiben 148t, wobei A( eine Irrfahrt mit bekannten Eigenschaften (z.B. mit bekanntem
Spektrum) ist und S positiv semidefinit ist.

Das Courant-Fischersche Min-Max-Prinzip besagt, dass unter diesen Umsténden die (re-
ellen) Eigenwerte von A gegeniiber jenen von Aj jeweils wenn iiberhaubt nur nach oben
verschoben sein koénnen. Dariiber hinaus ist klar, dass der Spektralradius von A und Ay
wegen der Stochastizitit gleich eins ist und der verschobene Eigenwert das Intervall [—1, 1]
nicht verlassen haben kann.

Im Rahmen der Untersuchung der Konsequenzen solcher Eigenschaften lassen sich Abschét-
zungen der spektralen Eigenschaften angeben, welche zu Schranken der Anzahl der Zusam-
menhangskomponenten der Graphen (V, E) fithren, welche die Markovkette reprisentieren.
Eine besondere Rolle spielt dabei die Eigenschaft von Stérungen S mit bekanntem Rang.

Neben diesen spektralen Methoden wird die Betrachtung auf Graphen eingeengt, die durch
stationédre Funktionen erzeugt werden. Dies hat die Konsequenz, dass auf die Spur der
Ubergangsmatrix fiir den Limes grofer Zustandsriume Vy der Ergodensatz angewendet
werden kann. (Satz 3.1) Die Bedeutung der zusitzlich geforderten besonderen Ergodi-
zitétseigenschaft wird in Abschnitt 3.1 erlautert.

Tm Gegensatz hierzu steht die Irrfahrt mit reflektierenden- d.h. Dirichlet-Randbedingungen [4].
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2 Resultat

Es gelten die Definitionen des vorangehenden Abschnitts 1.2.

Satz 2.1. Zuw € Q,0 > 0 sei der Graph Gy(w) := Gn(9(w,),0) = (VN, En(9(w,-),0))
mit der Anzahl My (g(w,-),0) =t Mn(w) =: M der Zusammenhangskomponenten {Q;(w)},
mit N € N gegeben. Die zufillige Menge der Kanten En(g,0) mit o € Ry, N € N
sei erzeugt durch ein Feld g : Q x E%N — R, das beziiglich Verschiebungen der Form
g(w, {k,1}) = g(w, {k +t,1 +t})mit t € Z? stationdr und ergodisch ist.

Zu jedem festenw € Q, N = 4W? € N und o > 0 sei das Quadrupel (ﬁ, ]/:", v, X(w)) (kurz:
X (w,-)) die reversible, i.a. reduzible, zeitlich homogene Markovkette in der Umgebung w

mit Zustandsraum Vi in diskreter Zeit, mit beliebiger Anfangsverteilung g und Dichte
des Ubergangskerns (bez. Zihlmap) A..(w) : {1,...,N}?> —[0,1]

: {k,1} € Ex(w),
w 1-— 1 k=1,
Apt(@) = V9 [Xosr (w,) = 1| Xn(w, ) = k] = 2 (24)
{j,k}YeEN (w)
0 sonst.

Es sei A.(w) : Z? x Z? — {0,0.25,0.5,0.75,1}, mit > .12, Ag(w) = 1 der Ubergangskern
der Irrfahrt, die durch Goo(w) := (Z%, Eoo(w)) reprisentiert wird. Dann:

1. Sein € N gerade. Dann gilt fir p-fast alle w € Q)

Mp(w)

lim sup < E[AL,]. (25)

N—oo

2. Der Generator L(w) = 1 — A(w) zur Halbgruppe der Irrfahrt auf 72> habe einen
spektralen Gap A > 0, d.h. das Spektrum von L enthalte Null als isolierten FEigenwert
und S(L) N (0,\) = 0. Dann gilt fiir alle n € N und eine beliebige Kante e € E%N-

lim inf M];[\;w) > E [Af] - %% —mnexp(—(n — 1)\ ule ¢ Ex]. (26)

N—oo

3. Es sei Ny := |Qol| die (zufillige) Kardinalitit der Zusammenhangskomponente Qg
von Geo(w), welche den Ursprung enthdilt. Es gibt ein ng € N so, dass fir alle
n > ng,e € ELN

tmin MY > g (4] T g (/N ¢ Bl (2)

N—oo

12



Bemerkung: Die Voraussetzung, dass das Feld g bez. des Subshifts auf Z? (echte Telmenge
der Menge der Schwerpunkte der Kanten aus E™:") stationir ergodisch sei ist in Bezug auf
die Stationaritdt eine schwéchere-, in Bezug auf die Ergodizitéit eine stéirkere Forderung
als die entsprechende Forderung fiir Shifts aus der Menge Z2 U ({3, 3) + Z?)), die sich als
natiirliche Menge von Translationen des Feldes ¢ ergibt (siehe Abschnitt 3.1). Sie wird
erhoben, um diese Eigenschaften auf den Prozess der Matrixelemente A}, der Ubergangs-

matrix zu iibertragen (Gleichung (40).

Beispiel: Diskrete Gradientenfelder g(w, {k,l}) = f(w,k) — f(w,!) erfiillen die Forderung
fiir stationdre, ergodische "Potentiale’ f : Q x Z? — R.

Beispiel: Im Falle der 2-d Kantenperkolation ergibt sich die Ergodizitét bez. der Subshifts
aus der Unabh#ngigkeit der Koordinatenfunktionen.

Satz 2.2. Sei Ko die (zufillige) Kardinalitit des Randes der Zusammenhangskomponente
von Goo(w), die den Ursprung enthilt, d.h. es gelte Ko(w) = |0Qo(w)| fiir w € Q mit

0Qo(w) = {{k1,ko} CZ* : {k1,ko} € ELN\ Exs(w), (k1 € Qo(w) V k2 € Qo(w)) }-

Wenn der Erwartungswert E[Ko| existiert, dann gilt u-fast sicher:

MN((U)

lim inf
N—oo

> B[] - 5-ElKo] (25)

Bemerkung: Die Grofie E[A%)] ist die p-erwartete n-Schritt Riickkehrwahrscheinlichkeit
eines Irrwanderers auf Z2, der dem Gesetz v* fiir jede Realisierung w € Q gehorcht. Zu
einer festen Realisierung w € Q gilt

Afo(w) = v*[X;; = 0]. (29)

Satz 2.3. Mit den Definitionen des vorangehenden Abschnitts gilt: Es existiert der Limes

lim MNT(W) p-fast sicher und ist p-fast-sicher unabhdngig von w € Q. FEs gilt:

N—o0
lim M) _ lim E[Af,]. (30)

N—oo n— o0

Bemerkung: Fiir den Fall von Feldern mit unabhéngigen, identisch verteilten Koordina-
tenfunktionen zeigt Grimmet [17] die Existenz des Limes. Der dort verwendete Beweis (sie
auch [18]) basiert auf der Verwendung des Ergodensatzes und lafit sich damit auf den Fall
stationérer, ergodischer Felder g verallgemeinern. Die hier gewihlte, alternative Beweis-
methode mit Hilfe einer Markovkette hat den Vorteil, dass die Schranken 2.1(1-3) und 2.2
fiir den Limes abfallen.
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3 Durchfiihrung der Methode

Der Beweis des Resultats beruht auf verschiedenen Eigenschaften der Felder, deren Ur-
bilder iiber die geometrischen Eigenschaften der Graphen Gy (w),w € Q entscheiden. Die
wichtigste ist die Stationaritét (Homogenitit) im Sinne der Unabhéngigkeit der endlich-
dimensionalen Verteilungen gegeniiber Translationen auf dem Gitter. Die Ergodizitéit ga-
rantiert, dass wegen des Ergodensatzes eine deterministische Grofle bei der Mittelungen
iiber die Verschiebungen des Feldes resultiert. Obwohl die den Graph induzierende Funk-
tion g den Parameterbereich E%:N- hat, wird die Ergodizitit beziiglich des Shifts auf 7?2
gefordert, da dieser bei der Spurbildung der Matrix A (und A™) auftritt.

Des Weiteren werden spektrale Eigenschaften der zufilligen Matrix A zur Abschétzung
der Anzahl der Zusammenhangskomponenten herangezogen. Besondere Eigenschaften der
speziellen Irrfahrt (24) fithren auf die Moglichkeit, das Courant-Fischersche Min-Max-
Prinzip anzuwenden.

3.1 Konsequenzen der Stationaritit und Ergodizitit

Der Menge E%N- kann mit der Struktur des Z2 versehen werden. Wird zu jedem Ele-
ment e = {k,I} der Schwerpunkt j({k,l}) := 2(k + 1) € R% {k, I} € ELN betrach-
tet, wobei k,[ als Elemente des R? aufgefasst werden, so ist der Wertebereich W(j) =
((3,0) +Z2) U ({0, 3) + Z?). Die Abbildung j ist bijektiv und j~! ordnet dem Element im
R? die zweielementige Menge der euklidisch néchstgelegenen Elemente von Z? zu.

Wird iiber die Matrix A die Spur gebildet, so 148t sich die Summe iiber die Diagonalelemen-
te als Summe iiber Koordinatenfunktionen von einem jeweils um den Summationsindex
(hier € Z?) verschobenen (‘geshifteten’) Feld (A..(w)) auffassen. Dafl die Summe hier nur
iiber eine Teilmenge von ((3,0) + Z?) U ((0, 3) 4+ Z?) geht, fithrt auf die Forderung nach
der Ergodizitit beziiglich des Subshifts iiber die Translationsvektoren aus Z2. Zunachst
werden die Begriffe ’stationér’ und ’ergodisch’ definiert:

Definition: Hat das Feld g : Q x E%N- — R die Eigenschaft, dass zu einer endlichen Folge
{Ij}é\le mit I; € B(R) und e; € BN gilt
p{w e Q1 glw,ej) € Ij}é-v:l] =p{w e : gw,T(ey)) € Ij}yzl], (31)

mit beliebiger Translation E%N' 3 e = {vy,v2} + T(vy, va) := {v1+t,v2+t} zu vy, vo € Z2
fiir alle Verschiebungsvektoren ¢ € Z2 U ((3, 3) + Z?%)? , dann heiBt g (stark) stationdr.

W3 ={(ti+ 5. ta+3) () €2}

14



Zu den Funktionen h : E%N- — R auf der Parametermenge kann man damit den Shift

Ti, (t € Z2 U ((3,3) + Z%)) definieren:

7T : (ESON —-R) — (ESON — R),
ho— hG7HO0) = 1), (32)

Zum Beispiel geht zu w € Q g(w,{(0,0),(1,0)}) durch 7; mit ¢t = (—3,3) iiber in
9(w,{(0,0),(0,1)}).

Wenn die Mengen von Funktionen g(B,-), B € F sei jeweils das Urbild dieser Menge, die
beziiglich der Shifts T;,t € Z* U ((3, ) + Z?) invariant sind, also die Eigenschaft

%Q(B,') :g(B,-) (33)

gilt im Sinne von Mengen von Funktionen E%:N — R (sie bilden eine Untersigmaalgebra)
und erfiillen

uw(B) =0 oder pu(B)=1, (34)

dann heifit das Feld g ergodisch.

Zu gegebener stationdrer Funktion g sind zufillige Funktionen h : Q x EXN- — R, die aus
Komposition einer dritten Funktion F': R — R mit g hervorgehen,

h(w,e) = F o g(w,e), (35)

ebenfalls stationér: Zum Zylinder {{k;,l;},1;}7_, N € N gilt fiir t € Z*> U ((3, 3) + Z?)

pl(Vfwe : flglw {k;,1;}) € L} = u[ﬂ{w €Q : glw {kj, l5}) € F71(I;)Y  (36)

J=1

N
= ul(Vw e« glo {kj+t1+)) € f7 )Y

N

= pl[HweQ : flglw, {k+t.1;+1}) € L}].
j=1

Die Matrixelemente Ay (w),{k,l} = e € E%N- werden als Funktionen von w €  durch
Komposition der Koordinatenfunktionen g nach ihrer Definition (24) mit einer Abbil-
dung von R nach {0,0.25,0.5,0.75,1} erzeugt und sind mithin im obigen Sinne sta-
tiondr: z.B. gilt u({Ay}) = M({A(k-i—t)(l—l—t)})- Dagegen sind die Diagonalelemente von
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A(w) : Z? x Z? — {0,0.25,0.5,0.75,1.0} und w € Q (Definition wie in (24) mit E..(g,w)
anstelle von En(w) = En(g,w)) als Funktion von einer Menge von Koordinatenfunktionen
{9(w,e;)}j—; (also als Funktional von g) stationér und ergodisch beziiglich der Verschie-
bungen im Argument e; um Translationsvektoren k € 72, wenn dies zuvor von g gefordert
wurde. Gleiches gilt fiir die Matrixprodukte Akh fir alle n € N.

Wird fiir stationédre Funktionen ¢ zusétzlich die Annahme der Ergodizitit gemacht, so
gilt bei der Anwendung des Birkhoffschen (od. individuellen) Ergodensatzes: Zur
Menge der Verschiebungsvektoren Iy = Vy U ((—3,3) + V) \ ({((W, 1) : 1€ {-W +

Lo WY Yu{(k,W) : ke {-W +1,...,W} }) wobei W2 = 4N und |Z| = 2(N — W) mit
eo == {(0,0), (1,0)} ergibt sich die Zahl

Jm o 2 N 7B gf: Trg(w Elg(- e0)l,  (fiir p— faw € Q). (37)
N

Wird die Forderung nach Stationaritit und Ergodizitit bez. der Indexmenge 7 = Z2
gefordert, ergibt sich dagegen

lim — Z Tig(w Elg(-,e0)], (fiir p— f.a.w € Q). (38)
teZ?

Bemerkung: Es wird hier gesondert darauf hingewiesen, da die natiirliche Definition des
Graphen G y(w) die zufilligen Funktionen g auf E%N- fordert. Andererseits ist die For-
derung nach Ergodizitiit beziiglich einer echten Untermenge von Z? U (<2, 2) + Z2) eine
stirke Forderung, da es fiir weniger Translationen mehr invariante Mengen gibt fiir die
alle die Eigenschaft (34) gezeigt werden muss.

Bemerkung: Mit dieser Formulierung lassen sich nicht nur zufillige Funktionen betrach-
ten, sondern auch Abbildungen dieser Funktionen, auf die sich der Ergodensatz iibertriagt
(wie im Fall der Matrixelemente, s.0.). Voraussetzung dafiir ist, dass die Eigenschaft der
Stationaritdt und Ergodizitét respektiert wird. Hiefiir gibt es einen Satz:

Wird zu einem beliebigen messbaren Raum (F,€) (hier: E = R, £ = B(R) ) und einer
Indexmenge Z mit der Struktur des Z¢ (hier 7 := E%N- ist iiber j isomorph auf ((,0) +
Z?) U ({0, 1) +Z?%) ~ Z? abbildbar) ein Feld §(w,t),w € Q,t € T (hier (w,k) — flgk(w))
erhalten als Shift (T, : (EZ — E) — (E* — E)) einer £-meBbaren Abbildung (h : EZ —
E) angewendet auf ein stationiires, ergodisches Feld (hier: g : Q x E%N'), also

9(w,t) = Ti(h(g(w,{(0,0) + ), (1,0 +9}))) = h(g(w,{(0,0) +-),(1,0+)})),  (39)

u (w e Q, t €7), soist es seinerseits stationdr und ergodisch. Ein Beweis ist fiir den
eindimensionalen unilateralen (d.h. Z = N) Fall in [29] gegeben. Im Falle von E,7 C Z
spricht man von einer stationdren Codierung. Wichtig ist dabei, dass das ’shiften’ der ab-
gebildeten Funktion sich durch die Translation des urspriinglichen Feldes definiert, also
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Ty(h(g9(w,"))) = h(Ti(g(w,-))) [41]. Dass sich der individuelle Ergodensatz auch auf den
Fall Z = 7?2 iibertragen lit ist zum Beispiel in [33] gezeigt. Grundlegende Arbeiten zu
diesen Erweiterungen sind z.B. [38] und [32].

An dieser Stelle sei aber auf das Beispiel nach Satz 2.1 hingewiesen, in dem g(w, {k,l}) =
flw, k)= f(w,),w € Q,{k,1} € E%N ist, fiir ein stationires, ergodisches f. Die Definition
(39) lautet fiir die Diagonalelemente von A

Af(w) = %(A?OJF.)(OJF.)(W))’ (k € 2%, (40)

Wie man sieht ist Z? C Z nur die 'halbe Menge’ der Translationen des Feldes g. Um zu
garantieren, dass die Diagonalelemente bez. dieser kleineren Menge von Verschiebungen
- damit grofleren Menge von invarianten Mengen - noch ergodisch ist, wird eine Voraus-
setzung gefordert, die die Ergodizitiit bereits fiir Verschiebungen aus Z? garantiert: f sei
beziiglich Verschiebungen aus Z? stationir und ergodisch. Also weist diese Eigenschaften
auch g, das diskrete Gradientenfeld von f auf.

Es ist nun wiinschenswert, den Ergodensatz im Zusammenhang mit der Spur von A" (w),
n € N asymptotisch fiir groe N anwenden zu kénnen. Die Matrixelemente des Matrix-
produkts A}, (w) der endlichen Matrix A(w) hédngen aber von N ab. Finite size effects
spielen hier eine Rolle, indem die Endlichkeit des Zustandsraums Vy der Markovkette
Einfluss z.B. auf die n-Schritt Riickkehrwahrscheinlichkeit Af, (hier des Vertex 0) nimmt.
Bereits die Diagonalelemente Agg(w) sind, wenn k& € Vi ein Vertex am Rand des Qua-
drats liegt, nie gleich Null und haben also nicht die gleiche Verteilung wie im Falle von
Vertizes entfernt vom Rand. Dies liegt daran, dass die Schleifen des Graphen am Rand
deterministisch vorgegeben sind und entsprechend mit Wahrscheinlichkeit mindestens 1/4
am Rand wéhrend eines diskreten Zeitschrittes am gleichen Vertex verharrt wird. Deshalb
gilt der Ergodensatz zunéchst nicht fiir die Abbildung k — A}, (w) fiir w € Q.

Satz 3.1. Sei A(w) € B(I11(Z?),1(Z?)) der beschrinkte, lineare, positivititserhaltende
Operator mit ||A(w)||1 = 1, dessen Matrizelemente die Ubergangswahrscheinlichkeiten der
Markovkette mit abzihlbar unendlichem Zustandsraum Z? darstellen. D.h., zu Ex(w) =

Ex(g(w), o)

Eyx(w):={{k,1} C 72 k=1 =1, |gn(w,{k,1})| <o} (41)
gelte
b {k,1} € Bxo(w),
Akl(u)) = 1- i ; XEoo(w) ({k’]})’ k=1, (42)
0, sonst.
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Dann, mit der Definition (24) von A(w)

1 _
lim — Z Al (w) =E[Af], neN, firp— fa we. (43)

Beweis: Mit N,n € N,w €  und Agl\an) (w) := A}y (w), wobei k,l € Vi gilt

T(n . N,n
Ay = lim AR, ke 2, (44)

und zu Vg, :=qkeVn : A k=l >n/24+1)und VN, =V \ViNp,
IGZQ\VN

AP — AN e Vi, (45)

Zu N := |Vna| = (W —n—2)2 = (VN —n—2)? fiir n gerade, N’ := (W —n — 3)? fiir n
ungerade und N” = N — N’ erhilt man wegen A}, >0

1 N1 N" 1
T2 = T 2 Ant oy Dl A (46)
]CEVN ke‘(}]\f keavN n
N1 - N" 1
45
(45) NN Z Ak + — N N7 Z Al (47)
kE‘O/Nn k‘EBVNn

Wegen der Stationaritit und Ergodizitit von g beziiglich der Shifts aus Z2, die sich auf die
Matrixelemente Ay iibertréigt (s.o.), kann der Ergodensatz (die Summanden der ersten
Summe sind nun unabhéngig von N) angewendet werden,

Y Al — E[AG), (48)
k‘E‘O/N,n
wegen N'/N — 1,N”/N — 0 fiir N — oo und weil 5 Y. A%, <1 beschréinkt ist. O

k€OVN n

Im Falle der Funktion x.g¢pnn., die offensichtlich stationér ist und beziiglich Verschie-
bungen aus Z? ergodisch gibt es keine 'Randeffekte’. Hier kann der Ergodensatz direkt
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angewendet werden (siehe (115)).

Die ZufallsgroBe Ny, k € Vi ist die Kardinalitit der Zusammenhangskomponente (die k
enthilt) des endlichen Graphen Gy. Da Nj, die Kardinalitiit der Zusammenhangskom-
ponente von G (w) = (Z?, Es(w)) stationdr und ergodisch ist bez. Shifts aus Z2, ist es
moglich zu Funktionen f: N — R den Ergodensatz in der Form

lim — 37 (W) = E[f(No)] (49)

anzuwenden. Insbesondere ist es wiinschenswert, dass die Identitit auch fiir f(Ng) gilt.
Hier gilt der

Satz 3.2. Es existiere A}im f(N)=:C. Sei
— 00

Ny = |Qx| = QN V. (50)
Dann
Jim ST F(N) = B[/ (W) (51)
keVn

Beweis: Sei N = |Q}| die Grofie der Zusammenhangskomponente Q. des unendlich grofien
Graphen, welche den Vertex k € Z? enthiilt. Sei M (cc) die Anzahl der unendlich grofien
Zusammenhangskomponenten von G (w). Dann gilt fiir ein beliebiges Ny € N und p-fast
jedes w € Q

! v L o 1 N
N 2 ) = 2 fW Ty D S (52)
keVy Fevy et
1 N
Grety
1 .
TN > TN w<noy (R) (54)
Q:ﬁe\‘//]évv;é@
1 N
N 2 TORX 2y (F): (55)
keVn

Im Term (53) kann man die Kardinalitidten N}, jeweils durch Ny, ersetzen. Es folgt wegen
des Ergodensatzes
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lim — Z f( Nk X{]g’|Nk,<N0}( ) = E[f(NO)X{k’|Nk/<NO}]' (56)

N—o0 N
kEVy

QkCVN

Der Betrag des zweiten Terms (54) verschwindet fiir N — oo bei festgehaltenem Ny, da
wegen der Beschrinktheit von f (Folge der Voraussetzung)

1 ~ 1
0= > NI, <oy (B) < N‘l\/ﬁNo gggf(k) —0, (N—o00). (57)

Schliellich 148t sich der dritte Term (55) beschrénken:

. 1
nin f(n) > Xy ooy (B Z FONE)X g 0,5 vy (F) (58)
=0 keViy keVN
und
1
N Z f X{k’|Nk,>No}( ) < gﬁ) f(“)ﬁ Z X{k’\NkIZNO}(k)' (59)
keVy keVi

Fiihrt man zuerst den Limes N — oo aus, resultiert

glj{fl FOEN g x> 03] < l}gilgof_ Z F(N X (k| Ny 2o} (F) (60)
keVyn
und
hjr\;lj;lop— > FNO)X e3> voy (B )<TILI;3NX FENX w8, >N} (61)

keVn

LaBt man Ny gegen Unendlich gehen konvergiert die linke Seite von (60) gegen die rechte
Seite von (61). Damit ist unterer und oberer Hiufungspunkt (der Folge in Ny) gleich so,
dass

Jim_ Z f(Ng) = Cp[No = o). (62)

Zusammen mit (56) ergibt das wegen C' = lim f(n)
n—oo

tim 37 F(¥) = B (No)X g5, <o) + CulNo = 0] = BF(No)].  (63)
O
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3.2 Konsequenzen des Courant-Fischerschen Min-Max-Prinzips

Als stochastische Matrix hat A Spektralradius 1. Das Spektrum des Generators der Halb-
gruppe, L = I — A, ist somit Teilmenge des Intervalls [0,2]. Dass 2 selbst nicht Element
von S(L) ist, hdngt mit der speziellen Wahl der Randbedingungen zusammen, bzw. mit
der speziellen Definition der Markovkette:

Lemma 3.3. Die symmetrische Irrfahrt (24) ist aperiodisch.

Beweis: Da A symmetrisch, kann es hochstens eine Periodizitdtsklasse mit Periode 2 geben.
Also, zu zeigen ist: —1 ¢ S(A). Es gilt A = D + A mit der Inzidenzmatrix 44 und einer
Diagonalmatrix D. Wenn D = 0, die Nullmatrix ist, dann handelt es sich um die homogene
Irrfahrt Ag auf {—W +1,..., W}2, mit wohlbekanntem Spektrum ([43], Seite 354)

i s = 5 (cos(win/VN) + cos(win/VI)), ir, iz € {0,... VI ~ 1}, (64)

so, dass —1 ¢ S(A). Ist D # 0, so gilt A = Ag+3_, 5j mit S(S;) = {0,0.5}, also S; > 0 ist
positiv semidefinit. Das Spektrum von A kann sich gegeniiber dem von Ay nur in positive
Richtung verschieben [30], denn

1
/\ 8 > min (v, (D + = Ap)v) > min (v, Agv) + min (w, Sjw) > — cos(l) >—1. O
Bes(A) 4 vERN o weRN w

Wegen der Aperiodizitit (Lemma 3.3) und Reversibilitdt (Symmetrie) existiert also zu
festem w € Q2

My (w) = lim Sp[A"(w)], N eNwe Q. (65)

n—0o0

Dies folgt aus dem Spektralsatz, da A symmetrisch ist. Alle Eigenwerte kleiner als 1 sind
dem Betrage nach kleiner als eins und konvergieren mit der Potenz n gegen Null.

Das Spektrum der Irrfahrt auf dem homogenen Gitter, d.h. auf dem Graphen mit NV
Vertizes und allen 2N — 2v/N Kanten (die 4v/N Schleifen am Rand entsprechen den
Randbedingungen, die den irrfahrenden Wanderer einen Schritt am Platz verharren las-
sen, wenn er versucht {iber den Rand zu wandern) hat die Form (64) und ist bis auf den
Perron-Frobenius Eigenwert 1 symmetrisch zur Null verteilt (Siehe Abb. 1). Durch die
(nicht kleine) Storung werden die Eigenwerte nach oben verschoben. Die Verschiebung ist
aber insofern beschrinkt, als der (neue) Eigenwert seinerseits im Intervall (—1, 1] enthalten
sein muss. Das Spektrum S(A) ist also bei +1 stérker konzentriert. Die Multiplizitét vom
Eigenwert 1 ist dabei die gesuchte Grofle M (siehe Abb. 2).

3Mit symmetrischer Irrfahrt ist hier die symmetrische Irrfahrt mit immer gleichen Ubergangswahr-
scheinlichkeiten auf nicht notwendig homogenen Gittern gemeint (sieche Abschnitt 1.4).
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Lemma 3.4. Sei Lo =1 — Ay der Generator der Halbgruppe zur homogenen Irrfahrt auf
(V, BN, d.h. alle Kanten sind offen (‘leitend’). Zu w € Q, gelte L (w) = T — A™(w)

mit Eigenwerten {)\gn) (w)}.

Die Figenwerte von L sind jeweils gegentiber den Figenwerten von Lg nach unten verscho-
ben, d.h., mit einer geeigneten Nummerierung gilt fir alle j € {1,...,N},n € N

Aj(w) < Aoy (66)
Beweis: Es gilt A(w) = Ap + S(w) mit S(w) =) S;j(w) und (’..." deutet Eintrag Null an)
J
0 0
1 .o +1 o =1
Sj(w) = 7 B (67)
..o =1 . +1 .
0 0
also Rang(S;(w)) = 1, und S(S;(w)) = {0, 3}, damit S(w) > 0. Fiir den Generator
L(w) =1— A(w) gilt mit diesen Definitionen

Lw)=1—- (4o + Y _Si(w)) = Lo — S(w). (68)
l

Nach dem Courant-Fischer Min-Max-Prinzip gilt mit WJO = span(v? 1 ., 0%) zu den
Eigenvektoren v;] € CV und Eigenwerten Xo,j von Ly (w wird nun weggelassen:)

Ly— S
Aj= min  max (1)7(0—2)@ (69)
diml;vvg)(c:jfl vlW HUH
. (v, Lyv) (v, (=S)v) )

dimI?VV\g)C:njfl <UJ‘W [v]|? ol v
< max M + max M (71)
T oot 2 e o2
< X M + max M (72)
et joff? v [v]12

. (v, Sv)

< .
>~ )\O,] + mvll’l ”1)”2 (73)

wegen der positiven Semidefinitheit von S(w). Das Spektrum von L(w) verschiebt sich

vergl. (65)) also gegeniiber dem von Lg nach unten. Die analoge Aussage fiir A () st
(verg geg g g ;
i.A. nicht wahr. Was gilt ist
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Lemma 3.5. Sein € N ungerade. Dann

(n) (n)
)\jn (w) < )\Oflj. (75)
Beweis: Die Funktion w : « — 1 — (1 — )™ ist streng monoton wachsend. Es gilt

)\§n) (w) = w(A;j). Wenn also \j(w) < Agj, dann w(Aj(w)) < w(Aoj)- O

Fiir die Spur von A gilt dann

Lemma 3.6. Sein € N ungerade. Dann zu w € )

SplA™ ()] = Sp[AG(w))- (76)
Beweis: B} (w) — g, =1 —By; — (1 = B} (w)) = )\étlj) — )\g»n)(w).
N N
Also Sp[A"](w) = Sp[Af] = 3 (57 () — ) = zpé’?} ~ A (w)) > 0. O
Jj= Jj=

Lemma 3.7. Sein € N gerade. Dann (w € Q)

SLA™ ()] 2 SplA™ 1 (w)]. (77)
Beweiss SpA™ ()] = 3 FH)B(w) £ 3 B (w) < SpA")] O

Bemerkung: Die erwartete n-Schritt Riickkehrwahrscheinlichkeit E[A},] zum Ursprung der
Irrfahrt ist im Fall der Stationaritét beim homogenen Gitter bei ungerader Schrittanzahl n
kleiner als beim Vorhandensein von ’Obstacles’, also bei herausgenommenen Kanten. Dies
folgt aus Satz 3.1. Genauso ist es fiir gerades n € N wahrscheinlicher, in n + 1 Schritten
vermittels der ’gestorten’ Irrfahrt zum Ursprung zuriickzufinden, als in n Schritten auf
dem homogenen Gitter(da ist die Wahrscheinlichkeit gleich Null) oder auf einem weniger
gestorten Gitter - mit weniger "Hindernissen’.

Im Folgenden werden die Spektren von Ay, der Irrfahrt auf dem homogenen Gitter (ab
jetzt kurz: ’homogene Irrfahrt’) und A der Irrfahrt auf dem Gitter mit herausgenommenen

Kanten und entsprechend hinzugefiigten Schleifen (<: ’gestorte Irrfahrt’) verglichen.

Im Folgenden sei die Konvention giiltig, dass die Eigenwerte 3; € S(A4), (j € {1,..., N}) in
absteigender Reihenfolge angeordnet sind (w € Q):

1=p01 2 Ba(w) > B3(w) > - By(w). (78)

Dies gelte auch fiir das ungestorte Spektrum S(Ag), das 1 als Eigenwert nur einmal enthélt:

1= 001> Po2=Po3> - Bon- (79)
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Satz 3.8. (Obere Schranke - Resultat 2.2.1)

limsup My (w)/N <E[A%], (n€N,we Q). (80)

N—oo

Notation: Die Abhéngigkeit von w wird im Weiteren zum Zweck der Ubersicht weggelassen.

Beweis: Es gilt fiir w € € fest

1 My 1
_ AQn — 4V = 2n 1
NSp[ ) N+N‘Z B (81)
Jj=Mpn+1
und
M M 1 & 1
I =N < BN — 20— lim —Sp[A?"] = E[A27]. (82
msup = < lmsup = limsup > "= lim GSplA™] = ELAG]. - (82)
Jj=Mpn+1
Die letzte Gleichung gilt wegen Satz 3.1. Dies beweist Aussage 2.1.1. O

Sei Piyy der Projektor in den invarianten (M y-dimensionalen) Unterraum von A.

Fiir die untere Schranke sei die Zufallsvariable My in der folgenden Form betrachtet:

MN - Sp[]Dinv] = Sp[PinVAn]

Sp[A™] — Sp[P+A"] (83)
mit Pt :=1— P,,. Bs gilt
N
SplptaA) = > B (84)
j=M+1

und zu jeder Zusammenhangskomponente @, | € {1,..., My} des Graphen Gy gibt es
einen Unterraum V; mit orthogonalem Projektor Py, der Dimension N; := |@;| (= Anzahl
der Vertizes in @;) mit der Eigenschaft, dass das Spektrum der Matrix Py, APy, den Eigen-
wert 1 genau einmal enthélt. (Die Abhéngigkeit von w € 2 wurde hier auch weggelassen).

Es gibt dann die Darstellung der stochastischen Matrix der gestorten Irrfahrt in Form
einer direkten Summe:

My

A= m,APy, (85)
=1
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(wobei alle Gréfien von w € Q und N € N abhéngen).

Die minimal invarianten Verteilungen der Irrfahrt mit Ubergangsmatrix A auf dem endli-
chen Zustandsraum Vy sind wegen der Symmetrie (Ag,, = Amk, k,m € {1,..., N}) gerade
die Gleichverteilungen auf Q; (siche z.B. [4]).

An dieser Stelle kann man wieder das Courant-Fischer Variationsprinzip verwenden:

Satz 3.9. (Rayleigh, Routh, Cauchy) Wenn A, Ay, S selbstadjungierte N x N-Matrizen
sind, dann gilt in A = Ag + S mit Rang(S)) = Rn, dass jeder Eigenwert 3; € S(A)
aus jeweils einem Eigenwert By ;j € S(Ag) durch Verschiebung hervorgeht, wobei die Ver-
schiebung um nicht mehr als Ry sukzessive (d.h. fortlaufend benachbarte) Intervalle des
ungestorten Spektrums betragen darf, d.h.

Boj < Bi < Bo,(j—Rn)vi- (86)

Beweis: Siehe [30]. O

Bemerkung: Der Beweis dieses Satzes beruht darauf, dass sich die Eigenwerte von A
durch das Rayleighsche Variationsprinzip aus den Eigenwerten von Ay unter zuséitzlichen
Zwangsbedingungen an die Losung dieser Variationsaufgabe ergeben. Die Zwangsbedingun-
gen sind hier durch die Randbedingungen bestimmt, die ein "Herausnehmen einer Kante’,
damit eine Addition von einem entsprechenden S; des Typs (67) zu Ap an die zugehorigen
Eigenvektoren stellen. Der Beweis dieses Rayleighschen Satzes wird durch die Anwendung
des Courant-Fischerschen Min-Max-Prinzips einfach, in dem die Eigenvektoren selbst nicht
bekannt sein miissen. Im Allgemeinen bewirkt die Fortnahme einer Kante an zwei Verti-
zes eine Zwangsbedingung and die Eigenvektoren. (Deshalb haben die Matrizen S; zwei
Spalten/Zeilen ungleich Null). IThr Rang ist jedoch eins und entspricht deshalb nur einer
zusétzlichen Zwangsbedingung, weil die Bedingung der Stochastizitit der Matrix A durch
die spezielle Form von S; die eine der Randbedingungen unter Vorgabe der anderen bereits
impliziert.

Woess [46] verwendet das Min-Max-Prinzip, in einem #hnlichen Kontext, um die Spektren
von Dirichletformen von Markovprozessen auf Gruppen zu vergleichen.

In [28] findet sich eine Zusammenfassung dieser Anwendung des Courant-Fischer Theo-
rems.

Um den Rang Ry von der 'Stérung’ zu bestimmen sei erwogen:
Lemma 3.10. Die Matrizen S; aus (67) haben den Rang 1.

Beweis: Das Spektrum von S; ist {0, %}, wobei % algebraische Vielfachheit 1 hat. L.
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Definition: Sei Ky := |A(|gn]|, o).

Bemerkung: Ky = |{{k,1} € EXN : |g(w, {k,1})| > o}/
Dann folgt

Satz 3.11.

Ry = Ky. (87)

Ky
Beweis: Wegen S = A — Ay = > S; mit geeigneten unterschiedlichen Matrizen {S]}]K:Ai
j=1
der Form (67) gilt die Aussage wegen Lemma 3.10. O

Der Rang der Stérungsmatrix S ist also die Anzahl der Kanten, die aus dem homogenen
Graphen entfernt und jeweils durch Schleifen ersetzt wurden. Im Folgenden wird die Spur
Sp[A"] mit der Spur iiber Aj verglichen.

3.3 Beweis von Resultat 2.1.2

Zunéchst wird (83) in der folgenden Form geschrieben:

N N
My = SplA" — Y Br=065,) — Y. By (88)
J=Mn+1 j=Mn+1

Fiir die Differenz der Eigenwerte gilt wegen Satz 3.9 das folgende

Lemma 3.12. Es existieren Folgen cg\l,), 05\2,), (N €N) so, dass

Ky 2 1
/\ t B —PBoy < 05\1;)— +eNy —=, (89)
NeN N \/N
und lim 65\1[) =27 und A}im 05\2,)\/—% =0.

Beweis: Zunéchst gilt wegen Satz 3.9

B — Bo,j < Bo,(j—kn)v1 — Boj- (90)

Zum Spektrum By ; = $(cos(mi1 /VN) + cos(miz/V/N)) mit i = (i1,i2) € {0,..., VN — 1}?
der Ubergangsmatrix der ungestorten Irrfahrt und zur Zahl E € [—1,1] sei definiert:
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Zp = Hxe[0,1?] %(COS(?Txl) + cos(mza)) > E}| (91)
29 = |{zel0,1’]1- %WQ(:C% +a2) > BY. (92)

Z g heiBe die Integrierte Zustandsdichte von A. Zur Dichte der Integrierten Zustandsdichte
D(FE) = %LE‘? gibt die Gréfe ND(E) asymptotisch (d.h. fiir groBe N) die Anderung der
Anzahl der Eigenwerte innerhalb der Menge { € S(Ao) | 8 > E} pro Verdnderung des
Parameters £ um Einheitslinge an. Es wird gezeigt: Es gibt eine positive Zahl, 1/(27),
so, dass

D(E) > % Eel-1,1]. (93)

Zu E € [-1,1], sei k € [0,1], so, dass £ = COS(?T]{?)(;%(COS(TF]{?) + cos(7k)). Es gilt dann:

Zh=H1- 5K =B} = {1-BE)= 2k (94)
1—-F

21

2
2

Also zu der Wahl von E und k gilt:Z% = - (1 — cos(nk)) und damit

™

dzy 1
d—lf =3 sin(mk). (96)
Da % > % folgt
dZp o
DF)=—— = -
dZp
dk
= A 08
msin(mk) (98)
azg
> —dk__ 99
~  wsin(nk) (99)
1
- 1
L (100

also D(E) > 0. Eine Verénderung von F um 1/N fiir E innerhalb eines Intervalls einer
Lénge von Ordnung 1/4/N fiihrt zu keiner Veréinderung der Anzahl der Eigenwerte in
{# € S(Ap) | B > E} und damit wire die GroBle D(E) an dieser Stelle asymptotisch gleich
Null. Also gilt, dass die Vereinigung der Intervalle zwischen Eigenwerten der Ordnung
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1/ VN fiir N — oo gegen eine Menge vom MaB Null konvergiert, da nur so die Dichte
D(E) der Integrierten Zustandsdichte iiberall positiv sein kann. Mit anderen Worten, (sei

AN = Ag) 4

c>0 NeN

er[—u]\ \ /\(m,x+\/iﬁ)mS(AgN)):®}':o. (101)

Dass die Intervalle zwischen den ungestorten Eigenwerten selbst durch \/— beschréankt sind

(2 1

erklirt, dass bei Uberspringen von Ky Eigenwerten keine groBeren Spiinge als ¢ N 7 Vvor-
kommen. Wegen (101) konvergiert dieser Term mit N — oo gegen Null.

Auflerdem

ﬁO —Kn)Vl — ﬁO i
< n i
Bo,(—Knv1 — Poj < je?ll,z.i.}.{N}{ Kn }KN (102)
1 Ky
min {D(E)}KN " 2N’ (103)
Ee[-1,1]
L.

Bemerkung: Das hier auftretende Spektrum ist jenes des freien Laplaceoperators auf Z2.
Es ist bekannt, dass die Dichte D(E) der Integrierten Zustandsdichte eine logarithmische
Singularitdt bei £ = 0 hat (sog. Van Hove Singularitit).

Es gilt also

n—1 K (2)
B = B < (8= Bog) Y BBy % (TN + O(%)) ngy ! (104)

m=0
7T7’LKN —n(l /Bj) 7T7’LKN Y
< —— .
S5 N +o(1) < 5 N +o(1) (105)

Die Summe {iber das Spektrum von Af 148t sich folgendermafien abschétzen [43] (Sie la8t
sich asymptotisch fiir grofie n genau berechnen. Hier sind allerdings Abschéitzungen auch
fiir kleine n € N gefragt.):

|- | bedeutet hier das Lebesgue-Maf.
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VN-1v/N-1
SplAgl -1 = ) (1= =(1 = Bo,pizy)) (106)
k=0 i=1
VN-1V/N-1
< 33 exp(=n(l = o gey) (107)
k=0 i=1
\/g:lml k l
= e" exp(—=(cos(—=) + cos(—=))) (108)
i VN VN
VN VN ok il
= e " Z exp(=(cos(—=) + cos(—=))) (109)
= = VN VN
und da cos(mz) <1 —2x fir0 <z <1
\/Nfl ]C2 \/N*l l2
< e kzo exp(5 (1 —255)) IZ; exp(5 (1 - 2)) (110)
\/Nfl k‘2 \/Nfl l2
= exp(—nﬁ) Z exp(—nﬁ) (111)
k=0 =1
VN-1 VN-1
< (1+ / e N dx) / e VY dy (112)
0 0
Vo [N /7 |N
< AN B A A e
< (1+ 5 n) 5 i (113)
™ N
< Z—+O(\/N).
Mit Satz 3.1) folgt
minf Y > fim LSpA"] — i "—”@ Z ﬁ——— (114
i P R j >
] Mpy+1
_ w1l
> E[Afy] — nmeule e EN] -~

Dies folgt aus dem Ergodensatz fiir die Folge N — Ky/N = &+ >° XA(g,0) (1K k+ex})+

XA(g

KN((U)

lim

N—oo

O')({k7k + ey}) mit ("4(97 U)

= BN\

EN)7

E[XA(Q,U)({07 0+ ea&}) + XA(g,U)({07 0+ ey})] =

29

keVn

2ule ¢ En] (115)



und beweist die Aussage von Satz 2.1.2. U

Die Aussage setzt die Zufallsvariable ’Anzahl der Zusammenhangskomponenten My’ in
Beziehung zu der erwarteten n-Schritt Riickkehrwahrscheinlichkeit E,[Af)] = E[P[XY =
0]], wobei der #uflere Erwartungswert iiber 2, also iiber die Realisierungen der Graphen
geht und das P[] beziiglich des Gesetzes der Markovkette in dem jeweiligen Environment
w € Q, also iiber Q(w) gebildet wird.

3.4 Beweis von Resultat 2.1.3

Ublicherweise sind keine guten Schranken fiir A\ bekannt. Dariiber hinaus ist es maglich,
dass ein sehr kleines A - zugehorig zu dem spektralen Unterraum bzw. zu der Zusammen-
hangskomponente mit der ldngsten Equilibrierungszeit - iiberhaupt nicht représentativ
fiir die Teilspektren der anderen Zusammenhangskomponenten ist. Eine Schranke fiir die
spektralen Gaps der einzelnen Zusammenhangskomponenten liefert eine Abhéngkeit der
Schranken von ihrer Geometrie.

Es gilt allgemein fiir Funktionen f : Vy — R (siehe Anhang fiir die Notation)

%Z F(N) = Z . (116)
=1

k‘EVN

Deshalb, wenn f = g | Vi fiir eine stationire, ergodische Funktion ¢ : Z? — R ist, dann
gilt nach dem Ergodensatz

(117)

LSS vy [f%w].

So ist es auch moglich, die mit (104) resultierenden Terme ﬁmﬂn 1=m 56 zu summieren,
dass der Ergodensatz verwendet kann:

N n-—1 1 N MN Nl
EOID IS DA 9D Dl
7=2m=0 7 Nj:2 =1 =2

Ele %3], (118)

Ly by

]CEVN =2

Die letzte Ungleichung gilt aufgrund von Lemma 3.13. (s.u.) Die Konvergenzaussage folgt
aus Satz 3.2.

Dies beweist Resultat 2.1.3. O
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3.5 Beweis von Resultat 2.2

Es ist wohlbekannt, dass die isoperimetrische Eigenschaften des Graphen als Zustandsraum
einer Irrfahrt wesentlich auf die Konvergenzrate Einfluss haben ([1],[43],[34],[4],[46]). Mei-
stens sind aber nur Abschétzungen fiir die exakten gegebenen isoperimetrischen Verhélt-
nisse bekannt. Ein Beispiel hierfiir ist die Cheeger-Ungleichung ([3][25][8][31][34]). Hier soll
ebenfalls geometrische Information iiber die Zusammenhangskomponenten herangezogen
werden, die aber einfach anhand von der vorgegebenen Partition (etwa bei digitalen Bil-
dern) abzulesen oder numerisch zu beschaffen ist.

Die Grundproblematik von unteren Schranken der Anzahl der Zusammenhangskompo-
nenten besteht, wie in der Einfithrung bereits erwéhnt, darin, dass zu einer gegebenen
Partition von Vy in Zusammenhangskomponenten {Ql}f‘ijlv eines Graphen Gy eine an-
dere Partition - die triviale: mit nur einer Zusammenhangskomponente - sich nur in der
Offenheit /Geschlossenheit einiger Kanten unterscheidet, jener, deren beide Vertizes jeweils
in unterschiedlichen Zusammenhangskomponenten enthalten sind.

Es soll deshalb zunichst der Fall ohne Zusatzvoraussetzungen behandelt werden. Seien
1=061>B122> B3 > BN, die Eigenwerte von Py, APy,. Dann ist

N My N;
Sopr=> >y (119)
k=My+1 =1 i=2

Der betragsmiBig grofite (sog. prinzipale) Eigenwert ungleich eins (hier auch wegen Lem-
ma 3.4 der grofite Eigenwert ungleich eins), 32, des Spektrums einer ergodischen (der
I-ten) Komponente von A kann gegeniiber den prinzipalen Eigenwerten der stochastischen
Matrizen Py, APy, zu solchen Zusammenhangskomponenten @} nach oben abgeschétzt
werden, die aus @; durch Fortnahme von Kanten hervorgehen. Dies folgt aus Lemma 3.4.

Lemma 3.13. Sei 32 der prinzipale Eigenwert zur symmetrischen Irrfahrt auf der l-ten
Zusammenhangskomponente @Q; mit Kantenmenge Ej. Sei ﬂj\,l der prinzipale Figenwert
der symmetrischen Irrfahrt auf einer hintereinander angeordneten Kette von Vertizes mit
N; — 1 Kanten. Dann gilt

Bz < By = 5 (1 +cos( ) (120)
Beweis: Zunéchst ist klar, dass durch sukzessive Fortnahme von Kanten wegen Lemma
3.4 der Eigenwert (3 5 fortlaufend wenn iiberhaupt nach oben verschoben wird, denn das
Fortnehmen einer einzelnen Kante entspricht einer Addition einer Rang 1 Matrix S, vom
Typ (67). Wichtig ist, dass die Markovkette dabei ergodisch bleibt, sonst tritt ein anderer
Figenwert an die Stelle des prinzipalen Eigenwerts. Der urspriingliche prinzipale Eigenwert
geht durch die Verdnderung in eins iiber. Ist schliefilich ein Teilgraph mit N; — 1 Kanten
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entstanden, so enthélt er keine Zyklen mehr, der Teilgraph ist ein Baum. Es bleibt zu
zeigen: Unter allen Bdumen mit N; — 1 Kanten ist die lineare Kette der Graph, der die
symmetrische Irrfahrt mit dem kleinsten spektralen Gap représentiert.

Der spektrale Gap, i.A. der Abstand zwischen 1 und dem betragsméfig grofiten Eigenwert
(im symmetrischen Fall) ist hier der erste nichtverschwindende Eigenwert vom Laplace-
operator L =1 — A. Hierbei kann wieder die Charakterisierung der Eigenwerte durch das
Courant-Fischersche Variationsprinzip verwendet werden:

A= min (v, Lv)

. 121
vF#const. (U, ’U) ( )

Die Dirichlet-Form (v, w) — (v, Lw) ist nicht-negativ, das folgt aus S(L) C [0,2) oder aus

N—1
der Darstellung A = Ag — > Sj mit Ag = I und S; von der Form (67): Daraus ergibt
j=1
N—1
sich L=1—-A= ) S, wobei die Summe iiber die V; — 1 Kanten des Baumes (bzw. der
j=1

Kette) geht und es resultiert die bekannte Darstellung [4]

N—1 N—1
(v, Lv) = Z (v, S;v) Nl ! Z [V, () = Vka(5) 2, (122)
j=1

offensichtlich positiv, Null nur fiir konstante Vektoren.
Hierbei sind {k1(j), k2(5)}, (7 € {1,..., N; — 1}) die Kanten des Baumes (/der Kette).

Der Unterschied zwischen der linearen Kette und anderen Biéumen besteht darin, dass die
Baume mit Verzweigungen weniger Freiheitsgrade fiir die Auffindung des Minimums ha-
ben, da manche Vertizes k1 (j) oder k2(j) der N; — 1 Kanten mit anderen tibereinstimmen.
Dadurch ist bei jedem Vertex mit Dreier- oder Viererkreuzung der Kanten mindestens eine
zusétzliche Randbedingung, welche die Koordinaten vy, erfiillen miissen gegeben, welche
die lineare Kette nicht fordert. Demnach ist das Minimum fiir die Kette immer kleiner
oder gleich der anderer Bdume mit der gleichen Anzahl von Kanten.

Der Wert des prinzipalen Eigenwerts einer eindimensionalen Kette ist z.B. gegeben in [10].
Diese entspricht Ubergéingen zwischen benachbarten Vertizes mit Wahrscheinlichkeit 1/2.
An den Enden bestimmen die Randbedingungen der symmetrischen Irrfahrt ein Verblei-
ben am Ort mit Wahrscheinlichkeit 3. Der spektrale Gap ist hier 1 — cos(r+ ) [10]. Eine
Kette, die im zweidimensionalen auf die oben beschriebene Weise durch Fortnahme von
Kanten entstanden ist, hat wegen der besonderen Randbedingungen die Form %(H + /Nlo),
wobei Ay die Ubergangsmatrix der eindimensionalen Irrfahrt auf der Kette ist, was den

Faktor % erklart. O
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My
Aus diesem Lemma folgt: 87, < (1 + cos(g;)). Wegen > - = > = (siche Anhang fiir
’ I=1  keVy *
Notation) und §7'; < exp(—n(1 — )

1 & 1 TRAL 1 -
oY A=y X Y eln(l - fa) < 5 D e TN (123)
k=Mpy+1 keVy Tk i=2 keVy

Des Weiteren ist wegen cos(rz) < 1 — 42 fiir 0 < z < 1/2 (Nj, > 2) und wegen Satz 3.1

2n

N
lim =Sp[PTA"] = lim >~ B} < Elexp( NOQ)]-

(124)
N—oo
k=Mpn+1

Hierbei ist Ng = |Qo/, also die Kardinalitéit der Zusammenhangskomponenten, welche den
Ursprung enthiéilt.

Daraus folgt die triviale Abschéitzung der Anzahl der Zusammenhangskomponenten pro
Volumen nach unten:

lim inf My (w)/N > E[A%] — Efexp(——2)). (125)
N—o0 NO

Fiir Anwendungen ist es allerdings oft schwierig oder unmdoglich, die Verteilung der Kar-
dinalitit von Qg zu erhalten. Aus dem Vorangegangenen ist klar, dass das Spektrum von
Py, APy, zur Zusammenhangskomponente (); des Graphen G (w) als hervorgegangen ge-
dacht werden kann aus den Eigenwerten der ungestorten Irrfahrt auf dem homogenen
Gitter, geeignet verschoben um hochstens Ky Intervalle von S(Ap). K ist dabei der
Rang der Storung und gleichzeitig die Anzahl der Kanten, die aus dem homogenen Gra-
phen 'herausgestantzt’ werden.

Dies legt den folgenden Sachverhalt nahe: Werden anstelle der Ky Kanten nur die Ele-
mente des Randes von @,

0Q; := { {/{?1,]{2} C 7% {kl,kQ} € ER/'N' \EN(Q}), (/{?1 €Q;V ks € QQ) } (126)

herausgenommen, so ergibt sich eine ("gestorte’) Irrfahrt, die als ergodische Komponen-
te die Irrfahrt auf ); beinhaltet. Diese ergibt sich auch, wenn als ungestorte, homoge-
ne Irrfahrt nicht das ganze Gitter zugrunde gelegt wird, sondern nur ein quadratischer
Zustandsraum, der hinreichend grof3 ist, (J; zu iiberdecken. Die folgende Argumentation
beruht auf einer verniinftigen Wahl fiir die Grofle des ’tiberdeckenden Quadrats’.

Seien wie oben 1= 311 > B2 > - -+ > (i n, die Eigenwerte von P, APy,. Sei
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K, = 0Qi|, (le{1,..,M}). (127)

Definition: Sei N} := ]Ql\ die Kardinalitét einer quadratischen Teilmenge Q; = {k1, ..., kZWl I
von Z?2 mit 4W12 = N;, A; die Ubergangsmatrix der homogenen symmetrischen Irrfahrt
auf Q; und S(A) = {Bo,l,i}ﬁﬁl. Die GroBe N sei durch die Forderung

B2 < Boir+1 < Bour, < Boi2 < Poii=0H1=1 (128)

festgelegt. Q; ist also so groB, dass K; der Eigenwerte von A in dem Intervall (B1,2,1) liegen.

Bemerkung: Wird die Matrix A durch eine positiv semidefinite Matrix des Ranges K;
(additiv) gestort, so verschieben sich die Eigenwerte zu jenen der Stérung um hochstens
K Intervalle und sind demnach kleiner oder gleich 1.

Sei O : {1,...N;} — {1,...,Nl} die injektive Abbildung, welche den Elementen von

S(Py,APy,) ihre gedachten unverschobenen Eigenwerte aus S(A) zuordnet. Dann gilt:

Borow < Bri < Bosow-K- (129)

Da O Auswahlfolge ist und damit streng monoton (O(i) > i + K;), gilt auch

Bo,z,ou) < BO,l,i- (130)
Konkret heiit dies fiir P, APy,, dass

Ny Ny Ny
> B < Y Bosiek = Poui (131)
i=2 =2

i=2+K;

Zur Bestimmung von N; in Abhéingigkeit von K; ‘aus der Forderung, dass es mindestens K;
Eigenwerte von A im Intervall (32, 1) gibt: Zu By (i, i) = %(COS(\/LEH) + COS(ﬁig)) sei

i1 = 0 und is = r, der Radius eines Viertelkreises, der K; Tupel (i,i3) € Z? einschliefit:

1
K < Zmﬂ (132)

und fiir den gilt:

r 1 1
— + —cos(m ) > =+ = cos(m
2 2 & 2 2
Ny
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Daraus folgt

-4
N, > —K|N,. (134)
™

Wegen (131) gilt mit N := [ ]\71]

al Sl N 1 m 1 us
Zﬁm‘ < Zﬁo,l,i < Z Z exp (—n(l ~5 cos(ﬁil) ~5 cos(\/—ﬁzé))> . (135)
=2 i=2

i1=012=1

Die Summe 148t sich durch ein Integral in Polarkoordinaten abschétzen: Zunéchst gilt fiir
|| < N;/N; = 1/K; < 1/6 (Es gilt hier N; > 2, also K; > 6, da in der Summe nur die
Zusammenhangskomponenten ); mit mehr als einem Eigenwert berticksichtig werden).

cos(mz) <1 — ca? (136)
mit ¢ = 16(1 — cos(7/6)) > 2.14.
Daraus ergibt sich
Nl Nl [e.e] e e} cn
S A < DS ew(ggi) 191
— — — = 2N,
= = 11=012=
[e.e]
_cm 2
< g/re 2N dr (138)
0
T2 Nl
o T2 139
~ 2cn (139)
T 41
= —— KN, 140
16(1 — cos(mw/6)) mn e (140)
KNy
= 141
4(1 — cos(m/6))n (141)
1
— K| N;. 142
< on (142)

Damit folgt wegen des Ergodensatzes (3.1) Resultat 2.2:

1 Un N 1 11 11 1

I KN < —— K, —» —E[K,. O 143

N ; ﬁl’l_N N 2n k k_QnNZ L™ Kol (143)
=1 i=2 keVy keVy
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3.6 Beweis von Resultat 2.3

_ N
Die Folge a,, := E[A3]] = hm +Sp[A?"] = hm Z (2" ist monoton fallend: Fiir alle

n, N € N gilt

1 & 1 &
N Y (144)
N ~ N~

also, da die Konvergenz in N wegen Satz 3.1 gegeben ist

an+1 < ap. (145)

Es gilt auflerderm wegen Lemma 3.7, dass

E[435] > ELAZH) > 0. (146)

Also existiert der Limes von a,, wegen Monotonie und Beschranktheit und b,, := E[Agg“] >
0 konvergiert, da a, — b, — 0 mit n — oo: Dies folgt aus der Konvergenz von a, und
daraus, dass By ; < 03;:

an —bp = E[A(Z)g] - E[Aggprl] (147)
1
= m Y (AR - A% (14)
keEVN
1 & 1 &
= g L S 4)
BJJ'_ZIO ﬁJ]:<10
1 1 &
2042 2
< lim = Z( = A+ lim > opn (150)
7j=1 j=1
ﬁ]<0
N N N
2 - 2n+2
SRS D DLARNLS D BLAR N e 2 o5 (15
j= j= sk
o N-1
< Gp —apy1 + 1£noo N 63,’} (152)
j=1
1 1 .
< ap—apt1+ (5 +3 cos(m/N)) (153)
— 0, (n— o0). (154)
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Die Ungleichung von (150) nach (151) gilt, da sich das ungestorte Spektrum S(Ag) durch
die Stérung nach oben (auf dem Intervall (—1,1] nach rechts) verschiebt.

Die Spur iiber das (ungestérte) Spektrum von A3" in(152) ist die 2n-Riickkehrwahrschein-
lichkeit Sp[A2"] der Irrfahrt auf dem homogenen Gitter Viy mit Spektrum (64).

Wenn E[K(] < oo konvergiert die Schranke des unteren Hiufungspunktes von My (w)/N
von unten wegen Satz 2.2 gegen

—_

M B _ _
lim inf lim inf =~ > lim inf E[A%)] — = lim E[Ko]— = lim E[A}]. (155)

Aber auch im Fall E[K(] = oo gilt, dass lim inf % > lim E[A})]:

N—oo N—oo

Hierfiir wird die Abhéingigkeit der @, von N benotig: Sei ngN) =: Q, wenn {Ql(N)}l]\iIf(w)
die Partition von Vy in die Zusammenhangskomponenten von Gy (w) zu festem w € Q

ist. Zu den Attributen C (k) & (A}im QIE;N) — oo) und C. (k) & <A}im QI(CN) < oo),
k € 72 gilt entweder Coo (k) oder C(k), fiir alle k € Z2. Deshalb:

1 1
lim sup NSp[A”PJ‘] = limsup N Z (ex, A" Ptey,) (156)
N—o0 N—oo keVn
1 N
= 1imsupN Z (er, A"PLe;) + Z (ex, A"Ptey) | (157)
N—oo kEVN kEVn
Coo (k) c< (k)

Wenn C(k), dann (eg, A" Pre;) = (er, A(I — Poy)er) — (er, A%y), wenn N — o0,
da A"Pyper = mp(mg,er) — 0 (die invariante Verteilung am Vertex k mit der Dichte
7, € LY (Vy) ist die Gleichverteilung, also 7, (k) = 1/|C~2,(€N)| — 0, wenn N — o0) und

. 1 . 1 _
lim sup > (en, Aer) = i > ~ e = ElAGoX (¢, (0)] (158)
kEVN kEVN
Coo (k) Coo (k)
wegen der Stationaritdt und Ergodizitidt von k — AZ]’CX{E-C - (k) . Da
Ao x 0) — ;X (0) - 0, wenn N — o0 (159)
00 A frsc )y |Q(()N)| {k:C(k)} ’

ist limsup & > (e, A"PLeg) = 0. Also gilt
N—o0 Ck:(%c)
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1 1
lim sup NSp[A"PL] = limsup — Z (ex, A"Ptey) (160)

N—oo N—oo kEVN
C< (k)
1 M M
J— 3 —_ nA
= hj{fnj;lop N Z Z Bln‘ (161)

=1 1€EQ)
li < ;<1
N Q<o By ;<

Nun wird fiir jede Zusammenhangskomponente ; die Irrfahrt zunéchst mit der Irrfahrt
auf einem beliebigen Baum verglichen, deren Vertizes aus jenen der Zusammenhangs-
komponente bestehen und dessen Anzahl von Kanten N; — 1 betrdgt. Aus Lemma 3.13
folgt, dass asymptotisch, fiir grole Schrittzahlen n € N der Markovkette, die n-Schritt-
Riickkehrwahrscheinlichkeit N%Sp[(Pyl APy)" = N% ZQ By; fiir die lineare Kette (d.h. der
€@
zugehorige Graph hat keine Verzweigungen) am grofiten ist, denn der grofite Eigenwert
ungleich eins ist fiir die Irrfahrt auf der Kette nach Lemma 3.13 unter allen Irrfahrten auf
Béumen mit V; — 1 Kanten am groiten und (asymptotisch fiir groe Schrittzahlen n € N)
fiir das Konvergenzverhalten charakteristisch: Seien 3;; und fo; mit [ € {1,...,N;} die
Eigenwerte zu ergodischen Irrfahrten mit prinzipalen Eigenwerten (12,22 und es gelte

B1,2 > [2,2, dann

Nl Nl

> B B,\" L+ > (Bri/Pr2)" Ba\"

= <ﬂ> =3 >C <ﬂ> : (162)
Ny B2,2 Ny B2,2

,2253,@' 1+ 23(62@/62,2)"

so, dass asymptotisch die in (161) auftretenden Summen allein durch den prinzipalen Ei-
genwert charakterisiert werden.

Es seien 1 = @71 > Bl,Q... > ﬁAL n, die Eigenwerte dieser (linearen) Kette mit bekanntem

Spektrum

(163)

- 1 1 )
o=+ et

2

Dann gilt fiir hinreichend groBles n € N (wobei 31 =1 = BAM):

N, N,
Y B> B (164)
7=2 =2
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und mit Abschétzungen der Form (106) bis (114) (hier fiir den eindimensionalen Fall, siche

auch [43])
N
N, —n»
S <1+ —le N (165)
’ n
=2

Demnach folgt aus (161) fiir n > ny fiir ng € N geeignet

M M 5

1 n . 1 1 N —n
mswp g D0 DA < Mmswg o > oy T (166)
i€Q) kEVy: k

Nllmole<oo Bl1<1 lim Q(N)<oo
N —oo
< hmsup— (167)

N—oo kEVN \/ k

Die Funktion \/_e = hat ihr Maximum bei 2 = 2n:

limsup% Z Z B < 77 (168)

N—oo icqQ,
Nl:n Ql<oo B, <1

Also
limi .. My npl
iminfliminf — > hm me[AOO] — lim sup lim sup — Sp[A P~ (169)
n—oo N—oo N 00 N—»oo N
- 1
= Jim BLAR] - -l (170)
= lim E[A{]. (171)

Wegen Satz 2.1.1 ist das auch der obere Hiufungspunkt von a,, = E[AZ}]:

M . _
lim sup lim sup Jj\/gw) < limsup E[Af] = lim E[Af]. (172)
n—oo

n— oo N—oo n—oo

Damit ist oberer und unterer Haufungspunkt gleich und der Limes von My (w)/N exi-
stiert nach dem Ergodensatz p-fast sicher und ist von der Realisierung pu-fast sicher un-
abhingig. O

Bemerkung: Man beachte, dass man den Limes fiir n i.A. nicht mit dem fiir IV vertauschen
darf, da der Satz 3.1 nur fiir endliches n € N gilt. Fiir die hier gewdhlte Markovkette ist
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die Vertauschung moglich, da die Limites in n zu konstanten Funktionen, der Dichte
der invarianten Verteilung fiihren, da A symmetrisch ist. Der Einflul des Randes (’finite
size effects’) des endlichen Vj ist dann nur von der Ordnung der Grofie des Randes von
V. Auf diese Situation 1afit sich Satz 3.2 anwenden, so dass das Resultat 2.3 - nur im
speziellen Fall der hier gewéhlten Irrfahrt - auch daraus folgt. Der Beweis 148t sich so
aber auf andere aperiodische Markovketten tibertragen, bei denen die minimal invariante
Verteilungen keine konstanten Dichten haben und damit nicht nur Funktionen der Grofie
Ny, des Vertex k € Z? sind.
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4 Diskussion

Es werden zwei verschiedene spezielle Situationen betrachtet: Bernoulli-Perkolation als ein-
fachster stationérer (weil identisch unabhéngig verteilter) Prozess und ein spezieller Typ
korrelierter Felder. Es stellt sich allgemein die Frage nach dem Einfluss der Korrelationen
zwischen den Koordinatenfunktionen des Feldes g auf die Anzahl der Zusammenhangs-
komponenten.

4.1 Implikationen des Resultats

Zunichst sei festgehalten, dass die Wahl der Markovkette (nach Definition(24)) unabhéngig
von der Wahl der Art und Weise vollzogen wurde, wie die Felder die Geometrie des Gra-
phen bestimmen. Mit anderen Worten, der Graph G (w) wird von einer Funktion g(w, -)
induziert - unabhéngig davon, welche Markovkette der dadurch erzeugte Graph endlich re-
préasentiert. Hier sollen nun verschiedene induzierende Felder betrachtet werden, wahrend
an der Verwendung der symmetrischen Irrfahrt als durch den Graph reprisentierte Mar-
kovkette festgehalten wird.

Aus der trivialen Abschétzung (125) folgt

1

2n 4 ldn?

liminf My(w)/N > E[Afg] - E (173)

> B[] - 5 EIN3) (174)

Dies folgt aus einer analogen Argumentation zum Beweis von Resultat 2.2. Resultat 2.2
stellt an sich aber eine Verbesserung dar, weil gewthnlich E[NZ] = O(E[K{]). Somit kann
die Situation auftreten, in der der erste Moment der Grofle der Berandung existiert und
E[NZ] oder sogar E[Ny] nicht und Resultat 2.2 ist dadurch immer noch anwendbar.

Die Resultate 2.1.2 und 2.1.3 sind von praktischer Bedeutung, wenn es sich um Felder
handelt, welche Graphen mit Partitionen mit geringem 'Randanteil’ induzieren. Resultat
2.2 kann angewendet werden, wenn E[K(] bekannt und nicht zu grof ist.

Es erhebt sich die Frage, wann die hier benutzten Schranken gegeniiber einer Abschéitzung
der Anzahl der Zusammenhangskomponenten iiber deren mittlere Kardinalitat wesentlich
besser ausfallen. Es gilt nach der Jensenschen Ungleichung

1 1
El=—]| > ——, 175
[No] E[No] (175)
so, dass bei bekannter Information iiber die Verteilung von Ny Aussagen iiber die Anzahl
der Zusammenhangskomponenten pro Einheitsvolumen nach Satz 3.2
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1 1 1
lim — — = E[= 176
> =Elg) (176
getroffen werden konnen. Diese Relation ist jedoch nicht scharf (nur im trivialen Fall der
gleichen Kardinalitdten N;) und nimmt qualitativ mit wachsender Varianz der zufilligen
Kardinalitit von Qg ab.

4.2 Perkolation

Fine der in das Resultat eingehenden Groflen ist die erwartete n-Schritt-Riickkehrwahr-
scheinlichkeit. Es bietet sich an, hierfiir Monte-Carlo Rechnungen durchzufithren. Fiir
verschiedene charakteristische Groflen wurden in der Literatur Monte-Carlo Rechnunngen
im Fall der Perkolation durchgefiihrt [15][35][39].

In Hammersley und Handscomb [21, Kapitel 11.2, S.136] wird sogar dies als einzige Losung
der Situation dargestellt, in der man sich befindet, denn das Ubermass an vorhandenen
Elementarereignissen verbiete auch im endlichen Wahrscheinlichkeitsraum die direkte Be-
rechnung zeitlich auf Grund des zeitlich nicht zu bewiltigenden Rechenaufwands.('Direct
calculation is out of the question.’)

Hughes [24] verweist unter Bezug auf diese Stelle auf die inzwischen fortgeschrittene Per-
spektive angesichts der vorhandenen Rechenkapazitéiten (siehe auch [37]. Es soll hier ge-
zeigt werden, dass eine direkte Berechnung eines Erwartungswertes des Perkolationspro-
zesses in zwei Dimensionen in dem zeitlich vertretbaren Rahmen - d.h. mit hinreichend
kleinem Gitter (3x3), eine Verbesserung der analytischen, d.h. nicht-numerischen Situati-
on gegeben ist.

Im Fall von Perkolation ist Stationaritét und Ergodizitdt beziiglich aller Subshifts wegen
der Unabhingigkeit der Ereignisse {w € Q : e € Ex(w)} gegeben. Das Feld g, hat hier
(entsprechend der 2-dimensionalen Kantenperkolation) unabhéingige Koordinatenfunktio-
nen.

Grimmet [17] gibt Schranken fiir die ’Anzahl der offenen Cluster pro Vertex’ an und be-
weist die Existenz des Limes der Anzahl von Zusammenhangskomponenten pro Vertex
(sog. Anzahl der 'Offenen Cluster pro Vertex’). Die Resultate der dort betrachteten sog.
"Site-percolation’ in zwei Dimensionen (auf Z?) kann einfach auf den (2-d-) Kantenperkola-
tionsprozess (’bond-percolation’) iibertragen werden. Die Resultate, die sich dabei ergeben,
involvieren den Erwartungswert der Anzahl der Zusammenhangskomponenten von endli-
chen perkolativen Graphen und lauten, transkribiert auf die hier verwendete Notation und
Kantenperkolation®,

Im Falle von 'Site-Perkolation’ steht E[My]/N — f/’% fiir die untere Schranke.
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EMy] _ 2 oy M EIMy]

N \/N_N—KX)N_ N

(177)

Dabei ist p € [0,1] der Perkolationsparameter, d.h. die Wahrscheinlichkeit, dass eine be-
liebige Kante Teil der Kantenmenge des perkolativen Graphen ist. Der Beweis nach Grim-
met benutzt Subadditivitdtsargumente und den individuellen Ergodensatz (siehe auch
18], [16]).

Der Vorteil dieses Resultats liegt darin, dass fiir endliche Gitter, auf kombinatorischem
Wege beschrinkende Funktionen, genauer Polynome in p mit beliebig hoher Ordnung als
untere und obere Schranke ausgerechnet werden kénnen. Der Nachteil besteht darin, dass
die Berechnung dieser Schranken fiir Ordnungen der Polynome (= Gréflen der verwendeten
endlichen Gitter) einen hohen elementaren arithmetischen Aufwand involvieren, d.h. so
ohne weiteres nicht 'von Hand’ zu berechnen ist. Schon fiir ein drei mal drei Gitter -
N =9 ist dies nicht einfach. Im Falle des zwei mal zwei Gitters lautet der Erwartungswert

E[My] = 4(1 — p)* + 12p(1 — p)* + 4p*(1 — p)* + 4p°(1 — p) + p". (178)

Die Resultate 2.1.1 und 2.1.2 kénnen nun in der Weise verwendet werden, wie es die
Formel (1) suggeriert: Die Anzahl der Zusammenhangskomponenten auf dem drei mal
drei Gitter wird durch die Iteration der Markovkette fiir jede einzelne Realisierung des
Graphen bestimmt:

My (w) = lién Sp[A"]. (179)

Die Abschétzungen 2.1.1 und 2.1.2 liefern dabei obere und untere Schranke die jeweils
anstelle von E[My] verwendet werden muss. Fiir den kleinsten Eigenwert ungleich Null
des Laplace-Operators kann hier einfach 1/N? = 1/81 verwendet werden (Lemma 3.13).
Abbildung 3 zeigt das Resultat fiir NV = 3 x 3, das dort mit der analytischen Lésung ver-
glichen wird, welche (178) benutzt. Vor allem die obere Schranke wird durch Betrachtung
des grofleren Gitters verbessert. Eine Verbesserung der unteren Schranke zeigt sich nur in
der Nihe und unterhalb des kritischen Parameterbereichs (p. = 1/2). Zusitzlich ist die
triviale untere Schranke der sog. 'Lattice-Animal-Expansion’ eingetragen.

Resultat 2.2 liefert mit Ky < 4Ny die Abschitzung

My (w)

lim

N—oo

- 2
> E[AG] — —x(p), (neN) (180)
mit x(p), der erwarteten Grofe der ’offenen Cluster’. Letztere divergiert, wenn p — p.—.

Die bei Monte Carlo Rechnungen bekannten Schwierigkeiten, dass zu gegebenem endli-
chen Gitter mit gewissen Héaufigkeiten, das ganze Gitter iiberspannende Konfigurationen
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entstehen und beriicksichtigt werden miissen (siehe [24], Kapitel 7) lassen sich also an den
hier gefundenen Resultaten an einer entsprechend langsamen Konvergenzrate der Irrfahrt

wiederfinden.

4.3 Einfluss der Korrelation

Im Folgenden wird die untere Schranke in Abhéngigkeit der Korrelationen des Feldes
untersucht. Es sei dabei speziell die Situation betrachtet, in dem wenige Zusammenhangs-

komponenten auftreten, d.h. wo M < N << 1.

Zud>0sei N:=|{€S(A) : B>1-0}

> ap =

keVn

2z ==
|~
11

3

==

<
Il
—_

Es gilt dann wegen der Voraussetzung

N/

N
Z(l_ﬁj S Zl_ﬁj

j=1

fiir ein geeignetes ¢ > 0 von der Orndung 1 (wenn N — o0).

Mit dem Satz von Taylor ist

92
fiir ein geeignetes 6 € [0,1 — ;] C [0, 4], also fiir (1 —§)? > 3
52 ,
log(1—(1-3;)) = (1-5))+ TEE > (1=8)+0
Damit
/ N’
S A > S exp(-n(1 - ) - ne?)
keVy 7j=1

xp(—nlog(l — (1 - 3;)).

(181)

(182)

(183)

(184)

(185)

(186)



also nach der Jensenschen Ungleichung und wegen (183)

1 . N' _ s 1
~ DAy = N ° exp(—n(; > (1-8)) (187)
keVn 7=1
N, —né2? C(S N
> ~ ¢ eXp(—n(N ‘ 1(1 - B;) (188)
.]:
N’ nd
> ~ ¢ exp(—ncd(1 — —=SplA])) (189)
(190)
Alternativ, um Korrelationen zu beriicksichtigen
1 n 1 2%
N > AL = N (A”2 )ik (191)
keVn keVn
! 2 n, 1 N
24 2
> e a5y L0 ) (192)
N/ _ng2 n 1
= ¢ 290 exp(— (1 -+ > A). (193)
keVn
(194)
Nach Definition von A gilt
ngnoo— > Aw = ple ¢ E), (195)
kJEVN
1
lim — - =
Gm = S b = e B¢ E) (196)
keVn

wobei e, f € E%N zwei unterschiedliche Kanten mit einem gemeinsamen Vertex sind.

Mit (64) 1a8t sich N’ in Abhéngigkeit von N und 6 << 1 abschétzen: Es gilt zu N, :=
HBeS(Ay) : B>1-0}, dass N' > Ny, da 3; > fo,j-

1 k1 1 1 72k? 1 w2k3
2(005(\/_)+005(\/—_))>1—5 & 2(1—5 N —|—1—§ N )+|O( )| >1-94
2
& 1_W(k1+k2)<1_5 (197)
& (k] + k326N /7 (198)
so, dass
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NI>N(I] = Zx{k2+k2 26N} (199)

k1,k2
V26N
> %g / rdr = SN/ (47). (200)
0

Demnach ist mit Satz 3.1

E[Af] = ngnoo = > A = exp( nd* — nedpflg(-,0)| < ol) (201)
keVyn
bzw.
ELAn] > 2 exp(— 6% — nedS (1 — Ple, f ¢ Ba)). (202)
47 2 8

Insgesamt ergibt sich mit Resultat 2.2 (k := A}im My /N)
— 0

K > %exp(—%éQ —ncé(l — Ple ¢ Ex))) — E[;;O] (203)
und
> % exp(— 55 - ncég(l _Ple,f ¢ En))) — Eg;d (204)

Eine hinreichende Bedingung dafiir, dass k = A}im My /N positiv ist ergibt sich daraus,
— 0

wenn d := 1/y/n:

ule € BN < ) (205)

| Ja
oy B arR(R,

und

NG

_:U'[e’f ¢ EgoN] 27TE[ ]

og( )- (206)

3c\f \/—

Dariiber hinaus gilt:

/1'[67f ¢ Eoo] = M[e §é Ex ‘ f ¢ Eoo]lu'[ f ¢ Eoo] (207)
Hierbei ist ple ¢ Eo | f ¢ Ex] fiir angrenzende Kanten e, f die Wahrscheinlichkeit, dass
lokal die Berandung einer Zusammenhangskomponente nicht abreifit. Auf diese Weise wird
klar, wie zunehmende Korrelation, r := ule ¢ Ex | f ¢ Es) € [0,1] die untere Schranke
verdndert. Daraus ergibt sich, dass wenn die Forderung (206) nicht erfiillt ist, Forderung
(207) unter 'Einschalten’ der Korrelation (r wéchst) erfiillt werden kann.
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5 Abbildungen

0.5

-0.5

Abbildung 1: Homogene Irrfahrt auf einem 15x15 Gitter mit Spektrum
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Abbildung 2: Inhomogene (gestorte) Irrfahrt auf einem 15x15 Gitter mit Spektrum
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Obere und Urntere Schranke: Anzahl der "Offenen Cluster pro Wertex"

T
‘Exakt_3x3 Obere' ——
‘Exakt_3x3_Untere' —x---
{1-x)"*4
Grimmet_2x2_0Obere(x) ---—-—--
Grimmet_2x2_Untere{x) ————

02

0 0.2 04 08 0.8 1
X [=p Perkolationsparameter)

Abbildung 3: Perkolation: Exakte Berechnung des Erwartungswertes der n-Schritt
Riickkehrwahrscheinlichkeit einer Irrfahrt auf einem zufilligen (Kanten-) perkolativen Clu-
ster auf einem 3x3 Gitter erméglicht unter Verwendung von Resultat 2.1.2 die Kontrolle
(Abschitzung) des Erwartungswertes der Anzahl der Zusammenhangskomponenten des
endlichen (3x3) perkolativen Graphen. Mit den bekannten Resultaten von Grimmet [17],
in die diese Erwartungswerte eingehen fiihrt dies zu den eingezeichneten Schranken. Der
Vorteil dieser Berechnungsmethode ist die Moglichkeit, die Grimmet’schen Relationen fiir
hohere Ordnung zu verwenden, die einer direkten Ausarbeitung wegen des hohen elementa-
ren kombinatorischen Aufwands unzugénglich bleibt. Grolere Gitter (z.B. 4x4) sind dabei
schon auBerhalb des zeitlich (auf Tage) begrenzten Rahmens bei gewhnlichen Rechenka-
pazititen.
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6 Notation

Die GroSe Ny, ist die Kardinalitét der Zusammenhangskomponente Q;, welche den Ver-
tex k enthélt. Dagegen ist IN; die [-te der My Zusammenhangskomponenten ();, mit
le{l,...,Myn}. (Zu jedem k € {1,..., N} gibt es genau ein [ € {1,..., M}).

Es gilt die nach Satz 3.8 gemachte Bemerkung (Fortlassen der Abhéngigkeit von w).
Bei den Limites N — oo sei grundsitzlich N = 4W?2, also lim :& lim .

N—oo W—oo0,
N=4Ww?2

6.1 Symbole
Allgemein:
Symbol: Kurzform:  Bezeichnung:
A Allquantor
V Existenzquantor
{aj}évzl {a;}; Menge von N Elementen: aj,ag, ..., an.
Sp Spur
dim (V) Dimension des linearen Raumes V'
{ex }r Menge der kanonische Basisvektoren
aVb min{a, b} Das Minimum von {a, b}, wobei a,b € R
anbd max{a, b} Das Maximum von {a, b}, wobei a,b € R
S(A) Das Spektrum (Eigenwerte) von A
[r] Groste ganze Zahl kleiner als r € R
xa(x) Indikatorfunktion (=1, wenn x € A, sonst =0)

Abbildung 4: Skizze zur Erlduterung der Symbolik
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Speziell:

Symbol:

Kurzform:

Bezeichnung;:

Schwellenwert

Zufalliger endlicher Graph (Graphenwertiger Prozess)
Vertizes (= {-W +1,.... W} x {-W +1,..,W})
Breite des Quadrats Viy: N = 4W?

Zuféllige Kantenmenge von Gy (+)

Nachste Nachbarn von Vi

Mp (w)od. M Anzahl der Zusammenhangskomponenten von Gy

M0

Anzahl isolierter Vertizes

AR, od. A%, (-) Prozess der n-Schritt Ubergangswahrscheinlichkeit von & nach

Ay (w)

Ky

n-Schritt Ubergangswahrscheinlichkeit von k nach [ (hier k,1 € Vi)
Ubergangsmatrix der Irrfahrt auf (Viy, Ey(w))

Ubergangsmatrix der Irrfahrt auf (Vy, E%N)

Anzahl der entfernten Kanten in G (w)

j-ter Eigenwert von Ag

Bj od. Bj(w) j-ter Eigenwert von A(w)
B od. Bi(-) i-ter Eigenwert von Py, A(w)Pl;
Lg;)od.ng?)(-)zuféilliges k — I Matrixelement (zuf. Prozess) des Erzeugers

(n)
)\%n p)
AJ ’

der Markovkette mit Ubergangsmatrix A”

j-ter Eigenwert von L™ =T — A"

j-ter Eigenwert von LW =T — pA™

Zufalliger unendlicher Graph (Graphenwertiger Prozess)
Zufallige Kantenmenge von Gy (+)

(Dichte des) Ubergangskerns einer Irrfahrt

auf einer Realisierung G (w) = (Z2, B (w))

l-te Zusammenhangskomponente von Goo(w),

wobei [ € {1,..., M}

Zusammenhangskomponente von G (w),

welche den Vertex k € Z? enthilt
Zusammenhangskomponente von Gy (w),

welche den Vertex k € Vi enthalt

Anzahl der Kanten in E:N-| die nicht zu F(w) gehoren,
aber mindestens einen Vertex in Q) haben.

Anzahl der Kanten in E%N-, die nicht zu Ey(w) gehoren,
aber mindestens einen Vertex in Qj haben.
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