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KAPITEL 1

Einleitung

Das Ziel der Induktionstheorie ist es, einen Rahmen zu schaffen, in dem Restriktions-

und Induktionsprozesse der Darstellungstheorie und äquivarianten Topologie beschrieben

und untersucht werden können. Sei G im Folgenden eine kompakte Lie-Gruppe und alle

betrachteten Untergruppen H ≤ G abgeschlossen.

1.1. Ursprünge der Induktionstheorie

1.1.1. Motivation. Die Restriktion sei zunächst die Zuordnung, die aus einem G-

Objekt durch Vergessen ein H-Objekt macht,

resGH : G-Obj −→ H-Obj.

Die Induktion ist eine dazu adjungierte Zuordnung

indGH : H-Obj −→ G-Obj.

Ein initiales Beispiel ist die endlich-dimensionale komplexe Darstellungstheorie einer endli-

chen Gruppe G und die ihrer Untergruppen. Ist V eine H-Darstellung, so erhält man mit

indGH(V ) = CG⊗CH V

die von V induzierte G-Darstellung. Umgekehrt ist jede G-Darstellung trivialer Weise

auch eine H-Darstellung. Die Adjungiertheit dieser Prozesse spiegelt sich in der Frobenius-

Reziprozität wider. In der Doppelnebenklassen-Formel

resGK indGH(V ) =
∑

s∈K\G/H

indHs−1Ks∩Hcsres
K
K∩sHs−1(V )

stehen beide Zuordnungen in einer weiteren Beziehung. Dabei überführt cs vermöge

Konjugation mit s eine K ∩ sHs−1-Darstellung in eine s−1Ks ∩H-Darstellung.

Beide Prozesse induzieren Homomorphismen zwischen den Darstellungsringen

resGH : R(G)→ R(H) indGH : R(H)→ R(G).

Gleichermaßen gibt es diese Abbildungen auch für die kanonisch isomorphe G-äquivariante

topologische K-Theorie KG(G/H) ∼= R(H).

Hier wird für H ⊂ K der Induktionshomomorphismus indφ zur G-Abbildung φ : G/H →

G/K, gH 7→ gK auf repräsentierenden Vektorraumbündeln durch

indφ : (f : E → G/K) 7−→ (i(f) : E ′ → G/H)

7



8 1. EINLEITUNG

induziert. Darin ist dann i(f) : E ′ → G/H das Vektorraumbündel mit Faser

i(f)−1(gH) =
⊕

g′K∈H/K

f−1(gg′H).

Für KG ist der Restriktionshomomorphismus nicht mehr durch Vergessen von Struktur in-

duziert, vielmehr geschieht dies durch die Konstruktion des induzierten Vektorraumbündels.

Um aus einem Vektorraumbündel über G/H eines über G/K zu erhalten, betrachten wir

das Pullback

φ∗(E) //

F
��

E

f
��

G/K
φ

// G/H.

Dann repräsentiert das Vektorraumbündel φ∗(E)
F
→ G/K das Bild der Restriktion von

E
f
→ G/H , was sich zu einem Homomorphismus resφ : KG(G/H)→ KG(G/K) fortsetzt. Zu

einem kommutativen Pullback-Diagramm

G/K ×G/H
Ψ //

Φ
��

G/H

φ
��

G/K
ψ

// G/G

und einer Orbitzerlegung
⊔

G/L ∼= G/K×G/H erhält man für die induzierten Restriktions-

und Induktionshomomorphismen die Gleichung

resψindφ(f) ∼=
∑

G/L∈(G/K×G/H)/G

indΦ|G/L
resΨ|G/L

(f).

Wegen der Isomorphie

(G/K ×G/H)/G ∼= K\G/H

ist dies die Doppelnebenklassen-Formel der äquivarianten K-Theorie.

1.2. Formalisierungen

1.2.1. Erste Induktionskategorien. Diese Beobachtungen führen zur ersten Indukti-

onskategorie I, deren Objekte die homogenen Räume G/H sind. Diese hat als Morphismen-

gruppen MorI(G/H,G/K) die freie abelsche Gruppe über einer Basis aus Äquivalenzklassen

von Diagrammen G/H ← G/L → G/K von G-Abbildungen. Zwei Diagramme G/H ←

G/L → G/K und G/H ← G/L′ → G/K gelten als äquivalent, wenn es eine G-Bijektion

σ : G/L→ G/L′ gibt, so dass

G/L

{{wwwwwwww

σ

��

##G
GGGGGGG

G/H G/K

G/L′

ccGGGGGGGG

;;wwwwwwww
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kommutiert. Die linke Seite G/H ← G/L repräsentiert dann die Induktion und G/L→ G/K

die Restriktion, wie schon in dem Beispiel angedeutet.

Die Komposition ist für Basiselemente auf Repräsentanten durch ein Pullback-Diagramm

festgelegt. Es scheint sinnvoll, eine eigene Notation für diese Form der Diagramme ein-

zuführen. So soll

G/H
α
←− G/L

β
−→ G/K

kurz durch (β, α) notiert werden. Um nun die Komposition ψ◦φ von zwei Basis-Morphismen

φ ∈ MorI(G/H,G/K) und ψ ∈ MorI(G/K,G/H
′)festzulegen, wählen wir entsprechende

Repräsentanten

(β, α) : G/H
α
←− G/L

β
−→ G/K

und

(δ, γ) : G/K
γ
←− G/L′ δ

−→ G/H

und betrachten dazu das Pullback der inneren Abbildungen von (δ, γ) ◦ (β, α):

(1.2.1) Z

B
��

Γ // G/L′

γ

��

G/L
β
// G/K

Wir erhalten Z = {(x, y) ∈ G/L × G/L′ | β(x) = γ(y)} mit B und Γ als die jeweiligen

Projektionen. Da Z unter der Diagonal-Operation eine endliche G-Menge ist, können wir

eine G-äquivariante Bijektion

σ :
⊔

s̄∈Z/G

G/Hs

∼=
−→ Z

mit G/Hs
∼= G.s = s̄ wählen und βs, bzw. γs, durch βs = Bσ|G/Hs, bzw. γs = Γσ|G/Hs

erklären. Mit dieser Notation ist dann die Komposition ψ ◦ φ durch

(δ, γ) ◦ (β, α) =
∑

s̄∈Z/G

(δγs, αβs)

repräsentiert. Dies sei im folgenden Diagramm noch einmal anschaulich zusammengefasst:
⊔

s∈Z/GG/Hs

∼=

��

α◦βs

��

δ◦γs

��

Z
B

xxppppppppppppp

Γ

&&N
NNNNNNNNNNNN

G/L

α

{{xxxxxxxx β

&&M
MMMMMMMMMM

G/L
γ

xxqqqqqqqqqqq
δ

##G
GG

GG
GG

GG

G/H G/K G/H ′.

Für allgemeine Morphismen ist deren Komposition durch lineare Fortsetzung zu erklären.
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Da die Basis der Morphismengruppen aus Isomorphieklassen besteht, ist die Definition der

Komposition sowohl unabhängig von der Auswahl der Repräsentanten, als auch von der

Wahl des Isomorphismus σ und nach Konstruktion bilinear.

Wegen der Isomorphie

Z/G ∼= (G/L×G/K G/L′)/G ∼= L\K/L′

heißen die Zerlegungsformeln der Basis-Morphismen auch Doppelnebenklassen-Formeln

(DNK-Formeln).

Additive kontravariante Funktoren von einer Induktionskategorie in die R-Moduln, R ein

kommutativer Ring mit Eins, heißen dann Mackeyfunktoren.

Ein grundlegendes Beispiel eines Mackeyfunktors ist der Burnsideringfunktor A mit

A(G/H) = MorI(G/H,G/G).

Auch gibt es die Inklusion A(G/H) −→MorI(G/H,G/H), induziert durch die Zuordnung

(G/L→ G/H) 7−→ (G/H ← G/L→ G/H)

in die Endomorphismen von G/H , so dass A(G/H) für alle G/H ein kommutativer Ring mit

Eins ist und für jeden Mackeyfunktor M der Wert an G/H ein natürlicher A(G/H)-Modul

ist. Dies macht ihn zu einem universellen Mackeyfunktor. Es ist daher nicht überraschend,

dass er in der gesamten Theorie allgegenwärtig und damit von grundlegender Bedeutung

ist.

In dieser Form wurden Mackeyfunktoren zuerst von Lindner [Lin76] beschrieben, was eine

äquivalente Beschreibung der Mackeyfunktoren von Dress [Dre73] war. Beginnend mit die-

sen Arbeiten ist die Untersuchung von Mackeyfunktoren ein eigenständiges mathematisches

Forschungegebiet mit umfangreichen Anwendungen geworden. Siehe tom Dieck [tD79],

[tD87], Dress [Dre73], Greenlees und May [GM92], Lewis [Lew98], Thevenaz und Webb

[TW95] sowie Webb [Web00].

Von zentralem Interesse sind dabei Induktionssätze. Ein klassisches Resultat von Brauer

[Bra51] besagt, dass die Induktion

(1.2.2) ind :
⊕

P∈E(G)

R(P ) −→ R(G)

ein surjektiver Homomorphismus ist, wenn E(G) die Menge der elementaren Untergruppen

von G umfasst. Dies sind die Untergruppen H ≤ G, die ein Produkt C ×P einer zyklischen

Gruppe C und einer p-Gruppe P zu einer beliebigen Primzahl p sind. Aussagen von

ähnlichem Typ macht der Induktionssatz von Artin [Art30] und die hyperelementare In-

duktion von Dress [Dre73], wobei man an Stelle von E(G) die Menge der hyperelementaren

Untergruppen H(G) zu verwenden hat; vgl. Abschnitt 4.3.
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Wie schon bemerkt, stammt eine grundlegende Arbeit über Mackeyfunktoren von Dress.

An dieser Stelle wurden jedoch Mackeyfunktoren als bestimmte Bifunktoren auf der Ka-

tegorie der endlichen G-Menge mit G-äquivarianter Abbildung in die Kategorie der abel-

schen Gruppen. Ein solcher Bifunktor (M∗,M
∗) besteht aus einem kovarianten Funktor

M∗ und einem konravarianten Funktor M∗ und es gilt für den Wert an einem Objekt X

M∗(X) = M∗(X). Zusätzlich hat er als Mackeyfunktor disjunkte Vereinigungen in direkte

Summen zu überführen und eine Pullbackbedingung, auch DNK-Formel genannt, zu erfüllen.

Diese fordert, dass ein Pullback wie (1.2.1) in ein kommutatives Diagramm

M(Z)
M∗(Γ)

// M(G/L′)

M(G/L)
M∗(β)

//

M∗(B)

OO

M(G/K)

M∗(γ)

OO

überführt wird. Die Äquivalenz dieser zwei Definitionen von Mackeyfunktoren für homogene

Räume lässt sich nun leicht nachvollziehen. Details sind in [TW95] und [Web00] zu finden.

Doch definiert Dress Mackeyfunktoren auf endlichen G-Mengen, wodurch sich Brauers Satz

als surjektiver Induktionshomomorphismus des Mackeyfunktors KG

indπ = π∗ : KG(X) −→ KG(∗)

zur Projektion

X :=
⊔

H∈H(G)

G/H
π
−→ G/G =: ∗

schreiben lässt.

Neben der vereinfachten Notation definiert das kartesische Produkt mit einer endlichen G-

Menge Y zu einem Mackeyfunktor M einen Neuen:

MY (?) := M(Y×?),

da für eine endliche G-Menge X auch Y ×X eine endliche G-Menge ist. Auch induziert die

Projektion π : Y → ∗ natürliche Transformationen von Mackeyfunktoren

π∗ : MY −→M und π∗ : M −→MY .

Es existiert auch eine Induktionskategorie Ĩ, die endliche G-MengenX, Y als Objekte hat und

eine zu dem zuletzt beschriebenen äquivalenten Mackeyfunktorbegriff besitzt. In Analogie

zu I sei die Morphismenmenge Mor
Ĩ
(X, Y ) die freie abelsche Gruppe über der Basis aus

Isomorphieklassen von Diagrammen aus G-Abbildungen

X ←− G/H −→ Y.

Die Komposition definiert man wiederum auf Repräsentanten mittels Pullbacks, so dass wir

wieder eine Dopplenebenklassen-Formel für die Komposition von Morphismen erhalten.
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Offensichtlich enthält Ĩ die Induktionskategorie I als volle Unterkategorie, d.h., sind X, Y

homogene Räume G/H , G/K, so gilt

MorI(G/H,G/K) = MorĨ(X, Y )

mit identischer Komposition in Ĩ und I.

Die Einschränkung eines Mackeyfunktors über Ĩ auf I induziert sogar einen Isomorphis-

mus der jeweiligen Funktorkategorien Mack(I) ∼= Mack(Ĩ), was sich aus folgendem Satz

unmittelbar ergibt.

Satz 1.2.1. Ist N ein Mackeyfunktor über I, so definiert dieser vermöge der Orbitzerlegung

endlicher G-Mengen einen Mackeyfunktor Ñ über Ĩ.

Beweis. Seien

X =
∐

i

Xi, Xi
∼= G/Hi und Y =

∐

j

Yj, Yj ∼= G/Kj

Orbitzerlegungen von X und Y , sowie X
β
←− G/L

α
−→ Y ein Repräsentant eines Basisele-

ments von Mor(X, Y ) mit β(G/L) = X0 und α(G/L) = Y0. So ist nun Ñ(β, α) durch das

Diagramm

N(X0)
N(β,α)

// N(Y0)

��

Ñ(X) :=
⊕

N(Xi)

OO

Ñ(β,α)
//
⊕

N(Yj) =: Ñ(Y )

zu erklären. �

Die Kategorie Ĩ gestattet eine weitere Beschreibung:

Dabei sind die Morphismen Mor(X, Y ) als ein Quotient der freien abelschen Gruppe F über

der Basis von Isomorphieklassen von Diagrammen

X ←− U −→ Y

erklärt. Diese Klassen kennzeichnen wir durch Klammern [X ← U → Y ].

Ein Isomorphismus zweier Diagramme ist ein invertierbare G-Abbildung σ : X → X ′ in K,

so dass

X
α

~~}}
}}

}}
}} β

  B
BB

BB
BB

B

σ

��

A B

X ′

β′

>>}}}}}}}}α′

``AAAAAAAA

kommutiert.
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Nun sei N die durch Elemente [X ← U → Y ] − [X ← V → Y ] − [X ← V ′ → Y ] erzeugte

Untergruppe von F zu denen eine G-Bijektion σ : U → V ⊔ V ′ über X × Y existiert.

Der Quotient F/N = Mor
Ĩ
(X, Y ) ist dann die Morphismenmenge. Da endliche G-Mengen

disjunkte Vereinigungen von homogenen Räumen sind, erhalten wir wieder eine Basis aus

Diagrammen X ← G/H → Y . Die Komposition von Morphismen erklären wir auch hier auf

Repräsentanten mittels Pullbacks. Dazu ergänzen wir in

U
α

~~~~
~~

~~
~ β

��@
@@

@@
@@

V
γ

��~~
~~

~~
~

δ

��@
@@

@@
@@

X Y Z

die innernen Morphismen zu einem Pullback. Das resultierende Diagramm definiert nun ein

Element in Mor(X,Z).

Obwohl beide Beschreibungen der Morphismengruppen äquivalent sind, haben sie doch un-

terschiedliche Vorteile. Während eine Basisdarstellung der Morphismen Rechnungen verein-

fachen und Morphismengruppen einfacher gestalten, ist der Vorteil der zweiten Beschreibung

die Nähe zur Definition von Dress, da nun alle Morphismen durch formale Differenzen von

echten Diagrammen repräsentiert werden. Mit Hilfe von additiven Invarianten endlicher G-

CW Komplexe (siehe Anhang 6.2.1) ist es sogar möglich, jeden Morphismus durch Diagram-

me X ← Z → Y mit X, Y endlichen G-Mengen und Z einem endlichen G-CW Komplex

darzustellen. Dies folgt aus der Isomorphie 6.2.4

U(X × Y ) ∼= MorĨ(X, Y ),

worauf wir gleich im Falle einer kompakten Lie-Gruppe noch ausführlich zu sprechen

kommen.

Sei also weiterhin G eine endliche Gruppe und betrachten wir dazu die Kategorie der endli-

chen G-Mengen G-Meng, so definiert die Zuordnung

ι∗ : (X
α
→ Y ) 7−→ (1, α) : Y ← X → X

einen kontravarianten Funktor von G-Meng → Ĩ, der disjunkte Vereinigungen
⊔

iXi in

direkte Summen
⊕

iXi überführt. Dual dazu liefert

ι∗ : (X
α
→ Y ) 7−→ (α, 1) : X ← X → Y

einen kovarianten Funktor, der ebenso disjunkte Vereinigungen in direkte Summen überführt.

Es bleibt nachzuweisen, das Ĩ überhaupt direkte Summen hat, d.h. X ⊕ Y sowohl Produkt

als auch Koprodukt ist.

Eine direkte Summe oder Biprodukt von zwei Objekten X und Y ist ein Diagramm

X
iX //

Z
pX

oo
pY

// Y
pYoo
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mit den Bedingungen:

(1.2.3) pXiX = 1X , pY iY = 1Y , und iXpX + iY pY = 1.

Es gilt (siehe Mac Lane [Mac71, VIII.2])

Satz 1.2.2. Seien X und Y zwei Objekte aus einer präadditiven Kategorie. Dann sind

äquivalent:

(1) X und Y besitzen ein Produkt.

(2) X und Y besitzen ein Biprodukt.

(3) X und Y besitzen ein Koprodukt.

Satz 1.2.3. Seien X, Y und Z Objekte in der Induktionskategorie Ĩ und Z das Koprodukt

von X und Y in G-Meng mit iX : X → Z und iY : Y → Z den kanonischen Abbildungen.

Dann ist

X
(iX ,1)

//
Z

(1,iX)
oo

(iY ,1)
// Y

(1,iY )
oo

das Biprodukt von X und Y in Ĩ.

Beweis. Nach Definition ist Z sowohl Produkt als auch Koprodukt in Ĩ. Die angegebenen

Morphismen sind die Bilder der kanonischen Inklusionen der Summanden in die Koproduk-

te in G-Meng und damit die kanonischen Morphismen von Produkt und Koprodukt in Ĩ. �

1.2.2. Verallgemeinerung für kompakte Lie-Gruppen. Diese Resultate für kom-

pakte Lie-Gruppen zu verallgemeinern ist eine Motivation, geeignete Induktionskategorien

zu definieren.

Da aber für eine kompakte Lie-Gruppe G das Produkt zweier homogener Räume G/H×G/K
im Allgemeinen keine endliche Zerlegung in G-Orbits hat, ist in diesem Fall die Indukti-

onskategorie I in obiger Form nicht definierbar. Um eine Verallgemeinerung dennoch zu

erreichen, half folgende Erkenntnis.

Für eine endliche Gruppe G treten die Morphismen der Kategorie I auch in einem anderen

Kontext auf, nämlich als stabile G-Homotopieklassen von G-Abbildungen zwischen homoge-

nen Räumen. Sei G/H+ der Raum G/H mit disjunktem Grundpunkt und SV die Einpunkt-

kompaktifizierung einer komplexen G-Darstellung V . Dann induziert die Einhängung SV∧?

eine Abbildung der G-Homotopieklassen punktierter G-Abbildungen

sV : [G/H+, G/K+] −→ [SV ∧G/H+, S
V ∧G/K+].

Diese Prozesse sind mit Inklusionen V ⊂ W verträglich, d.h. zu einem Isomorphismus ϕ :

V ⊕ U ∼= W gibt es das kommutative Diagramm

[SV ∧G/H+, S
V ∧G/K+]

sU //

��

[SU ∧ SV ∧G/H+, S
U ∧ SV ∧G/K+]

∼=
��

[SW ∧G/H+, S
W ∧G/K+] [SU⊕V ∧G/H+, S

U⊕V ∧G/K+],
∼=oo
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so dass der direkte Limes über alle Darstellungen V gebildet werden kann. Resultate von

tom Dieck [tD79] und Segal [Seg71] lieferen einen Isomorphismus

lim[SV ∧G/H+, S
V ∧G/K+] ∼= MorI(G/H,G/K),

wobei der Limes über komplexe G-Darstellungen V gebildet wird.

Die stabilen G-Homotopieklassen sind die Morphismen der äquivarianten stabilen Homo-

topiekategorie, die somit I als volle Unterkategorie enthält. Bemerkenswert ist, dass damit

nicht nur die Morphismen zwischen homogenen Räumen durch Diagramme repräsentiert

sind, sondern auch die Komposition durch eine elementare geometrische Konstruktion

beschreibbar ist. Sie wird daher auch als stabile Orbitkategorie bezeichnet.

Die äquivariante stabile Homotopiekategorie läßt sich analog für eine kompakte Lie-Gruppe

definieren, so dass man eine entsprechende stabile Orbitkategorie erhält. So ist es durchaus

üblich, im Kontext der stabilen Homotopietheorie diese als Verallgemeinerung der Indukti-

onskategorie I zu wählen. Mackeyfunktoren über dieser Induktionskategorie stehen dann als

Koeffizientensysteme in enger Beziehung zu stabilen äquivarianten Kohomologietheorien,

siehe Lewis, May, McClure [LMM81].

Der Isomorphismus

lim[SV ∧G/H+, S
V ∧G/K+] ∼= MorI(G/H,G/K)

hat im folgenden Sinne eine Verallgemeinerung für kompakte Lie-Gruppen. Die Mor-

phismengruppen der stabilen Orbitkategorie haben als abelsche Gruppe eine Basis aus

Äquivalenzklassen von Diagrammen der Form G/H ← G/L → G/K hat, wobei hier nur

solche Untergruppen L auftreten, für die die Weyl-Gruppe WHL = NHL/L von L in H

endlich ist.

Zwei Diagramme G/H ← G/L → G/K und G/H ← G/L′ → G/K sind äquivalent, wenn

es eine G-Abbildung σ : G/L→ G/L′ gibt, so dass

G/L

{{wwwwwwww

σ

��

##G
GGGGGGG

G/H G/K

G/L′

ccGGGGGGGG

;;wwwwwwww

bis auf eine G-Homotopie kommutiert.

Auch hier gilt, dass die Komposition auf Repräsentanten von Basiselementen durch Pullbacks

beschrieben werden kann. Der topologischen Situation rechnungtragend ist es nötig, den

entstehenden Raum Z in Orbitypen γ : G/L → G/H × G/H ′ zu zerlegen, wobei γ einem

Basismorphismus G/H ← G/L→ G/H ′ entspricht. Man erhält, wie in Abschnitt 6.2.1 über
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additive Invarianten beschrieben, die Zerlegung
∑

[γ]

χc(Z(γ)/G)[γ],

worin χc Euler-Charakteristik mit kompaktem Träger ist. Die Summe spiegelt somit eine

Verallgemeinerung der Doppelnebenklassen-Formel für kompakte Lie-Gruppen wider, wie

sie in Feshbach [Fes79], Oliver [Oli86], [Oli98], Segal [Seg68], Snaith [Sna88] auftritt.

Auch wenn die Einschränkung auf Untergruppen L mit endlicher Weyl-Gruppe aus ho-

motopietheoretischer Sicht begründet ist, so ist sie aus rein algebraischen Betrachtungen

heraus letztlich unnötig. Mit Hilfe universeller additiver Invarianten definiert tom Dieck in

[tD87, IV.8] eine Induktionskategorie Ω, deren Morphismengruppen frei abelsch über einer

Basis aus allen Äquivalenzklassen obiger Diagramme sind und die stabile Orbitkategorie

als Quotientkategorie behält. Damit erweitert diese Definition die homotopietheoretischen

Mackeyfunktoren um solche, wie sie in der algebraischen K-Theorie auftreten, so z.B. bei

Lück [Lüc89], Dorabiala [Dor02].

Wir wollen nun von Ω berichten. Sei also G ein kompakte Lie-Gruppe. Die Objekte von Ω sei-

en die homogene Räume G/H nach abgeschlossenen Untergruppen H ≤ G. Die Morphismen-

gruppen sind die universellen additiven Invarianten für G-Abbildungen Z → G/H ×G/H ′,

MorΩ(G/H,G/H ′) = U(G/H ×G/H ′).

Die Komposition erklären wir, wie bisher, durch Repräsentanten mittels Pullbacks. Seien

also

(β, α) : G/H
α
← X

β
→ G/K und (δ, γ) : G/K

γ
← Y

δ
→ G/H ′

zwei Repräsentanten von Basiselementen und

Z

B

��

Γ // Y

γ

��

X
β
// G/K

ein Pullback, so definiert dies G-Abbildungen

(δΓ, αB) : G/H
αB
←− Z

δΓ
−→ G/H ′

und somit ein Element in U(G/H×G/H ′). Vermöge des Isomorphismus Mor(G/H,G/H ′) ∼=
U(G/H ×G/H ′) ergibt dies die Komposition

(δ, γ) ◦ (β, α) = (δΓ, αB) ∈ Mor(G/H,G/H ′).

Eine alternative Beschreibung der Komposition lässt sie unmittelbar als wohldefiniert

erkennen.

Sei ∆ : G/K → G/K ×G/K die Diagonalabbildung und

p : G/H ×G/K ×G/H ′ → G/H ×G/H ′
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die kanonische Projektion. Dann ist die Komposition in Ω die Verkettung folgender Abbil-

dungen

U(G/H ×G/K)× U(G/K ×G/H ′)

m

��

U(G/H ×G/K ×G/K ×G/H ′)

∆∗

��

U(G/H ×G/K ×G/H ′)

p∗

��

U(G/H ×G/H ′).

Darin ist m die bilineare Abbildung aus Lemma 6.2.8, der Homomorphismus ∆∗ Restriktion

entlang ∆ und p∗ Induktion zu p. Vergleiche hierzu Lemma 6.2.5, Lemma 6.2.16 und Lemma

6.2.13.

Der Satz 6.2.4 liefert, dass U(G/H × G/H ′) die freie abelsche Gruppe über einer Basis

aus Isomorphieklassen von Diagrammen [G/H ← G/K → G/H ′] ist. Damit können wir Ω

auch wie folgt beschreiben. Wir betrachten wieder die Orbitkategrie OG zu G und dazu alle

Diagrammen G/H ← G/K → G/H ′, so dass deren Isomorphieklassen genau die besagte

Z-Basis von U(G/H × G/H ′) bilden. Mit der in Anhang 6.2.1 genutzten Notation ergeben

sich Zerlegungsformeln der Art

(δ, γ) ◦ (β, α) =
∑

[φ]

χc(ZΓδ×Bα,(φ))[φ],

wobei die Summe über alle auftretenden Orbittypen φ : G/L→ G/H ×G/H ′ läuft.

Ist G eine endliche Gruppe, so entspricht Ω der Induktionskategorie I. Leider ist es nicht

möglich eine zu Ĩ analoge Kategorie mit Hilfe additiver Invarianten für endliche G-CW

Komplexe zu definieren, da eine durch Pullbacks induzierte Komposition

U(X × Y )× U(Y × Z) −→ U(X × Z)

selbst im Falle von G = S1 × S1 nicht wohldefiniert ist. Es ist nötig an dieser Stelle eine

spezielle Form der additiven Invarianten zu nutzen; dies wird im nächsten Abschnitt folgen.

Dort schlagen wir eine Kategorie Ω̃ vor, die Ω als volle Unterkategorie enthält und diese

um Objekte vom G-Homotopietyp endlicher G-CW Komplexe erweitert. Dies geschieht in

Kapitel 2.1.

Neben Induktionssätzen ähnlich des Satzes von Brauer, die man auch für kompakte Lie-

Gruppen zur Verfügung hat, wie von tom Dieck in [tD87, IV.9] für die hyperelementare



18 1. EINLEITUNG

Induktion gezeigt, interessiert man sich für explizite Induktionssätze, den sogenannten ka-

nonischen Induktionsformeln. Dabei handelt es sich formal gesprochen um eine zum Induk-

tionshomomorphismus indπ : M(X)→M(∗) natürlichen Spalthomomorphismus

s : M(∗) −→M(X),

d.h. er erfüllt indπ ◦ s = 1M(∗).

Ein solches Ergebnis für den komplexen Darstellungsring zeigt, dass eine virtuelle Dar-

stellung (Element des Darstellungsrings) nicht nur durch Darstellung von geeigneten

Untergruppen induziert ist, sondern man bekommt eine natürliche Formel an die Hand, die

einem sagt, welche Darstellungen dies explizit leisten.

Das erste Ergebnis dieser Art stammt von Snaith [Sna88]. Es gilt allgemein für kompakte

Lie-Gruppen, nutzt aber gänzlich andere Methoden. Aus dem Jahr 1990 stammt von

Boltje eine Version für endliche Gruppen, vgl. [Bol90]. Diese betrachtet eine Form der

Induktionsprozesse, die sich von unserer etwas unterscheidet.

Dort versteht man diese als Induktion von eindimensionalen Darstellungen von Untergrup-

pen H ≤ G. Man betrachtet dazu die freie abelsche Gruppe R+(G) der Isomorphieklassen

(H, ρ) von Homomorphismen ρ : H → U(1), d.h. eindimensionale unitäre Darstellungen von

Untergruppen H ≤ G. Die Paare (H, ρ) repräsentieren monoidale Darstellungen von G. Das

Tensorprodukt dieser übersetzt zu einem Produkt auf R+(G) vermöge

(H, ρ) · (K, η) =
∑

s∈H\G/K

(H ∩Ks, ρ · ηs)

mit Ks = sKs−1 und ηs(g) = η(s−1gs). Damit wird R+(G) zu einem kommutativen Ring

mit Eins, sogar zu einem Greenfunktor auf I. Eine Variante des Satzes von Brauer liefert,

dass der durch

(H, ρ) 7−→ indGH(ρ)

induzierte Homomorphismus

R+(G) −→ R(G)

eine Surjektion ist. Mit dieser Sicht zeigen sie, dass es einen natürlichen Spalthomomorphis-

mus

s : R(G) −→ R+(G)

gibt. Für einen weitergehenden Überblick siehe auch Boltje, Snaith, Seymond [BSS92].

Dies stellt eine Variante des zuvor zitierten Satzes von Brauer dar, da alle komplexen Darstel-

lungen (hyper-)elementarer Gruppen monoidal sind, d.h. induzierbar durch eindimensionale

Darstellungen von Untergruppen. Enthält wieder H(G) die Menge der hyperelementaren
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Untergruppen von G, so erhalten wir das komutative Diagramm

(1.2.4)
⊕

H∈H(G)R+(H) ind //

��

⊕

H∈H(G)R(H)

ind
��

R+(G)
ind // R(G)

in dem somit die Komposition
⊕

H∈H(G)

R+(H) −→
⊕

H∈H(G)

R(H) −→ R(G)

aus surjektiven Homomorphismen besteht.

Wir werden von expliziten Induktionssätzen sprechen, die Ausagen über die Existenz von

Spaltabbildungen zu

indπ : M(X) −→M(∗)

machen. Darin sei M ein Mackeyfunktor in unserem noch näher zu definierenden Sinne und

indπ = M(1, π) die Induktionsabbildung entlang π : X → ∗; vgl. M = KG.

Dabei stellt sich heraus, dass es für vergleichbare Resultate reicht, Spalthomomorphismen s

zu betrachten, die im Bild des Mackeyfunktors liegen; d.h. s = M(δ, γ) mit

1M(∗) = indπ ◦ s = M(1, π) ◦M(δ, γ) = M((δ, γ)(1, π)) = M(δ, πγ).

Letztlich gilt es, nach Urbildern der Identität 1M(∗) unter der durch M induzierten Abbildung

MorΩ(∗, ∗)
M
−→ Hom(M(∗),M(∗))

(β, α) 7−→M(β, α)

mit α = πγ zu suchen.

Wir werden eine Möglichkeit angeben, die Existenz solche Urbilder zu bestimmen. Dazu

sind aber zunächst noch teils bekannte und teils neue strukturelle Eigenschaften von

Mackeyfunktoren zu untersuchen.





KAPITEL 2

Induktionskategorien

2.1. Erweiterte Induktionskategorie

2.1.1. Erweiterung von Ω. Am Anfang dieses Kapitels wollen wir nun eine Indukti-

onskategorie Ω̃ vorschlagen, welche die im letzten Abschnitt beschiebene Indutionskategrie

Ω in ähnlicher Weise erweitert, wie I durch Ĩ erweitert wird. Wir hatten schon angesprochen,

dass dies jedoch nicht genauso geschehen kann wie für eine endliche Gruppe.

Grundbemühung bleibt es, Morphismen durch Diagramme

X ←− E −→ Y

zu repräsentieren, so dass X, E und Y Objekte in Ω̃ sind, sowie eine Komposition durch

folgende Pullbackkonstruktion zu definieren.

Seien zwei geeignete Diagramme X
f
← E

φ
→ Y und Y

f ′

← E ′ φ′

→ X ′ gegeben, so erhalten wir

durch das Pullback von E
φ
→ Y und Y

f ′

← E ′ ein großes Diagramm

(2.1.1) Z
F

��~~
~~

~~
~

Φ

  A
AA

AA
AA

E
f

��~~
~~

~~
~~ φ

��@
@@

@@
@@

E ′

f ′

~~}}
}}

}}
} φ′

!!C
CC

CC
CC

C

X Y X ′.

Das dadurch definierte Diagramm X
fF
← Z

φ′Φ
→ X ′ soll dann die Komposition repräsentieren.

Weiter sollen neben der disjukten Vereinigung X ⊔ Y zweier Objekte (G-Räume) auch ihr

kartesisches Produkt X × Y in Ω̃ enthalten sein.

Diese Forderungen und die, dass für homogene Räume G/H , G/K jeweils

MorΩ̃(G/H,G/K) = MorΩ(G/H,G/K)

gelte, legen gewisse Festlegungen nahe:

Mit G-Räumen vom G-Homotopietyp endlicher G-CW Komplexe als Objekte ist sicher-

gestellt, dass disjunkte Vereinigungen und kartesische Produkte vom selben Typ sind

und damit auch in Ω̃ enthalten sind. Auch gibt es zu G/H × G/K die universellen

additiven Invarianten U(G/H × G/K) (vgl. Anhang 6.2.1), die durch G-Abbildungen von

21
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X → G/H×G/K erzeugt werden und die Morphismen vonG/H nachG/K in Ω beschreiben.

Wie aber schon erwähnt, ist für kompakte Lie-Gruppen das Pullback von

(2.1.2) C

��

// Y

φ
��

X
f

// Z

aus G-CW Komplexen, bzw. aus Räumen von diesem Homotopietyp, nicht G-

homotopieinvariant und es wäre eine dadurch induzierte Komposition nicht wohldefiniert.

Damit das Pullback (2.1.2) homotopieinvariant wird, d.h. bis auf G-Homotopie unabhängig

von G-Homotopieäquivalenzen X ≃ X ′ und von G-Homotopien f ≃ g, f, g : X → Z ist,

muss eine der beiden Abbildungen f oder φ in (2.1.2) eine G-Faserung sein. Wir erhalten

dann einen Homotopie-Limes. Da wir aber von den auftretenden Räumen fordern, vom

G-Homotopietyp endlicher G-CW Komplexe zu sein, stellt dies auch Anforderungen an den

Homotopietyp der Fasern.

Wir wollen mit Gx den Stabilisator an x unter der G-Operation auf X notieren. Ist

f : E → X eine Faserung und Fx = f−1(x) die Faser über x ∈ X, so hat Fx vom

Gx-Homotopietyp eines endlichen Gx-CW Komplexes zu sein. Eine solche Faserung heißt

faserweise schwach endlich.

Ist nun f aus dem Pullback (2.1.2) eine faserweise schwach endlichen Faserung und X, Y

und Z vom Homotopietyp endlicher G-CW Komplexe, so ist auch C vom Homotopietyp

eines endlichen G-CW Komplexes (vgl. [Sum91] Lemma 1.2, Corollary 2.5 und auch

Anhang 6.1 Satz 6.1.14).

Wir werden also im Folgenden G-Räume vom G-Homotopietyp endlicher G-CW Komplexe

nutzen, um die Klasse der Objekte unserer erweiterten Induktionskategorie Ω̃ festzulegen.

Zu Diagramme (β, α) : X
α
← E

β
→ Y , in denen α faserweise schwach endliche Faserung

ist, gibt es auch eigene additive Invarianten. Wir haben die durch derartige Diagramme

definierte G-Abbildungen E → X×Y linksseitig-fibrant genannt und entsprechend auch die

zugehöringen additiven Invarianten als die linksseitig-fibranten Invarianten. Sie entstehen

analog der additiven Invarianten von tom Dieck fürG-Abbildungen unter der Einschränkung,

dass wir G-Abbildungen E → X × Y betrachten, in der die Projektion E → X auf X eine

faserweise schwach endliche G-Faserung ist. Die Universelle notieren wir dann mit Ufib(X, Y ).
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Man gewinnt Ufib(X, Y ) mit Hilfe einer Grothendieck-Konstruktion. Zwei linksseitig-fibrante

G-Abbildungen Z −→ X × Y und Z ′ −→ X × Y seien äquivalent, wenn eine G-

Homotopieäquivalenz σ existiert, so dass

Z
σ //

##G
GG

GGG
GGG

Z ′

{{ww
ww

ww
ww

w

X × Y

bis auf G-Homotopie kommutiert. Es sei F die freie abelsche Gruppe über diesen

Äquivalenzklassen und N der Normalteiler erzeugt durch die Klassen [∅ : ∅ → X × Y ]

und [F1] + [F2]− [F0]− [F ], falls diese in einem Pushout

Z0

T

��

// Z2

��

Z1
// Z ′ F // X × Y

mit Fi : Zi → X × Y als die resultierenden linksseitig-fibranten G-Abbildungen für

i = 0, 1, 2 entstehen, in dem (Z1, Z0, prXF1) eine G-Kofaserung über X ist. Dann ist F/N

die universelle additive Invariante.

Details und Eigenschaften dieser universellen Invarianten sind im Anhang 6.2.1 und 6.2.2

zusammengefasst. Wir wollen an dieser Stelle die für uns wesentlichen kurz zitieren:

(1) Ist X = G/H , so ist jede G-Abbildung E → X eine G-Faserung und es gilt

Ufib(X, Y ) = U(X × Y ).

(2) Die Komposition mit einer faserweise schwach endlichen G-Faserung f : X → Y

induziert einem Homomorphismus f∗ : Ufib(X,Z)→ Ufib(Y, Z), (β, α) 7→ (β, fα),

(3) Das Pullback entlang f induziert einen Homomorphismus f ∗ : Ufib(Z, Y ) →

Ufib(Z,X), (δ, γ) 7→ (F, γ∆).

(4) Die Komposition mit φ : Y → Z induziert einen Homomorphismus f∗ :

Ufib(X, Y )→ Ufib(X,Z), (β, α) 7→ (fβ, α),

(5) Das Pullback entlang φ induziert einen Homomorphismus f ∗ : Ufib(Z,X) →

Ufib(Y,X), (δ, γ) 7→ (δΓ, F ).

Insbesondere ist die durch die Pullback-Konstruktion 2.1.1 induzierte Abbildung

Ufib(X, Y )× Ufib(Y, Z)→ Ufib(X,Z)

wohldefiniert und bilinear. Dies gibt uns die Komposition für Ω̃, deren Objekte also aus

G-Räumen vom G-Homotopietyp endlicher G-CW Komplexe besteht und die Morphismen-

gruppen Ufib(X, Y ) hat.

Wegen Punkt (1) der Eigenschaften von Ufib ist Ω die volle Unterkategorie, die durch die

homogenen Räume G/H , H ≤ G, erzeugt wird.
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Wie gefordert, enthält Ω̃ auch alle endlichen direkten Summen (als disjunkte Vereinigungen)

und kartesische Produkte X × Y als Objekte.

Ist G-CW die Kategorie der G-Räume vom G-Homotopietyp endlicher G-CW Komplexe mit

G-Abbildungen und üblicher Komposition sowie G-Fas die Kategorie mit gleichen Objekten

und faserweise schwach endlichen G-Faserungen, so erhalten wir Funktoren

(2.1.3) ι∗ : G-CW −→ Ω̃ und ι∗ : G-Fas −→ Ω̃,

welche jeweils die Identität auf Objekten sind. Der kovariante Funktor ι∗ ordnet einer

G-Abbildung φ : X → Y den Morphismus [X
1X← X

φ
→ Y ] zu und der kontravariante

Funktor ι∗ bildet eine Faserung f : X → Z auf den Morphismus [Z
f
← X

1X→ X] ab. Beide

überführen disjunkte Vereinigungen in direkte Summen in Ω̃.

Damit ist die Induktionskategorie Ω̃ eingeführt, und wir können mit der Untersuchung

von Mackeyfunktoren beginnen, d.h. konravariante additive Funktoren M auf Ω̃ in die

Kategorie der abelschen Gruppen Abel. Diese bilden selbst wieder eine Kategorie, die wir

mit Mack(Ω̃) bezeichnen wollen.

Wir werden auch kontravariante additive Funktoren untersuchen, die zunächst nur auf Ω

definiert sind und diese als Mackeyfunktoren auf Ω bezeichen. Entsprechend erhalten wir

eine Kategorie Mack(Ω) der Mackeyfunktoren über Ω.

Generell gilt: Einen kontravarianten additiven Funktor von einer der Induktionskategorien I,

Ĩ, Ω, Ω̃ bezeichnen wir als Mackeyfunktoren über der jeweiligen Kategorie. Wir wissen schon,

dass sich Mackeyfunktoren über I und Ĩ bijektiv entsprechen, und dass für eine endliche

Gruppe Ω ∼= I gilt. Im Abschnitt 2.3 werden wir Erweiterungen von Mackeyfunktoren über

Ω auf Ω̃ betrachten und feststellen, dass dies nicht nur immer möglich ist, sondern dafür

auch verschiedene Wege offenstehen.

2.1.2. Mackeyfunktoren über allgemeinen Ringen. Im Laufe der Untersuchungen

ist es hilfreich und notwendig, auch Mackeyfunktoren über speziellen Ringen zu betrachten

und nicht nur wie bisher über Z. D.h., wir wollen dann additiven Funktoren in die Kategorie

R-Mod der Moduln über einem kommutativen Ring R mit Eins untersuchen.

Der Vorteil von Induktionskategorien ist es, dass man Kenntnisse über ihre Struktur da-

zu nutzen kann, um Aussagen über Mackeyfunktoren zu erhalten. Um dies auch für

Mackeyfunktoren in die R-Moduln nutzen zu können, ist es sinnvoll, entsprechende R-

Induktionskategorien Ω̃R einzuführen, d.h. ein R-Mackeyfunktor M faktorisiere wie

Ω̃
M //

��?
??

??
??

? R-Mod

Ω̃R

;;vvvvvvvvvv
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über die R-Induktionskategorie. Diese Kategorie entsteht aus Ω̃, indem wir die Morphismen-

gruppen zu R-Moduln erweitern. Wir definieren dazu

MorΩ̃R
(X, Y ) = R ⊗Z MorΩ̃(X, Y )

fest und setzen die Kompositionsabbildungen R-bilinear darauf fort. Ein R-Mackeyfunktor,

auch Mackeyfunktor über R genannt, ist dann ein kontravarianter, R-linearer Funktor

Ω̃R → R-Mod.

Bei denen in dieser Arbeit auftretenden Ringen werden wir uns ausschließlich auf Lokalisie-

rungen Z(p) von Z an Primidealen (p) und Q als Z(0) beschränken.

2.1.3. Induktion und Restriktion. Zur Induktionskategorie Ω̃ gehören die Funktoren

ι∗ und ι∗, vgl. (2.1.3). Die Komposition mit einem Mackeyfunktor M führt dann zu zwei

Funktoren, der kovarianten Verkettung

M(?, 1) = M ◦ ι∗ : G-Fas −→ Ω̃ −→ Abel

und der kontravarianten Version

M(1, ?) = M ◦ ι∗ : G-CW −→ Ω̃ −→ Abel.

Den Wert von M(1, ?) auf einer Faserung f bezeichnen wir auch als Induktion entlang f

und notieren ihn durch f∗ = M(1, f), wenn die Übersicht dies ermöglicht. Analog schreiben

wir auch φ∗ für M(φ, 1), der Restriktion entlang φ.

2.2. Greenfunktoren

2.2.1. Paarungen und Greenfunktoren. Eine Paarung µ von Mackeyfunktoren

M,N und L ist eine bilineare Abbildung M × N → L, d.h. eine natürliche Transforma-

tion bestehend aus bilinearen Abbildungen

µX : M(X)×N(X) −→ L(X), (m,n) 7−→ m · n,

so dass für Objekte X, Y , Z und (φ, f) : X
f
← Z

φ
→ Y , zu denen wir Induktion f∗ und

Restriktionen f ∗ sowie φ∗ haben, folgende Axiome gelten:

φ∗(m) · φ∗(n) = φ∗(m · n), ∈ L(Z), mit m ∈M(Y ), n ∈ N(Y ),
f∗(m · f

∗(n)) = f∗(m) · n, ∈ L(X), mit m ∈ M(Z), n ∈ N(X),
f∗(f

∗(m) · n) = m · f∗(n), ∈ L(X), mit m ∈ M(X), n ∈ N(Z).

Es ist zu bemerken, dass die Induktion nur entlang G-Faserungen f definiert ist, womit es

nicht sinvoll wäre, auch die letzten beiden Axiome für beliebige G-Abbildungen φ zu fordern.

Ein Mackeyfunktor A mit einer Paarung A×A→ A, die A(X) zu einem Ring mit Einsele-

ment für alle Objekte X macht, heißt Greenfunktor. In diesem Fall impliziert die erste Zeile

der Axiome in der Definition einer Paarung, dass Restriktion ein Ringhomomorphismus ist.

Aus den zwei letzten Zeilen folgt, dass der Kern der Induktion ein zweiseitiges Ideal ist. Da-

mit sind Bild(f∗) und Kern(f ∗) beides Ideale in A(X). Ein Greenfunktorhomomorphismus

ist dann eine natürliche Transformation aus unitalen Ringhomomorphismen.
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Zu einem Greenfunktor A definiert man nun A-Moduln und A-Algebren. Erstere sind

Mackeyfunktoren M mit einer Paarung m : A ×M → M , so dass alle Werte von M an X

A(X)-Moduln sind. Zweitere sind Greenfunktoren A′, so dass für alle X nun A′(X) eine

A(X)-Algebra ist.

Die Äquivalenz vom Mackeyfunktoren über I, Ĩ und Ω gelten entprechend auch für

Greenfunktoren. Was die Fortsetzung eines Greenfunktors über Ω auf Ω̃ angeht, so gibt es

letztlich nur noch eine natürliche Möglichkeit, wie wir später einsehen werden.

2.2.2. Universeller Greenfunktor. Von weitreichender Bedeutung ist, dass jede der

bisher betrachteten Induktionskategorien einen universellen Greenfunktor U besitzt. Wir

wollen hier jedoch nur Ω̃ betrachten, da die Einschränkung des universellen Greenfunktors

U auf die Unterkategorie Ω den universellen Greenfunktor für Ω liefert; unmittelbar erhalten

wir diesen dann auch für I und Ĩ.

Als Mackeyfunktor erkennt man U am einfachsten als den Hom-Funktor MorΩ̃(?, ∗). Um

auch die Greenfunktorstruktur zu erkennen, nutzt man folgende Feststellungen.

Lemma 2.2.1. Die auf Repräsentanten (pr, f) : X ← Y → ∗ von Element in MorΩ̃(X, ∗)

durch die Zuordnung (pr, f) 7→ (f, f) induzierte Abbildung

∆X : MorΩ̃(X, ∗) −→ MorΩ̃(X,X)

ist ein wohldefinierter injektiver Homomorphismus.

Beweis. Die Linearität und Wohldefiniertheit von ∆X folgt unmittelbar aus den Additi-

vitätsrelationen von Ufib(X, ∗) und Ufib(X,X). Die Injektivität folgt mit der Existenz der

Retraktion p∗ : Ufib(X,X)→ Ufib(X, ∗) zu p : X → ∗ gemäß Lemma 6.2.15. �

Damit erzeugt die Diagonalabbildung

∆X : G-Fas −→ Ω̃, (f : Z → X) 7−→ ((f, f) : X ← Z → X)

einen Unterring U(X) des Endomorphismenrings von X. Wir wollen nun Elemente von

U(X) auch durch [f ] für (f, f) notieren.

Für Endomorphismen von X induziert ein Mackeyfunktor einen natürlichen Homomorphis-

mus

mX : MorΩ̃(X,X) −→ Hom(M(X),M(X)), (β, α) 7−→ M(β, α)

und damit eine natürliche, bilineare Abbildung

µX : U(X)×M(X) −→ M(X), ([f ], m) 7−→M(f, f)(m).

Satz 2.2.2. Die Abbildungen µX definieren für jeden Mackeyfunktor M über Ω̃ eine Paarung

µ : U ×M → M . Diese macht U zu einem kommutativen Greenfunktor und M zu einem

linken U-Modul. Die durch µX induzierte Multiplikation auf U(X) stimmt mit der durch die

Komposition von Endomorphismen gegebenen überein.
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Beweis. (1) Die Zuordnung µ ist eine Paarung: Seien X, Y , Z Objekte und φ : X → Z

eine G-Abbildung sowie [f ] ∈ U(Z) mit f : Y → Z. Die Quadrate

X

φ
��

W
Φoo

F
��

Φ // X

φ
��

Z Y
f

oo
f

// Z

seien Pullback-Diagramme, d.h. es gilt φ∗[f ] = [Φ] mit φΦ = fF .

Damit können wir folgendes schließen

φ∗µ(f,m) = M(φ, 1)M(f, f)(m) = M(fF,Φ)(m) = M(φΦ,Φ)(m)

= M(Φ,Φ)φ∗(m) = µ([Φ], φ∗(m)) = µ(φ∗[f ], φ∗(m))

sowie

φ∗µ(φ∗[f ], m) = φ∗(M(Φ,Φ)(m)) = M(1, φ)M(Φ,Φ)(m)

= M(Φ, fF )(m) = M(f, f)φ∗(m) = µ([f ], φ∗(m))

und

φ∗µ([f ], φ∗(m)) = φ∗(M(f, f)φ∗(m)) = M(φf, φf)(m) = µ(φ∗[f ], m).

(2) U ist Greenfunktor: Die Paarung µ auf M = U angewandt induziert auf U(X) für

alle X eine kommutative, assoziative Multiplikation, da Pullback-Bildung kommutativ

und transitiv ist. Diese Multiplikation stimmt mit der durch die Komposition induzierten

überein, da beide durch die gleichen Pullback-Diagramme definiert sind. Offensichtlich gilt

auch µX([1], [f ]) = [f ] = µX([f ], [1]).

(3) U ist universell: Wegen der Funktorialität von M und der Tatsache U(X) ⊂ MorΩ̃(X,X)

ist die Operation mX : U(X) → Hom(M(X),M(X)) ein Ringhomomorphismus und damit

M ein U -Modul. �

Satz 2.2.3. Sei A ein Greenfunktor über Ω̃. Dann gibt es genau einen unitalen Greenfunk-

torhomomorphismus U → A. Der Morphismus an einem Objekt X ist der Ringhomomor-

phismus

ϕ : U(X) −→ A(X), [f ] 7−→ f∗f
∗(1).

Beweis. Die Verträglichkeit mit Restriktion und Induktion von U und A und der kanoni-

schen U -Algebra Struktur von A,

ϕ([f ]) = ϕ(f∗f
∗(1)) = f∗f

∗ϕ(1),

erzwingt die Zuordnung an X als [f ] 7−→ f∗f
∗(a), für ϕ(1) = a ∈ A(X). Da wir ϕ als

unitalen Homomorphismus fordern, ist er durch

1 = ϕ[1] = 1∗1
∗(a) = a

eindeutig bestimmt. �
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Der Satz besagt, dass in diesem Fall der universelle Greenfunktor ein initiales Objekt in der

Kategorie der Greenfunktoren ist. Das Bild ist selbst wieder ein Greenfunktor B und A wird

damit zu einer B-Algebra. Dies motiviert die Definition des Bildes als Basis-Greenfunktor.

Doch bevor wir dies präzisieren, wollen wir zunächst die erwähnten Fortsetzungen von

Mackey- und Greenfunktoren über Ω auf Ω̃ behandeln.

2.3. Erweiterung von Mackeyfunktoren und Greenfunktoren

Da wir durch Ω̃ eine Erweiterung der Induktionskategorie Ω gefunden haben, doch unser

eigentliches Interesse den Mackey- und Greenfunktoren gilt, wollen wir nun Funktoren über

Ω auf Ω̃ erweitern. Dazu werden wir uns allgemeiner kategorientheoretischen Methoden

bedienen, nämlich der links- und rechtsseitigen Kan-Erweiterung.

2.3.1. Tensorprodukt von Funktoren. Sei M ein kovarianter und N ein kontravari-

anter Funktor von einer additiven Kategorie C, deren Isomorphieklassen von Objekten eine

Menge bilden, in die Kategorie Abel. Dann definieren wir das Tensorprodukt von M und

N als

M ⊗CN =
⊕

M(C)⊗N(C)
/

f∗(m)⊗Z n ∼ m⊗Z f
∗(n),

wobei die Summe über ein vollständiges System von Repräsentanten C der Isomorphieklas-

sen aller Objekte aus C läuft und die Äquivalenzrelation nach allen Morphismen f : C → D

und Elementen n ∈ N(C) und m ∈ M(D) gebildet wird.

2.3.2. hom von Funktoren. In C bilden die additiven kontravarianten Funktoren nach

Abel mit den natürlichen Transformationen als Morphismen selbst wieder eine additive

Kategorie, die Funktorkategorie F. Damit gibt es auch auf F entsprechende Hom-Funktoren

homM(?) = MorF(M, ?) und homM(?) = MorF(?,M).

2.3.3. Erweiterung von Mackeyfunktoren. Als Unterkategorie definiert die Ein-

schränkung von Funktoren über Ω̃ auf Ω eine Funktor

V : Mack(Ω̃) −→Mack(Ω)

den Vergiss-Funktor. Wir werden nun Links- und Rechtsadjungierte von V studieren und

diese zur Erweiterung von Mackeyfunktoren über Ω nutzen. Konkret realisiert werden diese

durch Tensorprodukt und hom-Funktoren von Funktoren.

Satz 2.3.1. Sei M ein Mackeyfunktor über Ω. Dann ist der durch das Tensorprodukt von

Mackeyfunktoren an X definierte Funktor

LM(X) = Ufib(X,−)⊗Ω M(−)

ein Mackeyfunktor über Ω̃. Dies ist die linksseitige Kan-Erweiterung von M . Zudem ist

L : Mack(Ω)→Mack(Ω̃) der Linksadjungierte zum Vergiss-Funktor V. Für einen Mackey-

funktor über Ω̃ gibt es einen kanonischen Homomorphismus LVN → N .
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Beweis. Das beschriebene Tensorprodukt von Funktoren wird in der Kategorientheorie als

Koende bezeichnet. Die Konstruktion ist ein Limes und damit natürlich in beiden Variablen,

was die Funktorialität von LM induziert.

Nach Mac Lane [Mac71, X] ist die linksseitige Kan-Erweiterung zum Vergiss-Funktor genau

durch obigen Limes zu konstruieren. Die Adjungiertheit ist dann eine formale Konsequenz.

Die Auswertungsabbildung Ufib(X,G/H)⊗N(G/H)→ N(X) induziert eine wohldefinierte

natürliche Abbildung

LVN(X) = Ufib(X,−)⊗Ω N(−) −→ N(X).

Betrachten wir die volle Unterkategorie Ω̃X von Ω̃, die durch Ω und X erzeugt wird, dann

induziert die Auswertung einen Isomorphismus

Ufib(X,−)⊗Ω̃X
N(−) −→ N(X),

da Ω eine volle Unterkategorie von Ω̃X ist. Damit induziert die Inklusion
⊕

Ufib(X,G/H)⊗N(G/H) −→ Ufib(X,X)⊗N(X)⊕
⊕

Ufib(X,G/H)⊗N(G/H)

die gesuchte Abbildung

Ufib(X,−)⊗Ω N(−) −→ Ufib(X,−)⊗Ω̃X
N(−) ∼= N(X).

�

Satz 2.3.2. Sei M ein Mackeyfunktor über Ω. Dann ist der durch hom von Mackeyfunktoren

definierte Funktor

RM(X) = hom
Ufib

Ω (M)

ein Mackeyfunktor über Ω̃. Dies ist die rechtsseitige Kan-Erweiterung von M . Zudem ist

R : Mack(Ω) → Mack(Ω̃) der Rechtsadjungierte zum Vergiss-Funktor V. Für einen

Mackeyfunktor über Ω̃ gibt es einen kanonischen Homomorphismus N → RVN .

Beweis. Dies ist der duale Fall von 2.3.1 und ebenso eine formale Konsequenz der

rechtsseitigen Kan-Erweiterung.

Die Abbildung N(X)→ RVN(X) wird durch

n 7−→ (ηn : Ufib(G/H,X)→ N(G/H), (β, α) 7→ α∗β
∗(n))

gegeben. Mit dem Isomorphismus N ∼= hom
Ufib

Ω̃
(N) erkennen wir sie als die durch Ein-

schränkung auf Ω induzierte Abbildung hom
Ufib

Ω̃
(N)→ hom

Ufib

Ω (N). �

Als nächstens wollen wir einsehen, dass eine Paarung µ : M ×N → K über Ω eine Paarung

auf den Erweiterungen

µ̃ : RM ×RN → RK

induziert.
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Zuvor müssen wir jedoch klären, wie Induktion und Restriktion für diese Erweiterungen

definiert sind. Sei (1, f) : X ← Y → Y und (δ, γ) ∈ Ufib(G/H,X) mit Pullback

W
F //

∆

��

Y

f
��

G/H Z
γ
oo δ // X,

so haben wir dazu den Induktionshomomorphismus

f∗ : RM(Y ) −→ RM(X), η 7−→ f∗(η)

mit f∗(η) : Ufib(G/H,X)→M(G/H), (δ, γ) 7→ (η(F, γ∆)).

Ist (φ, 1) : X ← X → U und wiederum (δ, γ) ∈ Ufib(G/H,X) mit

(φδ, γ) : G/H ← Z → X → U,

so wird der Restriktionshomomorphismus durch

φ∗ : RM(U) −→ RM(X), ζ 7−→ φ∗(ζ)

mit φ∗(ζ)(G/H) : Ufib(G/H,X)→M(G/H), (δ, γ) 7→ ζ(φγ, δ) gegeben.

In Vorbereitung auf den Beweis des nächsten Satzes sei darauf hingewiesen, dass wir für

η ∈ RM(G/L) und ζ ∈ RN(G/L) wegen der Isomorphien RM(G/L) ∼= M(G/L) und

RN(G/L) ∼= N(G/L) schon eine Zuordnung

RM(G/L)×RN(G/L) −→ RK(G/L), (η, ζ) 7−→ µ(η, ζ)

haben, die es nun gilt zu einer Paarung auf Ω̃ fortzusetzen.

Satz 2.3.3. Sei µ : M × N → K eine Paarung von Mackeyfunktoren über Ω. Dann ist auf

Basiselementen (β, α) : G/H ← G/L→ X von Ufib(G/H,X) ∼= U(G/H ×X) durch

µ̃(η, ζ)(β, α) = α∗(µ(β∗
1(η), β

∗
2(ζ)))

eine Paarung µ̃ auf RM×RN → RK induziert. Dabei ist α∗ die durch K gegebene Induktion

und β∗
1 die auf RM , sowie β∗

2 die auf RN bestimmte Restriktion entlang β.

Beweis. Da β∗
1(η) ∈ RM(G/L) und β∗

2(ζ) ∈ RN(G/L) sind und damit ihr Produkt

in RK(G/L) wohldefinert ist, ist µ̃ auch wohldefiniert. Die Natürlichkeit ergibt sich

unmittelbar aus der Definition, so dass noch die Axiome einer Paarung nachzuweisen sind.

Sei wiederum (φ, 1) : X ← X → U und η ∈ RM(U) sowie ζ ∈ RN(U). Für ein Basiselement

(β, α) : G/H ← G/L→ X erhalten wir wegen (φβ)∗(η) ∈ RM(G/L) und (φβ)∗ ∈ RN(G/L)

dann

φ∗(µ̃(η, ζ))(β, α) = µ̃(η, ζ)(φβ, α) = α∗(µ((φβ)∗(η), (φβ)∗(ζ))

= α∗(µ(β∗(φ∗(η)), β∗(φ∗(ζ))) = µ̃(φ∗(η), φ∗(ζ))(β, α),

was φ∗(ηζ) = φ∗(η)φ∗(ζ) zeigt.
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Sei nun (1, f) : X ← Y → Y und η ∈ RM(Y ) sowie ζ ∈ RN(X). Zu dem Basiselement

(β, α) : G/H ← G/L→ X erhalten wir dann das Diagramm

W

B
��

F // Y

f

��

G/H G/L
αoo

β
// X

und dazu die Induktion f∗(η)(β, α) = η(F, αB). Mit der Zerlegung von (F,B) in eine Linear-

kombination der Basiselemente (fs, βs) : G/l← G/Ls → Y ) in Ufib(G/L, Y ) ∼= U(G/L×Y )

als

(F,B) =
∑

s

ns(fs, βs)

ist die Induktion f∗(η) durch

f∗(η)(β, α) = η(F, αB) =
∑

s

nsη(fs, αβs)

gegeben. Damit rechnet sich die Gleichheit f∗(ηf
∗(ζ)) = f∗(η)ζ an (β, α) wie folgt nach:

f∗(µ̃(η, f ∗(ζ)))(β, α) = µ̃(η, f ∗(ζ))(F, αB)

=
∑

s

nsµ̃(η, f ∗(ζ))(fs, αβs) =
∑

s

ns(αβs)∗µ(f ∗
s (η), f

∗
s f

∗(ζ))

=
∑

s

ns(αβs)∗µ(f ∗
s (η), β

∗
sβ

∗(ζ) =
∑

s

nsα∗µ(βs∗f
∗
s (η), β

∗(ζ))

= α∗µ(B∗F
∗(η), β∗(ζ)) = α∗µ(β∗f∗(η), β

∗(ζ)) = µ̃(f∗(η), ζ)(β, α)

Aus einer analogen Rechnung ebenso f∗(f
∗(η)ζ) = ηf∗(ζ). �

Folgerung 2.3.4. Sei A ein Greenfunktor über Ω und M ein A-Modul. Dann ist RA mit

der in Satz 2.3.3 beschriebenen Paarung ein Greenfunktor über Ω̃ und RM ein RA-Modul.

2.4. Basis-Greenfunktor

Unter einem Basis-Greenfunktor verstehen wir einen Greenfunktor B, dessen eindeutiger

Greenfunktorhomomorphismus U → B in Satz 2.2.3 surjektiv ist, d.h. aus surjektiven Homo-

morphismen besteht. Nicht nur allgemeine Greenfunktoren führen zu Basis-Greenfunktoren,

sondern jeder Mackeyfunktor M ist Modul über einem speziellen Basis-Greenfunktor M∆.

Die kanonische U -Modulstruktur eines Mackeyfunktors M wird durch die Homomorphismen

mX : U(X) −→ Hom(M(X),M(X)), [γ] 7−→ (m 7→M(γ, γ)(m)

festgelegt. Dazu betrachten wir das größte U -Ideal IM , so dass IM(X) ⊂ Kern(mX) gilt. Wir

können IM angeben.

IM(X) = {[γ] ∈ U(X) | mY (φ∗[γ]) = 0 für alle φ : Y → X}.
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Satz 2.4.1. IM ist ein U-Modul, d.h. Ideal in U und somit U/IM ein Basis-Greenfunktor.

Beweis. Die Einschränkung der Paarung µ : U × U → U, ([δ], [γ]) 7→ [δ][γ] auf IM liefert

zunächst eine Paarung U × IM → U . Wir werden zeigen, dass diese auch eine Paarung mit

µ′ : U × IM → IM ist.

Als Einschränkung einer Paarung erfüllt µ′ alle geforderten Gleichungen, bzw. Axiome in

Definition 2.2 und ist wohldefiniert, wenn die Induktions- und Restriktionshomomorphismen

wohldefiniert sind.

Nach der Definition von IM gilt für [δ] ∈ U(X) und [γ] ∈ IM(X), sowie alle G-Abbildungen

φ : Y → X

mY φ
∗([δ][γ]) = mY (φ∗[δ]φ∗[γ]) = mY (φ∗[δ])mY (φ∗[γ]) = 0,

da mY (φ∗[γ]) = 0. Dies zeigt zunächst, dass IM(X) ein Ideal in U(X) ist und mit δ = 1

folgt weiter, dass das Bild von φ∗(IM(X)) in IM(Y ) enthalten ist. Damit ist die Restriktion

IM(X)→ IM(Y ) wohldefiniert.

Es bleibt zu zeigen, dass für [γ] ∈ IM(Y ), G-Faserungen f : Y → X und nun G-Abbildungen

ψ : Z → X

mZ(ψ∗f∗[γ]) = 0

gilt, womit schließlich der Induktionshomomorphismus f∗ : IM(Y ) → IM(X) wohldefiniert

ist.

(1) Wir betrachten zunächst den Fall für ψ als Identität. Dann gilt

mX(f∗[γ]) = mX([fγ]) = M(fγ, fγ) = f∗mY [γ]f ∗ = 0,

wobei f∗ zuerst als Induktion von U auftritt und dann f∗ und f ∗ als Induktion und

Restriktion von M .

(2) Um auf den allgemeinen Fall zu schließen, nutzen wir die Pullback-Definition der

Komposition in Ω̃

X̃
F

����
��

��
�

Ψ

��@
@@

@@
@@

Z
1

��~~
~~

~~
~ ψ

  @
@@

@@
@@

X
f

~~}}
}}

}}
}

1

  @
@@

@@
@@

@

Z X Y

und erhalten damit ψ∗f∗ = F∗Ψ
∗ sowiemZ(ψ∗f∗[γ]) = mZ(F∗Ψ

∗[γ]). Nun ist Ψ∗[γ] ∈
IM(X̃) und nach (1) aber mZ(F∗Ψ

∗[γ]) = 0; folglich auch f∗[γ] ∈ IM (X).

Da U ein kommutativer Greenfunktor ist, sind alle Ideale zweiseitig und der Quotient

ist wieder ein Greenfunktor. D.h. U/IM ist wohldefiniert und nach Konstruktion ein

kommutativer Basis-Greenfunktor. �

Den Quotienten U/IM notieren wir mit M∆ und beziehen uns auf ihn als Diagonal-

Endomorphismenfunktor. Wie wir schon die Elemente des universellen Greenfunktors U
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mit [γ] notiert haben, werden wir es für Basis-Greenfunktoren B gleich tun. So schreiben

wir B[γ] für das Bild von [γ] in B, bzw. M∆[γ], falls B = M∆ gilt.

Wir wollen nun auf den Restriktionshomomorphismus φ∗
∆ entlang φ : Y → X und Indukti-

onshomomorphismus f∆
∗ von M∆ entlang f : Y → X eingehen. Mittels der Repräsentanten

sind sie durch die Diagramme

U∆(X)
µX //

φ∗

��

M∆(X)

φ∗∆
��

U∆(Y )
µY // M∆(Y )

und U∆(Y )
µY //

f∗
��

M∆(Y )

f∆
∗

��

U∆(X)
µX // M∆(X)

als

φ∗
∆ : M∆[γ] 7→M∆(φ∗[γ]) und f∆

∗ : M∆[δ] 7→ M∆(f∗[δ])

festgelegt.

Wir wissen schon, dass φ∗
∆ und f∆

∗ wohldefiniert sind und sich auch die Paarung von U auf

M∆ vererbt:

µ∆ : (M∆[γ],M∆[δ]) 7−→M∆([γ][δ]).

Durch unsere Definition von M∆ haben wir die Homomorphismen mX in Kompositionen

mX : U(X) −→ M∆(X) −→ Hom(M(X),M(X))

zerlegt. D.h. M∆[γ] induziert den Morphismus M(γ, γ), was, analog zu U , eine kanonische

M∆-Modulstruktur auf M induziert. Damit erhalten wir

Satz 2.4.2. Sei M ein Mackeyfunktor und A ein Greenfunktor. Dann ist M ein M∆-Modul

und A eine A∆-Algebra.

Beweis. Als eine natürliche Faktorisierung von U(X) → Hom(M(X),M(X)) definiert

M∆(X)→ Hom(M(X),M(X)) eine bilineare Abbildung M∆(X)×M(X)→M(X). Wegen

der Natürlichkeit ist dies eine Paarung und macht M zu einem M∆-Modul. Der Fall für A

folgt analog. �

Lemma 2.4.3. Ist A ein Greenfunktor, so ist A∆ natürlich isomorph zu dem Bild der kano-

nischen Abbildung ϕ : U → A, [γ] 7→ A(γ, γ)(1).

Beweis. Wir haben das kommutative Diagramm von Greenfunktoren

U
ψ
//

ϕ
  A

AA
AA

AA
A

A∆

Φ
��

A,
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mit Φ(A∆[γ]) = A(γ, γ)(1), so dass U und A∆ das gleiche Bild in A haben. Da sowohl die

Restriktion φ∗ von A für alle φ : Y → X als auch Φ Ringhomomorphismen sind, gilt

Kern(ϕ) = IA(X)

= {[γ] | mY (φ∗[γ]) = 0, für alle φ}

= {[γ] | mY (φ∗(A(γ, γ)(1))) = 0, für alle φ}

= {[γ] | mX(A(γ, γ)(1)) = 0}

= Kern(ψ).

Woraus die Behauptung folgt. �

Folgerung 2.4.4. Die Zuordnung A 7→ A∆ ist ein kovarianter Funktor von den Greenfunk-

toren in die Basis-Greenfunktoren.

Beweis. Sei ϕ : A → A′ ein Greenfunktorhomomorphismus, so ist nach Lemma 2.4.3 der

induzierte Homomorphismus ϕ∆ : A∆ → A′
∆ gerade die Einschränkung ϕ|A∆

. �

Folgerung 2.4.5. Sei B ein Basis-Greenfunktor. Dann ist B kanonisch isomorph zu B∆,

insbesondere gilt M∆
∼= (M∆)∆.

Satz 2.4.6. Sei A ein Greenfunktor und M ein linker A-Modul. Dann ist M∆ eine linke

A∆-Algebra.

Beweis. Es gibt für alle X ein kommutatives Diagramm aus Ringhomomorphismen

U(X)

�� ((RRRRRRRRRRRRRR

A∆(X)

��

// M∆(X)

��

A(X) // Hom(M(X),M(X)),

in dem alle Abbildungen, außer denen nach Hom(M(X),M(X)), Bestandteile von Green-

funktorhomomorphismen sind.

Dazu zeigen wir, dass die kanonische Abbildung Φ : A∆ → M∆, A∆[γ] 7→ M∆[γ] wohlde-

finiert ist. Betrachten wir also [γ] ∈ IA, was nach Definition A∆[γ] = 0 impliziert. Nach

Lemma 2.4.3 gilt

A(γ, γ)(1) = 0

und somit auch

M(γ, γ) = m(A(γ, γ)(1)) = 0.

Als Homomorphismus gilt folglich für alle φ : X → Y

m(φ∗[γ]) = m(φ∗(A∆[γ])) = m(φ∗(0)) = 0,

so dass [γ] in IM liegt. D.h. Φ ist wohldefiniert und macht M∆ vermöge des Isomorphismus

aus Folgerung 2.4.5 zu einer A∆-Algebra. �
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2.4.1. Erweiterung von Basis-Greenfunktoren. Zu einem Mackeyfunktor M über

Ω gibt es den Diagonal-Endomorphismenfunktor M∆, ein Basis-Greenfunktor über Ω. Mit

der rechtseitigen Kan-Erweiterung RM von M erhalten wir noch weitere Greenfunktoren

dazu. Zu RM haben wir den Diagonal-Endomorphismenfunktor (RM)∆ von Ω̃. Zu M∆ gibt

es die Erweiterung R(M∆) = RM∆ und den zugehörigen Basis-Greenfunktor (RM∆)∆. All

diese hängen wie folgt zusammen.

Satz 2.4.7. Es gibt Greenfunktorhomomorphismen

(RM)∆ −→ (RM∆)∆ −→ RM∆,

wobei die erste Abbildung surjektiv und die zweite Zuordnung injektiv ist.

Beweis. Die Erweiterung RM∆ ist ein Greenfunktor, und damit ist die kanonische Abbil-

dung (RM∆)∆ → RM∆ injektiv. Die beiden Basis-Greenfunktoren (RM)∆ und (RM∆)∆

haben in dem kommutativen Diagramm

Ufib //

��

(RM)∆

��

(RM∆)∆
// RM∆

das gleiche Bild. Folglich gibt es die gesuchte surjektive Abbildung. �





KAPITEL 3

Induktionstheorie und Basis-Greenfunktoren

Im letzten Kapitel führten wir die Induktionskategorie Ω̃ und Mackeyfunktoren ein, sowie

Greenfunktoren und die spezielle Variante dieser, die Basis-Greenfunktoren. Die Induktions-

kategorie kennen wir über verschiedenen kommutativen Ringen und unter dem Symbol Ω als

Einschränkung auf die volle Unterkategorie mit homogenen Räumen als Objekte. Wir haben

gesehen, dass Mackey- und Greenfunktoren über Ω geeignet auf Ω̃ fortsetzbar sind. Daher

ließen sich die Untersuchungen von Mackeyfunktoren über Ω gleichsam über Ω̃ abhandeln;

jedoch sind weite Teile der Theorie auch unabhängig über Ω formulierbar.

3.1. Induktionstheorie

Ziel der hier beschriebenen Induktionstheorie ist es, Bedingungen anzugeben, unter denen

der Wert eines Mackeyfunktors M an dem terminalen Objekt G/G = ∗ das Bild eines

surjektiven Induktionshomomorphismus
⊕

iM(Xi) → M(∗) ist. Im besonderen Interesse

liegt der Spezialfall, bei dem M(∗) ein direkter Summand von M(X) ist.

Wie bereits erwähnt, gehen erste Aussagen dieser Art auf Artin und Brauer zurück.

Systematische Studien dieser Fragen stammen von Dress [Dre73], Thevenaz und Webb

[TW95] und für kompakte Lie-Gruppen auch von tom Dieck [tD87].

Da wir die Begriffe und Ergebnisse dieses Abschnitts auch für Mackeyfunktoren über Z(p)

und Q = Z(0) benötigen, gilt einige Unterschiede von Ω̃ und Ω̃Z(p)
im Auge zu behalten.

Ein für uns dabei wesentlicher Unterschied zwischen Ω̃ und Ω̃Z(p)
liegt darin, dass ein

Morphismus in Ω̃ immer durch Diagramm [X ← E → Y ] repräsentiert wird, jedoch nicht

so in Ω̃Z(p)
. Wir hatten die Morphismen dieser Kategorie zu Z(p)-Moduln erweitert und die

Komposition entsprechend bilinear fortgesetzt. Daher ist ein allgemeiner Morphismus nun

mehr nur noch eine formale Linearkombination der durch Diagramme repräsentierbaren

Morphismen. Dies gilt es stets zu bedenken. Um diesen Sachverhalt gerecht zu werden,

führen wir folgende Notation ein.

Ein durch ein Diagramm X
f
← Y

φ
→ Z repräsentierten Morphismus notieren wir auch weiter

hin mit (φ, f). Dabei resevieren wir πj für die Projektion Xj → ∗, fj : Yj → Xi für faserweise

schwach-endliche Faserung und φj : Yj → Zi für G-Abbildungen. Ein Linearkombination
∑

j nj(φj, fj) ∈ MorΩ̃R
(Xi, Zi) symbolisieren wir durch (φ, f)i, entsprechend

M(φ, f)i =
∑

j

njM(φj , fj) = M(
∑

j

nj(φj, fj).

37
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Wir wollen nun folgende Terminologie festlegen. Eine Menge von Objekten X = {Xi}, i ∈ I,
nennen wir Induktionsmenge.

• Ist der Induktionshomomorphismus π∗ = ((πi)∗)i∈I :
⊕

iM(Xi) → M(∗) surjektiv,

so heißt M X-surjektiv.

• Ist M X-surjektiv und gibt es zu π∗ einen Spalthomomorphismus s : M(∗) →
⊕

iM(Xi) mit π∗s = 1M(∗), so nennen wir M X-projektiv.

• Ist M X-projektiv und besteht der Spalthomomorphismus s in Komponenten aus

Homomorphismen M(π, f)i : M(∗) → M(Xi) im Bild von M , so heißt M explizit

X-projektiv.

Dual dazu definieren wir:

• Ist der Restriktionshomomorphismus π∗ = (π∗
i )i∈I : M(∗) →

∏

iM(Xi) spaltend

injektiv, so heißt M X-injektiv.

• Ist der Spalthomomorphismus ein Produkt von Homomorphismen im Bild von M ,

so heißt M explizit X-injektiv.

Entsprechend nennen wir eine Induktionsmenge X für M (explizit) surjektiv (bzw. projektiv,

injektiv), wenn M (explizit) X-surjektiv (bzw. projektiv, injektiv) ist.

Wir sagen auch, für M gilt ein Induktionssatz bezüglich der Induktionsmenge X, wenn M

X-projektiv ist.

Besonderes Augenmerk erfordert die Überlegung über die Endlichkeit solcher Induktions-

mengen. Zunächst gibt es hierzu keinerlei Forderungen. Wir werden aber bald einsehen, dass

sich in vielen Fällen die Endlichkeit solcher Induktionsmengen folgern läßt. Wiederum sind

manche Ergebnisse auch nur für endliche Induktionsmengen zu erhalten. Über Ω̃ haben wir

in diesen Fällen dann einen Isomorphismus
⊕

Xi∈X

M(Xi)
∼=
−→M(

⊔

Xi).

Es sei daran erinnert, dass für Ω nur homogene Räume G/H als Elemente von Induktions-

mengen zulässig sind.

Lemma 3.1.1. Ist X = {G/H} eine Induktionsmenge aus homogenen Räumen und M

ein explizit X-projektiver, resp. explizit X-injektiver Mackeyfunktor über Ω̃, so ist die Ein-

schränkung VM von M auf Ω ebenso explizit X-projektiv, resp. explizit X-injektiv.

Beweis. Beide Aussagen folgen unmittelbar, da Ω eine volle Unterkategorie von Ω̃ ist. �

Lemma 3.1.2. Sei X = {Xi}, i ∈ I, eine Induktionsmenge aus Objekten in Ω̃ und weiter M

ein (explizit) X-projektiver Mackeyfunktor über Ω̃. Dann existiert eine Induktionsmenge Y

aus homogenen Räumen und eine Faktorisierung
⊕

i∈I

M(Xi) −→
⊕

G/H∈Y

M(G/H) −→M(∗)

mit Morphismen im Bild von M , so dass auch M (explizit) Y-projektiv ist.



3.1. INDUKTIONSTHEORIE 39

Beweis. Der Beweis nutzt die Isomorphie Ufib(∗, Xi) ∼= U(∗ ×Xi) für Objekte Xi.

Die Induktionsmenge Y ist die disjunkte Vereinigung von Yi. Ein Yi ergibt sich aus der

Basisdarstellung [∗ ← Xi → Xi] =
∑

nH [∗ ← G/H
αH→ Xi] in der Standardbasis von

U(∗ × Xi) und Yi besteht aus allen G/H mit nicht verschwindendem Koeffizienten nH .

Wendet man nun M auf die Linearkombinationen
∑

nH [∗ ← G/H → G/H ] ◦ [G/H ← G/H → Xi]

an, erhält man die angekündigte Faktorisierung
⊕

i∈I

M(Xi) −→
⊕

i∈I

⊕

G/H∈Yi

M(G/H) −→M(∗).

Komponiert man den ursprünglichen Spalthomomorphismus s mit dem linken Homomor-

phismus in obiger Zeile, so erhält man auch den noch ausstehenden Spalt. Offensichtlich ist

diese explizit, wenn s auch ein expliziter Spalthomomorphismus ist, d.h aus dem Bild von

M stammt. �

Lemma 3.1.3. Sei M ein Mackeyfunktor und X eine Induktionsmenge. Dann gilt

(1) Ist M explizit X-projektiv, so ist M auch explizit X injektiv.

(2) Ist M explizit X-injektiv und besteht der Spalthomomorphismus s aus Komponenten

M(f, π)i mit G-Faserungen fj aus G-Fas, so ist M auch explizit X-injektiv.

Ist X eine Induktionsmenge aus homogenen Räumen, so ist (2) immer erfüllt. Insbesondere

sind Mackeyfunktoren über Ω genau dann explizite X-projektiv, wenn sie explizite X-injektiv

sind.

Beweis. (1) Sei das Bild von (π, f)i ∈ MorΩ̃(Xi, ∗) unter M eine Komponente des Spalt-

homomorphismus s. Dann gilt für die durch Diagramme repräsentierten Morphismen in
∑

j nj(πj, fj) = (π, f)i

(πi)∗M(fj , πj) = M(πifj , πj) = M(πj , πj) = M(πj , πifj) = M(πj , fj)π
∗
i = 1M(∗),

was sich ebenso auch auf M(f, π)i, bzw M(π, f)i und damit auf s fortsetzt. Damit ist auch

M explizit X-injektiv mit Spalthomomorphismuskomponenten M(f, π)i.

(2) Folgt unter den angegebenen Voraussetzungen analog. �

Wie im vorangehenden Beweis genutzt, lässt sich der Spalthomomorphismus für einen explizit

X-projektiven Mackeyfunktor M in Induktions- und Restrikionshomomorphismen zerlegen,

so dass die Identität von M(∗) in Komponenten ein Komposition von

M(∗)
π∗

→ M(Xi)
f∗j
→

⊕

j∈J

M(Yj)
(nj ·)
→

⊕

j∈J

M(Yj)
(fj)∗
→ M(Xi)

π∗→M(∗),

ist.
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Bemerkenswert ist auch, dass nur die Existenz von nicht trivialen Morphismen Yj → Xi in

Ω̃ relevant ist und der Beweis damit unabhängig von der Auswahl bestimmter Morphismen

fj gilt. Dies lässt sich wie folgt präzisieren.

Lemma 3.1.4. Sei M Mackeyfunktor über Ω̃ und X = {Yj} eine Induktionsmenge mit
∑

j

njM∆[πj ] = M∆[1∗]

in M∆(∗). Dann ist M explizit X-injektiv und explizit X-projektiv.

Beweis. Für M(∗) ist 1M(∗) = M∆[1] =
∑

j njM∆[πj] =
∑

j nj(πj)∗ ◦ π
∗
j und damit gleich

der Komposition

M(∗)

P

j njπ
∗

j
//
⊕

jM(Yj)

P

j(πj)∗
// M(∗),

bzw.

M(∗)

P

j π
∗

j
//
⊕

jM(Yj)

P

j nj(πj)∗
// M(∗).

�

Dies ist ein Zugang, um mit Hilfe von Basis-Greenfunktoren Induktionssätze zu beweisen.

Eine Linearkombination der Morphismen πj : Yj → ∗ repräsentiert ein Element des

universellen Greenfunktors U(∗) im Urbild der Eins von U(∗) → M∆(∗). Alle Elemente

in diesem Urbild (im Falle von Ω nur die, die auch Morphismen repräsentieren) liefern

somit explizite Induktionsmengen und wir erhalten mit obigem Lemma einen Induktionssatz.

3.1.1. A-Modul Theorem. Sei X = {Xi}, i ∈ I, eine Induktionsmenge. Das nächste

Theorem besagt, dass für einen X-surjektiven Greenfunktor alle Moduln sowohl X-projektiv

als auch X-injektiv sind.

Theorem 3.1.5. Sei A ein Greenfunktor. Ist π∗ := ((πi)∗)i∈I :
⊕

iA(Xi) → A(∗) surjektiv

und Z ein Objekt in Ω̃. Dann gilt für alle A-Moduln M

(1) die Abbildung P∗ := ((πi× 1Z)∗)i∈I :
⊕

iM(Xi×Z)→M(Z) ist spaltend surjektiv.

(2) die Abbildung P ∗ := ((πi × 1Z)∗)i∈I : M(Z)→
∏

iM(Xi × Z) ist spaltend injektiv.

Betrachtet man M nur über Ω, so gilt dies in Ermangelung allgemeiner Objekte und ihrer

kartesischen Produkte nur für Xi als homogene Räume und Z = ∗.

Beweis. Wir haben das kommutative Diagramm

⊕

iA(Xi)
Q∗

//

π∗
��

⊕

iA(Xi × Z)

P∗

��

A(∗)
q∗

// A(Z).

Da π∗ surjektiv ist, gibt es ein Element e′ im Urbildbereich der Eins von A(∗). Sei e := Q∗(e′).

Da Restriktion ein Ringhomomorphismus ist, gilt q∗(1) = 1. Auch gilt P∗(e) = 1 wegen der

Kommutativität des Diagramms.
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(1) Wir geben eine spaltende Abbildung s zu P∗ :
⊕

iM(Xi × Z) → M(Z) an. Definiere

dazu

s : M(Z) −→
⊕

i

M(Xi × Z), m 7−→ e · P ∗(m).

Dann gilt P∗(π(m)) = P∗(e·P
∗(m)) = P∗(e)·m = 1·m = m. Es sei bemerkt, dass π zu nächst

in das Produkt der M(Xi × Z) abbildet. Da aber e = (e1, . . . , ei, . . . ) aus
⊕

iA(Xi × Z)

ist, sind nur endlich viele ei ungleich 0 und damit liegt das Bild von s in der direkten Summe.

(2) Dual definieren wir s′ zu P ∗ : M(Z)→
∏

iM(Xi × Z) durch

s′ :
∏

i

M(Xi × Z) −→M(Z), m 7−→ P∗(e ·m),

und damit folgt dann s′(P ∗(m)) = P∗(e · P
∗(m)) = P∗(e) ·m = 1 ·m = m.

Damit haben wir die gesuchten Spaltabbildungen angegeben. �

Das Theorem besagt also, dass für einen X-surjektiven Greenfunktor A alle Moduln

X-injektiv und X-projektiv sind; insbesondere A selbst. Auch entnimmt man dem Beweis,

dass X eine endliche Induktionsmenge F′ enthält, so dass es ebenso für X′ gilt. Die Elemente

von X′ sind nämlich genau die Xi mit nicht verschindendem Beitrag zu e′.

In welchen Fällen man auch explizit X-injektiv und X-projektiv folgern kann, halten wir nun

fest.

Folgerung 3.1.6. Wirkt e′ =
∑

i e
′
i in dem obigen Beweis als M(φ, f)i, d.h.

M(φ, f)i : M(Xi) −→M(Xi), m 7−→ e′i ·m,

so ist M explizit X-projektiv und explizit X-injektiv.

Dies ist insbesondere dann immer der Fall, wenn A ein Basis-Greenfunktor ist.

Beweis. Wirkt e′i als Endomorphismus M(φ, f)i auf M(Xi), so ist

(3.1.1) e′ · π∗ =
∑

i

e′i · π
∗ =

∑

i

M(φ, f)i ◦M(πi, 1)

=
∑

i

M((πi, 1) ◦ (φ, f)i) =
∑

i

M(πφ, f)i =
∑

i

M(π, f)i

ein expliziter Spalthomomorphismus. Analog verhält es sich für m 7→ π∗(e
′ ·m).

Ist A ein Basis-Greenfunktor, so wird jedes Element in einem A(Xi) vermöge des kanonischen

Homomorphismus a : U → A durch Linearkombinationen von Diagrammen (δj , δj) : Xi ←

Yj → Xi repräsentiert. Nach Konstruktion operiert dann
∑

j

nja(δj , δj) = (δ, δ)i = e′i

wie gefordert als M(δ, δ)i : M(Xi) −→ M(Xi). �
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Bemerkung 3.1.7. Die Injektivität von M(∗)→
⊕

iM(Xi) impliziert jedoch nicht notwen-

dig die X-Surjektivität von M , auch nicht für Greenfunktoren.

Ein Gegenbeispiel ist der (komplexe) Darstellungsring R(G) einer endlichen Gruppe G. Auch

wenn der konkrete Kontext selbstverständlich ist, sei zur vollständigen Einbindung in den

formalen Rahmen als Greenfunktor auf das nächste Kapitel verwiesen.

Nur das Nötigste an dieser Stelle. Wir betrachten den Der Greenfunktor R über Ω, der dort

durch R(G/H) := R(H) auf den Objekten G/H erklärt ist. Induktion sowie Restriktion sind

die üblichen der Darstellungstheorie.

Da Darstellungen durch ihre Charaktere bestimmt sind, ist die Restriktionsabbildung auf

die Summe aller Darstellungsringe von zyklischen Untergruppen injektiv. Doch nicht jede

Darstellung (= Element im Darstellungsring) lässt sich als induzierte Darstellung von

zyklischen Untergruppen gewinnen. Damit ist R nicht X-surjektiv.

3.1.2. M∆-Theorem. Wir zeigen nun, dass man die Untersuchung von M auf explizite

X-Projektivität auf M∆ reduzieren kann. Dazu betrachten wir effektive Moduln über einem

Basis-Greenfunktor M∆.

Ein Mackeyfunktoren M heißt effektiv, wenn die durch die Anwendung von M induzierte

Abbildungen

mX : M∆(X)→ Hom(M(X),M(X)), (φ, f) 7→M(φ, f)

für alle Objekte X injektiv sind. Da wir M∆ an X als U(X)/IM(X) definiert hatten (vgl.

Satz 2.4.1), ist dies gleichbedeutend mit IM(X) = Kern(mX).

Lemma 3.1.8. Sei M ein Mackeyfunktor und M∆ X-surjektiv. Dann ist M∆ explizit X-

projektiv und damit auch alle M∆-Moduln N , insbesondere M .

Beweis. Dies ist genau die Ausage von Theorem 3.1.5 mit Folgerung 3.1.6. �

Auch eine umgekehrte Implikation ist möglich. Da in Theorem 3.1.5 immer eine endliche

Induktionsmenge in X existiert, ist es nötig, wenn eine Umkehrung gelten soll, dies nun zur

Voraussetzung zu machen.

Theorem 3.1.9. Sei M ein effektiver M∆-Modul und X eine endliche Induktionsmenge. So

ist M genau dann explizit X-projektiv, wenn M∆ explizit X-projektiv ist.

Beweis. Da M ein M∆-Modul ist, gilt die eine Richtung nach voranstehendem Lem-

ma. Wegen Theorem 3.1.5 reicht es, in umgekehrter Richtung nur die Surjektivität von
⊕

iM∆(Xi)→M∆(∗) zu zeigen.

So sei M als explizit X-projektiv angenommen, d.h. π∗ :
⊕

iM(Xi) → M(∗) ist surjektiv

und hat einem expliziten Spalthomomorphismus
∑

iM(π, f)i,
∑

i

π∗M(π, f)i =
∑

i

M(π, πf)i =
∑

i

M(π, π)i = 1M(∗),
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mit Komponenten M(π, f)i =
∑

j njM(πj , fj) sowie (πj , fj) : Xi ← Yj → ∗

Betrachten wir den Induktionshomomorphismus π∆
∗ von M∆

π∆
∗ :

⊕

i

M∆(Xi) −→M∆(∗), M∆[γ]i 7−→ M∆[πγ]i,

so ist, wegen der Injektivität von mX : M∆(X)→ Hom(M(X),M(X)), die Zuordnung

M(γ, γ) 7−→ π∆
∗ (M(γ, γ)) = π∗ ◦M(γ, γ) ◦ π∗

wohldefiniert.

Da das Bild der Induktion ein Ideal ist, reicht es zu zeigen, dass das Eins-Element, die

Identität in M∆(∗) im Bild von π∆
∗ enthalten ist. Ein Urbild ist dann aber mit

∑

i

M∆(f)i =
∑

i

M(f, f)i

gegeben, denn

π∆
∗ (M∆(f)i) = π∗ ◦M(f, f)i ◦ π

∗ = M(π, π)i,

und damit π∆
∗ (

∑

iM∆(f)i) =
∑

iM(π, π)i = 1M(∗). �

Folgerung 3.1.10. Sei A ein X-surjektiver Greenfunktor und M ein explizit X-projektiver

A-Modul. Dann ist M∆ ist eine explizit X-projektive A∆-Algebra.

Gibt es einen Greenfunktor A, der M zu einem A-Modul macht und obendrein explizit

X-projektiv ist, so ist dies A = M∆.

3.2. Idempotente und Basis-Greenfunktoren

Wie wir schon gesehen haben, gibt es genau einen Greenfunktorhomomorphismus U →
A zwischen dem universellen Greenfunktor U und einem Greenfunktor A. Für Basis-

Greenfunktoren folgt daraus noch mehr. Es gibt höchstens einen Greenfunktorhomomor-

phismus B → B′ zwischen Basis-Greenfunktoren B und B′, da dieser immer mit

U

��   A
AA

AA
AA

B // B′

verträglich ist.

Die Existenz von Morphismen zwischen Basis-Greenfunktoren definiert eine partielle Ord-

nung auf der Menge der Basis-Greenfunktoren und damit indirekt auch auf Mackeyfunktoren.

Ist B ein Basis-Greenfunktor und M ein Mackeyfunktor, so ist M genau dann ein B-Modul,

wenn es einen Greenfunktorhomomorphismus B → M∆ gibt. Dies hat einen umfangreichen

Einfluss auf Induktionssätze.

Lemma 3.2.1. Sei X = {Xi} eine Induktionsmenge und B, B′ Basis-Greenfunktoren mit

B → B′. Ist dann B explizit X-projektiv, so auch B′.
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Beweis. Da B explizit X-projektiv ist, ist
⊕

iB(Xi) → B(∗) surjektiv; ebenso auch

B(∗) → B′(∗). Da aber B → B′ ein Greenfunktorhomomorphismus ist, kommutiert fol-

gendes Diagramm
⊕

iB(Xi)

��

// B(∗)

��
⊕

iB
′(Xi) // B′(∗).

Der untere Homomorphismus ist surjektiv und nach Theorem 3.1.5 ist B′ explizit X-

projektiv. �

Spezielle Basis-Greenfunktoren entstehen aus den idempotenten Elementen des universellen

Greenfunktors U(∗). Ist e ∈ U(∗) ein idempotentes Element, gilt also e = e2, dann

definiert die durch πi : Xi → ∗ induzierte Restriktion π∗
i : U(∗) → U(Xi) das Idempotente

π∗
i (e) ∈ U(Xi), das wir mit ei bezeichnen werden. Jedes dieser Idempotenten liefert durch

die Multiplikation U(Xi) → U(Xi), x 7→ ei · x eine Projektion, die nach Konstruktion mit

Induktion und Restriktion verträglich ist. Das Bild dieser Homomorphismen wird damit zu

einem Basis-Greenfunktor, den wir durch Ue notieren.

Zum terminalen Objekt ∗ = G/G haben wir U(G/G) = UG, dessen Elemente durch

Linearkombinationen von Morphismen πi : Xi → ∗ repräsentiert werden, letztlich durch

Objekten Xi.

Satz 3.2.2. Sei e ∈ U(∗) ein idempotentes Element, das durch die Linearkombination
∑

i ni[Xi] repräsentiert wird und X = {Xi} die dazugehörige Induktionsmenge. Dann ist

Ue explizit X-projektiv.

Beweis. Ein Basis-Greenfunktor B ist explizit X-projektiv, wenn die Identität von B(∗) im

Bildbereich des Induktionshomomorphismus B(X) → B(∗) liegt. So wird die Identität von

U(Xi) durch 1i : Xi → Xi repräsentiert und eine Linearkombination
∑

i ni[Xi
1i← Xi

1i→ Xi]

hat unter der Induktion das Bild
∑

i ni[∗
πi← Xi

πi→ ∗] = e, was wiederum genau dem

Einselement in Ue(∗) entspricht. Aus der Kommutativität von
⊕

i U(Xi)

��

// U(∗)

��
⊕

i Ue(Xi) // Ue(∗)

folgt, dass
∑

i niei in
⊕

i Ue(Xi) auf e abgebildet wird. �
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Explizite Induktionssätze

Nachdem wir uns Erweiterungen der Induktionskategorie Ω und der Mackeyfunktoren ver-

schafft haben und die Grundüberlegung der Induktionstheorie kennen gelernt haben, befassen

wir uns nun mit der Ausarbeitung expliziter Induktionssätze. Dabei zeigen wir, wie man im

konkreten Fall einer kompakten Lie-Gruppe G mit Hilfe der bisher entwickelten Methoden

und einem intensiven Studium des universellen Greenfunktors und speziell dem Eulerring

UG = U(G/G) zu expliziten Induktionssätzen gelangt. Da UG fundamental für alle beschrie-

benen Induktionskategorien ist, sind die folgenden Ergebnisse sowohl für Ω, als auch für Ω̃

relevant. In diesem Abschnitt ist es notwendig den jeweiligen Grundring R = Z,Z(p) oder Q
im Auge zu behalten, da dieser erheblichen Einfluss auf die Struktur von R⊗Z UG hat.

4.1. Der Burnsidering

Viele grundlegende Erkenntnisse von denen hier nur berichtet werden wird, sind im Detail

in [tD87, IV.1-6] zu finden. Da wir im Folgenden genauer auf die Primidealstruktur des

Eulerrings eingehen werden, ist es von nun an nötig, präzise zwischen den Grundringen zu

unterscheiden. Soweit nichts bemerkt ist, sei der Grundring R = Z.

Unter einer Familie F von UntergruppenH ≤ G verstehen wir eine Menge von Untergruppen,

die mit H ∈ F auch alle Untergruppen K ≤ H und dazu konjugierte Gruppen gKg−1, g ∈ G,

enthält. Sie ist Teilmenge des Untergruppenverbandes SG. Die Metrik einer Lie-Gruppe

induziert eine Metrik, die Hausdorffmetrik d, auf dem Raum der abgeschlossenen Teilmengen.

Insbesondere gilt dies für den Untergruppenverband, was ihn, wegen der Kompaktheit von

G, zu einem kompakten topologischen Raum macht.

Die Konjugation ist eine stetige Operation auf SG mit Orbitraum ΓG, dem Raum der

Konjugationsklassen von Untergruppen in G. Er ist kompakt und vollkommen unzusam-

menhängend. So definiert jede Familie F von Untergruppen auch eine Familie in ΓG. Da sie

sich bijektiv entsprechen, werden wir diese im Folgenden auch mit F notieren.

Manchmal ist es sinnvoll, einen abgeschlossenen Unterraum von SG zu betrachten: Den Raum

der Untergruppen mit endlichen Weyl-Gruppen. Dessen Orbitraum bezeichnen wir mit ΦG.

Bedeutende Eigenschaften dieser Räume werden durch folgendes Lemma beschrieben.

Lemma 4.1.1. (1) Für jede Untergruppe H gibt es ǫ > 0, so dass für alle K mit

d(K,H) < ǫ gilt: (K) ≤ (H).

(2) Sei (H) = lim(Hn) in ΓG. Dann gibt es ein n0 und Untergruppen Kn von H, so

dass (Hn) = (Kn) für alle n mit n > n0 gilt.

(3) Sei H = limHn und X ein G-Raum X mit endlichem Orbittyp. Dann gilt XHn =

XH für fast alle n.

45
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Folgerung 4.1.2. Sei S ⊂ ΓG eine kompakte Teilmenge. Dann enthält S nur endlich viele

maximale Elemente bezüglich der durch Subkonjugation induzierten partiellen Ordnung auf

ΓG.

Beweis. Zu jeder Untergruppe H finden wir ein ǫH > 0, so dass alle Untergruppen K von

G mit d(K,H) < ǫH subkonjugiert zu H sind. Diese Eigenschaft überträgt sich auch auf

ΓG. Überdecken wir nun S mit den offenen Kugeln U(H) = {(K) | d(K,H) < ǫH}. Wegen

der Kompaktheit von S reichen endlich viele zur vollständigen Überdeckung aus, weswegen

es nur endlich viele maximale Klassen geben kann. �

Folgerung 4.1.3. Sei F ⊂ ΓG eine kompakte Familie. Dann ist F offen und abgeschlossen.

Beweis. Wir wissen, dass F nur endlich viele maximale Elemente Hi, i = 1 . . . n, enthält.

Damit ist F die endliche Vereinigung von F(Hi) = {(K) | (K) ≤ (Hi)}. Nun ist F(Hi) das

Bild der natürlichen und nach [Gre98] offenen und abgeschlossen Abbildung ΓHi → ΓG.

Damit ist auch F offen und abgeschlossen. �

Da ein endlicher G-Komplex auch endlichen Orbittyp hat, ist die Funktion ΓG→ Z, (H) 7→

χ(XH) für endliche G-CW Komplex X stetig, wenn Z die diskrete Topologie trägt. Somit

definiert dies eine Abbildung φ des ganzzahligen Eulerrings UG in den Ring C(ΓG,Z) der

stetigen Funktionen von ΓG in den diskreten topologischen Raum Z.

Umgekehrt gibt es zu jeder Untergruppe H einen Ringhomomorphismus φH : UG → Z, der

auf einem Repräsentanten X eines Elementes im Eulerring durch die ZuordnungX 7→ χ(XH)

definiert ist. Jeder Homomorphismus UG → Z entsteht mit geeignetem H durch solch einen

Homomorphismus. Insbesondere ist

φ′ : UG −→ C(ΓG,Z), [X] 7−→ ((H) 7→ χ(XH))

ein Ringhomomorphismus. Der Kern dieser Abbildung besteht aus dem Nilradikal NG, wel-

ches als Untergruppe von den Basiselementen [G/H ] mit nicht endlichen Weylgruppen WH

erzeugt wird. Der Faktorring UG/NG ist der Burnsidering AG. Dieser ist demnach als abel-

sche Gruppe frei über ΦG, d.h. es gibt eine Inklusion φ : AG → C(ΦG,Z), welche genauso

wie φ′ ein Ringhomomorphismus ist.

4.1.1. Idempotente im Eulerring. Aus den bisherigen Ergebnissen leiten wir nun

einige einfache Informationen über Idempotente in UG her. Idempotente Elemente eines

Rings R entsprechen genau den offenen und abgeschlossenen Mengen im Primidealspek-

trum Spec(R). Ist N das Nilradikal von R, so sind die Spektren von R und R/N kanonisch

homöomorph. D.h. die idempotenten Elemente von UG und AG entsprechen sich bijektiv.

Durch die Inklusion AG → C(ΦG,Z) sehen wir, dass für ein Idempotentes [X] ∈ AG immer

φ(X)(H) = χ(XH) ∈ {0, 1} gilt. Weiter liefert diese Inklusion eine stetige, abgeschlossene

und surjektive Abbildung der Spektren

ΦG× Spec(Z) = Spec(C(ΦG,Z)) −→ Spec(AG),
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wobei ((H), p) auf das Primideal q(H, p) = φ−1
H ((p)) abgebildet wird, siehe Proposition 5.7.10

[tD79]. Gleiches erhält man für den lokalen Fall (Q = Z(0)), wir haben

ΦG× Spec(Z(p)) = Spec(C(ΦG,Z(p))) ∼= Spec(C(ΦG,Z)⊗ Z(p))

und

Spec(C(ΦG,Z)⊗ Z(p)) −→ Spec(Z(p) ⊗AG)

als stetige, abgeschlossene und surjektive Abbildung. Da die Ordnung der Weylgruppen

WH für alle (H) ∈ ΦG beschränkt ist, ist diese Abbildung für fast alle Primzahlen p ein

Isomorphismus.

4.1.2. Idempotente und Familien. Zu einer Familie F ⊂ ΓG betrachten wir nun die

Menge E(F) der Idempotenten e ∈ Z(p) ⊗ UG, so dass Fe = {(H) ∈ ΓG | φ′(e)(H) = 1} eine

kompakte (und offene) Familie ist, die F enthält. Diese ist nicht leer, da sicherlich 1 ∈ E(F).

Mit e, e′ ∈ E(F) liegt auch ee′ in E(F) und es gilt Fee′ ⊂ Fe. Nummeriern wir nun diese

Elemente und notieren sie mit e0 = 1, e1, e2, . . . . Damit können wir absteigende Kette

ΓG = Fe0 ⊇ Fe1 ⊇ Fe1e2 ⊇ · · · ⊇ Fe1...en ⊇ . . .

bilden. Wegen Folgerung 4.1.2 und der absteigenden Kettenbedingung kompakter Lie-

Gruppen ist diese Folge nach endlich vielen Schritten stationär. Letztlich erhalten wir eine

kleinste offene und abgeschlossene Familie Fep und dazu ein Idempotentes ep ∈ Z(p) ⊗ UG
mit

φ′(ep)(H) =

{

1, für H ∈ Fep

0, sonst.

Diese Familie wollen wir auch mit Fp notieren. Zusammengefasst erhalten wir also zu einer

kompakten Familie F und jeder Primzahl p eine kompakte und offene Familie Fp = {(H)}

und damit ein Idempotentes ep in Z(p) ⊗ UG. Die Familie Fp enthält nach Folgerung 4.1.2

nur endlich viele maximale Untergruppen. Für diese gilt

Lemma 4.1.4. Die maximalen Untergruppen in Fp treten in der Basisdarstellung
∑

ni[G/Ki]

von ep als maximale G/Ki mit nichttrivialen Koeffizienten auf.

Beweis. Die Behauptung folgt unmittelbar aus der Maximalität der betrachteten Unter-

gruppen. �

Folgerung 4.1.5. Für die Untergruppen in der Basisdarstellung von ep gilt (Ki) ∈ Fp.

Beweis. Da nach 4.1.4 die maximalen (Ki) in Fp enthalten sind und Fp als Familie auch

alle Untergruppen enthält, liegen auch die nicht-maximalen (Ki) in Fp. �

Wir hatten schon erwähnt, dass die Ordnungen der endlichen Weylgruppen WH für (H) ∈

ΦG beschränkt sind. Dies hat eine wesentliche Konsequenz für die auftretenden Familien Fp.

Lemma 4.1.6. Es gibt eine Familie F′ ⊃ F, so dass für fast alle Primzahlen p

F′ = Fp

gilt.
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Beweis. Wir betrachten zunächst den Ringhomomorphismus φ : AG → C(ΦG,Z). In Pro-

position (4.14) [tD87, IV.4] wird gezeigt, dass B = {xH = |WH|−1φ(G/H) | (H) ∈ ΦG}

eine Basis von C(ΦG,Z) ist. Damit ist B auch eine Z(p)-Basis des Z(p)-Moduls C(ΦG,Z(p)).

Sei nun n das größte gemeinsame Vielfache aller |WH|, (H) ∈ ΦG. Für eine Primzahl p

mit (p, n) = 1 sind dann alle |WH| in Z(p) für (H) ∈ ΦG invertierbar. Damit können wir

|WH|−1[G/H ] auch als ein Element in Z(p) ⊗AG auffassen und erkennen, dass die durch φ

induzierte Abbildung Z(p)⊗AG → C(ΦG,Z(p)) nicht nur injektiv, sondern auch surjektiv ist.

Sind (K) ≤ (K ′) ∈ ΓG, so dass K normal in K und K ′/K ein Torus ist, so gilt für einen

G-Raum X jeweils χ(XK) = χ(XK ′

). Zu (K) ∈ ΓG mit nicht endlicher Weylgruppe WK

gibt es ein eindeutiges (K ′) ∈ ΦG und eine, nicht notwendig eindeutige, Kette

K = K0 < K1 < · · · < Kr = K ′,

so dass Kn+1/Kn ein Torus ist, vgl. [Gre98]. Sei nun F′ die Familie, die entsteht, wenn man

F um alle Klassen (L) mit L < K ′ für (K) ∈ F ergänzt.

Sei nun e das Idempotente in C(ΦG,Z(p)), das durch

e(H) =

{

1, für H ∈ F′ ∩ ΦG

0, sonst.

definiert ist und ẽp dessen Urbild vermöge φ. Dazu gibt es dann das Idempotente ep ∈ Up.

Nach Konstruktion gilt φ′(ep)(H) = 1 für (H) ∈ F, ebenso gilt nach Konstruktion für alle

Idempotente ei mit dieser Eigenschaft φ′(e)(H) = 1 für (H) ∈ F′. Daraus folgt F′ = Fp und

die Notation ep für das zugehörige Idempotente ist gerechtfertigt.

Nun ist die Definition von F′ unabhängig von p. Damit folgt für alle Primzahlen p mit

(p, n) = 1 die Behauptung F′ = Fp. �

Damit treten letztlich in F∞ =
⋃

p Fp nur endlichviele verschiedene Familien Fp auf, so dass

dies eine kompakte und bezüglich Subkonjugation abgeschlossene Familie ist. Wir notieren

hierzu X∞ als Induktionsmenge {G/H | (H) ∈ F∞}.

4.2. Induktionssätze

Abschnitt 3.2 behandelt den Zusammenhang von Idempotenten und Induktionssätzen. Wir

beginnen mit einer fest gewählten kompakten Familie F. Zu jeder Primzahl p erhalten wir

wie beschrieben die Familie Fp und das Idempotente ep. Zu diesem gibt es wiederum den

p-lokalen Basis-Greenfunktor Uep ⊂ Up = Z(p) ⊗ U . Die direkte Anwendung von Satz 3.2.2

liefert nun schon ein erstes Ergebnis.

Vorher benötigen wir noch folgende Überlegungen. Sei X = {G/K | (K) ∈ F}, da F nur

endlich viele maximale Elemente (H0), . . . , (Ht) enthält, ist X = {G/H1, . . . , G/Ht} ⊂ X
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und es gilt die disjunkte Vereinigung X =
⊔

(Hi)∈Fm
G/Hi als ein Objekt in Ω̃, das wir

ebenso mit X notieren. Dann gilt

Lemma 4.2.1. Ein Mackeyfunktor M ist genau dann (explizit) X-projektiv, wenn er (explizit)

X-projektiv ist.

Beweis. Wegen
⊕t

i=0M(G/Hi) ∼= M(X) ist die eine Richtung trivial. Die andere Rich-

tung folgt, da jede Untergruppe K ∈ F auch eine Untergruppe in einer maximalen in

(H0), . . . , (Ht) ist, d.h. es folgt aus der Transitivität der Induktion die Existenz eines

i(K) ∈ {1, . . . , t} mit

M(G/K) −→ M(G/Hi(K)) −→M(G/G)

und somit
⊕

(K)∈F

M(G/K) −→
⊕

(K)∈F

M(G/Hi(K))
π∗−→M(G/G).

Zunächst mag die mittlere Summe unendlich viele Summanden haben, doch die Additivität

von M gestattet uns, diese auf
⊕t

i=1M(G/Hi) zu reduzieren. Dies ist möglich, da für alle

Summanden mit i(K) = i = I(K ′) auch alle Abbildungen π∗ : M(G/Hi) → M(G/G)

identisch sind.

Ist also
∑

xKi aus dem Urbild von π∗, wobei mit xKi aus einem M(G/Hi(K)) und i(K) = i

sei, so gilt

π∗(
∑

i,(K)

xKi ) =
∑

i,(K)

π∗(x
K
i ) =

∑

i

π∗(
∑

(K)

xKi ),

wobei die innere Summe des letzten Terms als Element von M(G/Hi) aufgefasst werden

kann. Damit ist nun auch M(X)→ M(G/G) als surjektiv erkannt.

Für etwaige Spalthomomorphismen liefert die entsprechende Komposition mit

⊕

(K)∈F

M(G/K) −→
⊕

(K)∈F

M(G/Hi(K)) −→
t

⊕

i=1

M(G/Hi)

den gesuchten Spalt. Die letzte Abbildung ist, wie schon erwähnt, einfach die Addition in
⊕

i(K)=iM(G/Hi(K))→M(G/Hi) für alle i. �

Satz 4.2.2. Sei
∑

i ni[G/Ki] die Basisdarstellung von ep ∈ Up und B ein Basis-Greenfunktor

mit kanonischem Homomorphismus b : U → B. Gilt nach Lokalisierung an p dann b(ep) = 1,

so ist die Bp = Z(p) ⊗B explizit XFp-projektiv.

Beweis. Wir nutzen das letzte Lemma. Sei X =
⊔

G/Ki und π : X → ∗. Wir zeigen, dass

B explizit X-projektiv ist. Gilt b(ep) = 1 in Bp(∗), so auch

b(π∗(ep)) = π∗(b(ep)) = π∗(1) = 1.

Nun ist b(1 − ep) = 1 − b(ep) = 0, womit der Basis-Greenfunktor U1−ep im Kern des

Homomorphismus b : Up → Bp liegt, so dass wir eine Faktorisierung Uep → Bp erhalten und

die Behauptung mit Satz 3.2.2 und Lemma 3.2.1 folgt. �
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Theorem 4.2.3. Sei B ein Basis-Greenfunktor und B(∗) → BQ(∗) injektiv. Weiter sei ep
das Idempotente zu Fp sowie X∞ die Induktionsmenge der zu F∞ =

⋃

p Fp. Faktorisiert dann

der kanonische Homomorphismus Up → Bp gemäß

Up //

  A
AA

AA
AA

A
Bp

Uep

>>}}}}}}}}

über Uep , so ist B explizit X∞ projektiv.

Beweis. Wegen Satz 4.2.2 wissen wir, dass der Induktionshomomophismus

π∗ :
⊕

(H)∈X∞

Bp(G/H)→ Bp(∗)

für alle Primzahlen p surjektiv ist. Ein allgemeines Resultat der Algebra gibt nun an, dass

dann der Homomorphismus π∗ auch schon vor dem Lokalisieren surjektiv war. Wir wer-

den dieses aber auch gleich konkret zeigen, in dem wie ein Urbild der Eins direkt konstruieren.

Nach Theorem 3.1.5 und der speziellen Folderung 3.1.6 für Basis-Greenfunktoren belegen,

dass B auch explizit X∞-projektiv ist. �

Wie versprochen wollen wir nun angeben, wie man explizit einen expliziten Spalthomomor-

phismus zur Induktion

π∗ :
⊕

(H)∈X∞

B(G/H)→ B(∗)

erhält. Es ist genau der in Theorem 3.1.5 als e ·π∗ angegebene, mit einem e ∈
⊕

X∞

B(G/H),

so dass π∗(e) = 1 ∈ B(∗). Damit ist lediglich das Element e zu konstruieren.

Da π∗ :
⊕

X∞

Bp(G/H)→ Bp(∗) für alle Primzahlen p surjektiv sind, finden wir dazu jeweils

ein Urbild yp der Eins, d.h. π∗(yp) = 1 ∈ Bp(∗). Zu yp gibt Untergruppen Hi, i = 1, . . . , r,

und yp(i) ∈ Bp(G/Hi) mit

yp =
r

∑

i=1

yp(i).

In Bp(G/Hi) können wir das Element yp(i) als Linearkombination
∑s

j=1 np(i, j)yp(i, j) mit

np(i, j) ∈ Z(p) und yp(i, j) ∈ B(G/Hi) schreiben. Zusammen erhalten wir also

yp =
∑

i

yp(i) =
∑

i,j

np(i, j)yp(i, j).

Als Element in Z(p) lässt sich np(i, j) durch ap(i,j)
bp(i,j)

mit ap(i, j), bp(i, j) ∈ Z und (p, bp(i, j)) = 1

schreiben. Sei mp ∈ Z das kleinste gemeinsame Vielfache dieser bp(i, j), i = 1, . . . , r,

j = 1, . . . , s.

Damit hat

mpyp =
∑

i,j

mpnp(i, j)yp(i, j)
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ganzzahlige Koeffizienten mpnp(i, j), d.h. mpyp ∈
⊕r

i=1B(G/Hi) und π∗(mpyp) = mp · 1 ∈
B(∗). Hierbei geht ein, dass B(∗) → Bp(∗) injektiv ist, da B(∗) → BQ(∗) als injektiv

vorausgesetzt war.

Ist mp = qe11 · · · · · q
et
t die Primfaktorzerlegung von mp, so tritt p nach Konstruktion nicht

als eine der qk auf. Analog zu mp erhalten wie entsprechende mqk zu den Primzahlen qk,

k = 1, . . . , t. Mit p = q0 gilt nun

(mq0, mq1 , . . . , mqt) = 1,

d.h. es gibt λk ∈ Z mit

λ0mq0 + λ1mq1 + · · ·+ λtmqt = 1.

Betrachten wir nun e =
∑

k λkmqkyqk. Dann gilt

π∗(e) =
∑

k

λkπ∗(mqkyqk) =
∑

k

λkmqk · 1

= (λ0mq0 + λ1mq1 + · · ·+ λtmqt) · 1 = 1 · 1

und wir haben damit das gesuchte Urbild der Eins gefunden, da λkmqkyqk nach Konstruktion

in der Basisdarstellung ganzzahlige Koeffizienten hat.

Unsere bisherigen Überlegungen gestatten uns nun folgende Strategie einen Induktionssatz

eines Machyfunktors M zu gewinnen.

Zunächst gilt es zum zugehörigen Basis-Greenfunktor M∆ = B über zu gehen. Dann bestim-

me man eine Familie F mit einer Inklusion

π∗ : B(∗) −→
∏

(H)∈F

B(G/H).

Der schwierigste Teil dabei ist sicherlich ein minimales F zu finden. Unter geeigneten Bedin-

gungen erhält sich die Inklusion nach Lokalisierung an (p), z.B. wenn B → BQ injektiv ist.

Dann bleibt auch

π∗ : Bp(∗) −→
∏

(H)∈Fp

Bp(G/H)

injektiv. Wir erhalten zunächst also das äußere Quadrat in folgendem Diagramm.

Up(∗)

����

##G
GGGGGGGG

//
∏

Fp
Up(G/H)

=

vvmmmmmmmmmmmmm

����

Uep(∗)

{{{{wwwwwwwww

⊂ //
∏

Fp
Uep(G/H)

(( ((QQQQQQQQQQQQQ

Bp(∗)
⊂ //

∏

Fp
Bp(G/H).
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Die innere Zeile ergibt sich aus der Definition von Uep. Nun ist aber
⊕

Fp
Uep(∗) // // Uep

natürlich surjektiv und wir bekommen p-lokale Induktionssätze aus dem Diagramm
⊕

Fp
Uep(G/H)

����

// // Uep(∗)

����
⊕

Fp
Bp(G/H) // // Bp(∗)

und mit dem letzten Theorem auch einen expliziten Induktionssatz für B = M∆ und damit

für M als Mackeyfunktor über Ω̃Z.

All dies fassen wir in folgenden Theorem zusammen.

Theorem 4.2.4. Sei F eine kompakte Familie, F∞ wie oben mit zugehörigen Induktions-

menge X∞. Weiter sei B ein Basis-Greenfunktor und B(∗) → BQ(∗) sowie die Restriktion

BQ(∗)→
∏

F
BQ(G/H) seien injektiv. Dann ist die Induktion

⊕

G/K∈X∞

B(G/K) −→ B(∗)

surjektiv sowie B explizit X∞-projektiv.

Beweis. Aus der Surjektion U → B erhalten wir auch für alle Lokalisierungen an Primidea-

len (p) einen surjektiven Homomorphismus b : Up → Bp, so dass für x und y ∈ Up(G/H)

aus

φ′(x)(K) = φ′(y)(K), für alle K ≤ H

in Bp(H) die Gleichheit bH(x) = bH(y)+bH(n) mit einem nilpotenten Element n ∈ Up(G/H)

folgt.

Nachg Voraussetzung ist π∗
B : B(∗)→

∏

F
B(G/H) auch nach Lokalisierung an (p) injektiv,

insbesondere für (p) = (0). Ebenso ist für jede Primzahl p

B(∗) −→ Bp(∗) −→ BQ(∗)

an jeder Stelle injektiv.

Gilt nun für x und y ∈ Up(∗)

φ(x)(K) = φ(y)(K) für alle K ∈ F,

so ist nach Restriktion entlang G/H → ∗ und Lokalisierung an (0)

bH(x)− bH(y) = bH(n) = 0 ∈ Q⊗ Bp(H).

Da dies für alle H ∈ F erfüllt ist, besteht die Gleichheit bG(x) = bG(y) schon in Q ⊗ Bp(∗)

und damit auch in Bp(∗).

Sei ep das idempotente Element zu Fp in Up mit φ(ep)(K) = 1 für alle K ∈ Fp. Dann ist das

Bild von ep in Bp(∗) das Eins-Element, da für alle K ∈ F gilt

φ(e)(K) = 1 = φ(1)(K).
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Nach Folgerung 4.2.2 faktorisiert Up → Bp über Uep, so dass Bp explizit XFp-projektiv ist.

Dies gilt für alle p, wodurch mit Satz 4.2.3, wie behauptet, B als explizit X∞-projektiv

erkannt ist. �

Dieses und das nächste Ergebnis ist schon in [tD87, IV.)] zu finden, jedoch durch andere

Methoden bewiesen.

Zu einer kompakten Familie F und einem Basis-Greenfunktor B betrachten wir nun den

Kern Kp(F) des Restriktionshomomorphismus Bp(∗) →
∏

F
Bp(G/H). Sei Ip(Fp) das Bild

der Induktion
⊕

Fp
Bp(G/K)→ Bp(∗). Dann gilt

Theorem 4.2.5.

Bp(∗) = Kp(F) + Ip(Fp).

Beweis. Nach Voraussetzung faktorisiert der Restriktionshomomorphismus über die injek-

tive Abbildung Bp(∗)/Kp(F)→
∏

F
Bp(G/H), welche sich zu einer Inklusion

Bp(∗)/Kp(F) −→
∏

F

Bp(G/H) −→
∏

Fp

Bp(G/H)

fortsetzt. Damit kommutiert

Bp(∗)/Kp(F) //
∏

Fp
Bp(G/H)

Up(∗)
π∗

//

OO

∏

Fp
Up(G/H).

OO

Sei ep ∈ Up das Idempotente zu Fp. Nach Konstruktion ist π∗(1 − ep) = 0, so dass die

Zuordnung

Uep(∗) −→ Bp(∗)/Kp(F), ep[X] 7−→ b(X) +Kp(F)

ein wohldefinierter und surjektiver Homomorphismus ist.

Das Bild des Idempotenten ep in Up(∗) ist ein Element in der Nebenklasse der Eins 1+Kp(F)

in Bp(∗). D.h. aber, dass die Eins von Bp(∗) als Summe x + y mit x ∈ Kp(F) und y aus

Ip(Fp) geschrieben werden kann. �

4.2.1. Defektmengen. Wir wollen nun kurz darstellen, dass der Schnitt zweier Induk-

tionsmengen aus homogenen Räumen wieder eine Induktionsmenge ist. Daraus schließen wir

die Existenz einer minimalen explizit projektiven Induktionsmenge zu einem Greenfunktor

A. Dazu benötigen wir eine partielle Ordnung auf den Familien von Untergruppen in G. Es

sei F ≤ F′, wenn für alle (K) aus F ein (H) aus F′ mit (K) < (H) existiert.

Lemma 4.2.6. Seien X1 = {G/Hi} und X2 = {G/Kj} zwei projektive Induktionsmengen

eines Greenfunktors A. Dann gibt es eine kompakte Familie {(Lk)} mit Induktionsmenge

X = {G/Lk} sowie {(Lk)} ≤ {(Hi)} und {(Lk)} ≤ {(Kj)}, so dass A explizit X-projektiv

ist. Sind X1 und X2 endlich, so auch X.
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Beweis. Nach Theorem 3.1.5 sind alle Abbildungen in
⊕

A(G/Hi) // A(∗)

⊕

A(G/Hi ×G/Kj)

OO

//
⊕

A(G/Kj)

OO

surjektiv. Wegen der Isomprohie Ufib(G/H,G/H × X) ∼= U(G/H × G/H × X) gibt es

allgemein eine Zerlegung

[G/H ← G/H ×X → G/H ×X] =
∑

s

ns[G/H ← G/Hs → G/H ×X],

so dass es zur Induktion p∗ entlang der Projektion p : G/H ×X → G/H eine Surjektion θ

⊕

sA(G/Hs)
θ // A(G/H)

A(G/H ×X)

hhQQQQQQQQQQQQQ

77ooooooooooo

gibt. Insbesondere für X = G/K gilt (Hs) = (H ∩ tKt−1) < (K) mit geeigneten t ∈ G, d.h.

wir können
⊕

A(G/Hi ×G/Kj)→ A(∗) als folgende Komposition zerlegen
⊕

A(G/Hi ×G/Kj) −→
⊕

A(Hi ∩ tKjt
−1) −→

⊕

A(G/Kj) −→ A(∗).

Dann ist {K | (K) < (Hs)} eine kompakte Familie, da nur endlich viele maximale Elemente

existieren. �

Folgerung 4.2.7. Zu jedem Mackeyfunktor M gibt es eine minimale endliche Induktions-

menge D(M) aus homogenen Räumen, Defektmenge von M genannt.

Beweis. Nach Lemma 4.2.1 hat jeder Mackeyfunktor eine endliche projektive Induktions-

menge. Mit Lemma 4.2.6 können wir eine absteigende Folge von endlichen Induktionsmengen

bilden, welche nach endlich vielen Schritten wegen der absteigenden Kettenbedingung für

abgeschlossene Untergruppen von G stationär wird. �

Zum Schluß betonen wir noch einmal, dass eine Induktionssatz über Ω̃ zu einem Induktions-

satz über Ω führt, vgl. Lemma 3.1.2.

Lemma 4.2.8. Jede Induktionsmenge X = {Xi} führt zu einer Induktionsmenge aus homo-

genen Räumen.

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Ufib(∗, Xi) = U(∗ ×Xi. �

4.3. Hyperelementare Induktion

Nun kommen wir zum hyperelementaren Induktionstheorem (HIT). Für endliche Gruppen

stammt dieses Ergebnis von Dress [Dre73], für kompakte Lie-Gruppen von tom Dieck

[tD87]; wir wollen einen neuen Beweis vorstellen und damit zeigen, dass die bisher
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entwickelte Theorie es gestattet auch eine explizite Version davon zu erhalten. Eine klassi-

sche Anwendung des HIT ist im Fall des komplexen Darstellungsring-Greenfunktors gegeben.

4.3.1. Hyperelementare Gruppen. Sei C eine topologisch zyklische Gruppe, was

heißt, es gibt einen Element x ∈ C, so dass die von x erzeugte Untergruppe dicht liegt. Ihre

Konjugattionsklassen bilden eine kompakte Familie C ⊂ ΓG. Sei weiter p eine Primzahl und

P eine p-Gruppe. Dann heißen Gruppen S, die C mit P erweitern, also die, zu denen es eine

kurze exakte Sequenz

0 −→ C −→ S −→ P −→ 0

gibt, p-hyperelementar.

Lemma 4.3.1. Ist S p-hyperelementar und H ≤ S eine Untergruppe, so ist auch H p-

hyperelementar.

Beweis. Entsteht S durch Erweiterung der topologisch zyklischen Gruppe C mit der

p-Gruppe P , so sei C ′ = H ∩ C. Dann ist auch C ′ normal in H und als Untergruppe

einer topologisch zyklischen Gruppe selbst wieder topologisch zyklisch. Folglich ist H/C ′

iosmorph zu CH/C, einer Untergruppe von P und damit H p-hyperelementar. �

Damit bilden die Konjugationsklassen der p-hyperelementaren Untergruppen eine Familie

Hp ⊂ ΓG. Auf die über alle Primzahlen p variierende Vereinigung H∞ =
⋃

p Hp all dieser

Familien beziehen wir uns als Familie der hyperelementaren Untergruppen. Auf Grund der

Beschränktheit der Komponenten von Weylgruppen WH für abgeschlossene Untergruppen

H ≤ G gibt es lediglich endlich viele p mit Hp 6= C.

Als nächstes werden wir einige Eigenschaften von p-hyperlementaren Untergruppen und

von Hp zusammenstellen.

Lemma 4.3.2. Die Familie Hp ist offen in ΓG.

Beweis. Folgt mit Lemma 4.1.1 und Lemma 4.3.1, denn damit können wir Hp als Vereini-

gung offener Umgebungen von p-hyperelementaren Gruppen scheiben. �

Ist S eine p-hyperelementare Untergruppe in einer kompakten Lie-Gruppe G, die als

Erweiterung von C mit P entsteht, so ist S eine Untergruppe des Normalisators NC von

C. Ist die Weylgruppe WC = NC/C von endlicher Ordnung, so ist P ≤ WC Untergruppe

einer p-Sylow Untergruppe von WC und S Untergruppe im Urbild dieser p-Sylowgruppe.

Grundsätzlich lässt sich zu jeder Untergruppe H mit endlicher Weylgruppe WH zu einer

p-Sylowgruppe P ′ ≤ WH deren Urbild in NH betrachten. Da alle p-Sylowgruppen in

WH konjugiert sind, erhalten wir also eine wohldefinierte Klasse in ΦG, die wir als (NpH)

notieren werden.
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Lemma 4.3.3. Sei S eine p-hyperelementare Untergruppe und K ein Untergruppe von G.

Weiter sei S normal in K und K/S eine Erweiterung eines Torus mit einer endlichen p-

Gruppe. Dann ist auch K eine p-hyperelementare Untergruppe.

Beweis. Als erstes ist festzuhalten, dass wir in S eine charakteristische topologisch

zyklische Untergruppe C finden, so dass S/C ein p-Gruppe ist. Eine toplogogisch zyklische

Gruppe ist abstrakt isomorph zu einem Produkt einer endlichen zyklischen Gruppe D

und einem Torus H . Dann ist C das Produkt des Torus mit dem zu p primen Anteil in

D. Offensichtlich ist eine solche Untergruppe C charaktristisch und damit auch normal in K.

Wir betrachten zunächst den Fall, dass K/S lediglich eine Torus ist. Es reicht anzunehmen,

dass K/S ein eindimensionaler Torus ist. Dann ist K/C → K/S eine endliche Überlagerung

von S1 und damit selbst eine disjunkte Vereinigung von eindimensionalen Tori. Das Urbild

der Komponente der Eins aus K/C in K ist eine Erweiterung von C mit S1 und damit wieder

eine topologisch zyklische Gruppe. Nennen wir diese C ′, so können wir folgende Surjektion

notieren

S/C −→ S/(C ′ ∩ S) ∼= C ′S/C ′ = K/C ′

und wir sehen, dass es sich bei K/C ′ auch um eine p-Gruppe handelt und damit K

p-hyperelementar ist.

Sei nun K/S eine endliche p-Gruppe. Mit obigem C ≤ S hat K/C die Ordnung

|K/C| = |K/S| · |S/C|

und ist damit auch eine p-Gruppe.

Beide Feststellungen liefern nun die Behauptung, da wir in K eine Untergruppe L finden

können, sodass L/S ein Torus und K/L eine endliche p-Gruppe sind. �

Folgerung 4.3.4. Sei S eine p-hyperelementare Untergruppe und bezüglich Subkonjugation

maximal in Hp. Dann ist die Ordnung der Weylgruppe WS endlich und teilerfremd zu p.

Beweis. Wäre WS nicht endlich oder enthielte sie eine p-Sylowgruppe, so gäbe es eine

Untergruppe K ≤ NS, so dass K/S ein Torus oder eine p-Gruppe wären. Damit könnte S

nach Lemma 4.3.3 nicht maximal sein. �

Da wir nun über die maximalen Elemente in Hp geschrieben haben, wollen wir nachweisen,

in dem wir die Kompaktheit von Hp zeigen, dass es nur endlich viele davon gibt.

Lemma 4.3.5. In ΓG ist die Familie Hp abgeschlossen und damit kompakt.

Beweis. Wir zeigen die Behauptung für Hp ∩ΦG. Ist dies gezeigt, so folgt die Behauptung

mit Folgerung 4.1.2, da Hp ∩ ΦG nur endlich viele maximale Elemente (Kj) enthält und

damit Hp eine endliche Vereinigung der abgeschlossenen Mengen {(H) ∈ ΓG | (H) ≤ (Kj}

ist.
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Betrachten wir also eine konvergente Folge von p-hyperelementaren Untergruppen Si,

i = 1, 2, . . . , mit Grenzwert S in ΦG. Dazu erhalten wir eine Folge von topologisch

zyklischen Untergruppen Ci, die jeweils Si um die p-Gruppe Si/Ci erweitern. Für genügend

große i können wir (Si) ≤ (S) annehmen. Wegen der Kompaktheit von ΦS gibt es eine

konvergente Teilfolge der (Ci). Sei im Folgenden (Ci) und (Si) gemäß dieser Teilfolge mit

Grenzwerten (C) und (S) ausgewählt. Da alle Ci topologisch zyklisch sind, gilt dies auch

für den Grenzwert C, der dann ebenso wie Ci in Si normal in S ist.

Nach [Hoc65, XIII] Theorem 1.3 gibt es eine in einer zusammenhängenden kompakten Lie-

Gruppe H einen zusammenhängenden abelschen Normalteiler A, so dass H/A halbeinfach

ist. Nach [tD87, IV.3] Proposition 3.7 ist eine halbeinfache Gruppe kein Grenzwert echter

Untergruppe.

Wir wenden dies auf die Zusammenhangskomponente der Identität S0 von S an. Sei also

A dieser Normalteiler in S0, so dass S0/A halbeinfach ist. Wir setzten nun C ′ = CA und

S ′
i = C ′Si sowie C ′

i = C ′. Wir werden zeigen:

(1) C ′ ist ein topologisch zyklischer Normalteiler in S,

(2) S ′
i/C

′
i ist eine endliche p-Gruppe,

(3) S ′
i ist eine konvergente Folge von Untergruppen in S mit Grenzwert S.

Damit ist S/C ′ Grenzwert der p-Gruppen S ′
i/C

′ und C ′S0/C
′ ∼= S0/(S0 ∩ C

′) halbeinfach.

Folglich muss S0 = (S0 ∩ C
′) gelten, da S0/(S0 ∩ C

′) kein Grenzwert echter Untergruppen

ist. Letztlich ist S/C ′ endlich und als Grenzwert von p-Gruppen, selbst eine p-Gruppe.

Somit ist S wie behauptet auch p-hyperelementar.

Nun zu den Behauptungen (1) bis (3). Als zusammenhängende abelscher Normalteiler ist

A ein Torus. Ist C0 die Zusammenhangskomponente der Eins in C, so ist C0 ≤ A. Wäre

dem nicht so, so hätte S0/A mit C0A/A ∼= C0/(C0 ∩ A) einen abelschen Normalteiler und

könnten nicht halbeinfach sein. Somit ist C ′ = CA ∼= C/(C ∩A)×A, wie in (1) behauptet,

topologisch zyklisch. Teil (2) folgt, da wir, wegen Ci ≤ C ′ ∩ Si,

S ′
i/C

′
i = C ′Si/C

′ ∼= Si/(C
′ ∩ Si)

als Quotient der p-Gruppe Si/Ci erkennen. Behauptung (3) folgt unmittelbar, da

Si ≤ C ′Si. �

Wir haben damit erkannt, dass Hp eine Zusammenhangskomponete von ΓG ist. Die Zusam-

menhangskomponenten im Spektrum eines Rings R entsprechen bijektiv den Indempotenten

in R. Wir erinnern daran, dass C(ΦG,Z(p)) das Spektrum ΦG × spec(Z(p)) hat und wir

darin mit Hp × spec(Z(p)) also eine Komponente gefunden haben. Es stellt sich die Frage

in wie weit das dazugehörende Idempotente im Bild von φ : Ap → C(ΦG,Z(p)) liegt. Dies

beantworten wir im folgenden Abschnitt.
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4.3.2. HIT. Zur Familie C der topologisch zyklischen Untergruppen hatten wir in Ab-

schnitt 4.1.2 gesehen, dass es einem minimale Familie Cp und ein eindeutiges Idempotentes

ep ∈ Z(p) ⊗ UG gibt mit

φ′(ep)(H) =

{

1, für (H) ∈ Cp

0, sonst.

Diese lässt sich explizit bestimmen.

Theorem 4.3.6. Es gilt Cp = Hp, d.h. es gibt ein Idempotentes ep ∈ Z(p) ⊗ UG mit

φ′(ep)(H) =

{

1, für (H) ∈ Hp

0, sonst.

Beweis. Zum Beweis nutzen wir die durch φ induzierte Abbildung

φ∗ : spec(C(ΦG,Z(p))→ spec(Z(p) ⊗AG)

und verwenden, dass die Spektren von Up(∗) und Z(p) ⊗AG homöomorph sind.

Da wir in spec(C(ΦG,Z(p)) = ΦG× spec(Z(p)) mit Hp × spec(Z(p)) nach Lemma 4.3.2 und

4.3.5 eine Komponente gefunden haben, zeigen wir

(φ∗)−1φ∗(Hp × spec(Z(p))) = Hp × spec(Z(p))

und erkennen damit, dass φ∗(Hp × spec(Z(p))) ein Komponente von spec(Z(p) ⊗ AG) ist.

Dies beweist die Existenz des gesuchten Idempotenten in Z(p) ⊗ AG und damit auch eines

in Z(p) ⊗ UG.

Da spec(Z(p)) aus den zwei Primidealen (0) und (p) besteht, gibt es zu (H) ∈ ΦG auch

zwei Primideale. Diese notieren wir [tD87]IV.4 folgend mit q(H, 0) = φ∗((H), (0)) und

q(H, p) = φ∗((H), (p)). Ein Ideal q(H, p) ist jeweils das Urbild von (p) ∈ Z(p) unter

φH : Z(p) ⊗AG → Z(p), x 7→ φ(x)(H).

Es bleibt also zu klären, wann zwei Untergruppen das selbe Primideal definieren.

Zunächst zitieren wir kurz die für uns wesentliche Ergebnisse über Primideal im Burnsidering

aus [tD87]IV.4 Theorem 4.2 und Proposition 4.5:

(1) Sei q ⊂ AG ein Primideal und p die Charakteristik von AG/q. Dann gibt es eine

eindeutige Klasse (K) ∈ ΦG mit q = q(K, p) und (|WK|, p) = 1. Eine solches K

nennt man auch definierende Untergruppe von q.

(2) Sei H eine normale Untergruppe von K und K/H ein Erweiterung eines Torus mit

einer endlichen p-Gruppe, bzw. p = 0 falls K/H ein Torus ist. Dann gilt q(H, p) =

q(K, p).

(3) Gilt q(K, 0) = q(L, 0) und (K) ∈ ΦG, so ist, bis auf Konjugation, L normal in K

und K/L ein Torus.

Der letzte Punkt zeigt, dass (K) ∈ ΦG mit q = q(K, 0) eindeutig festgelegt ist. Was also zu

zeigen bleibt ist, dass mit (S) ∈ Hp auch alle (K) mit q(K, p) = q(S, p) Elemente von Hp

sind.
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Dazu geben wir zu einer Klasse (H) ∈ ΦG eine Folge (Hi) mit

(H) = (H1) < . . . < (Hi) < (Hi+1) < . . .

und q(H, p) = q(Hi, p) an. Diese ist als strikt aufsteigenden Kette und wegen der

Kompaktheit von ΦG konvergent. Wir werden für den Grenzwert (H∞) zeigen, dass

q(Hi, p) = q(H∞, p) gilt und dass H∞ eine definierende Untergruppe ist. Insbesondere folgt

mit der Kompaktheit von Hp, dass mit (H) auch alle (Hi), und damit auch (H∞), aus Hp

sind.

Sei NpH ein Element der Klasse (NpH) mit H ≤ NpH ≤ NH , so ist NpH die Erweiterung

von H mit der endlichen p-Gruppe WpH = NpH/H und somit q(NpH, p) = q(H, p). Dies

iterieren wir und schreiben N i+1
p H für Np(N

i
pH), beginnnend mit N1

pH = NpH . Nach Ei-

genschaft (2) der Primideale in AG gilt q(H, p) = q(N i
pH, p) und wir haben eine aufsteigende

Folge in ΦG

(H) < (NpH) < . . . < (N i
pH) < . . . .

Diese Kette bricht genau dann ab, wenn N i+1
p H = N i

pH gilt. In diesem Fall haben wir

schon mit N i
pH = H∞ eine definierende Untergruppe zu q(H, p) gefunden. Dies ist jedoch

nicht immer gewährleistet, wohl aber ist die entsprechende Folge in ΦG konvergent. Sei der

Grenzwert durch (N∞
p H) notiert. Wegen der Stetigkeit von φ gilt für hinreichend große i

und x ∈ Z(p) ⊗AG

φ(x)(N i
pH) = φ(x)(N∞

p H),

also φN i
pH

= φN∞
p H . Damit stimmen die Urbilder von (p) ∈ Z(p) unter φN i

pH
und φN∞

p H über

ein; somit auch q(N i
pH, p) und q(N∞

p H, p).

Nun definieren wir (H) = (H1) und (Hi+1) = (N∞
p Hi). Iterieren wir nun dies, erhalten wir

wiederum eine strikt aufsteigende Folge

(H) = (H1) < (H2) < . . . < (Hi) < . . .

mit q(H, p) = q(Hi, p), die ebenso genau dann abbricht, falls ein Hi eine definierende

Untergruppe von q(H, p) ist. Bricht sie nicht nach endlich vielen Schritten ab, so konvergiert

sie doch mit Grenzwert (H∞). Entsprechend der obigen Überlegungen gilt auch hier

φHi
= φH∞

für große i und damit q(Hi, p) = q(H∞, p).

Nach Konstruktion muss nun aber NpH∞ = H∞ gelten, d.h. (|WH∞|, p) = 1 und somit ist

H∞ eine definierende Untergruppe von q(H∞, p) = q(H, p).

Nun können wir zwei Folgerungen anbringen. Als erstes erkennen wir, dass die definierende

Untergruppe eines Primideals q = q(S, p), (S) ∈ Hp, selbst eine p-hyperelementare Unter-

gruppe ist. Denn nach Lemma 4.3.3 sind mit S auch alle N i
p(S) p-hyperelementar und wegen

Lemma 4.3.5 damit auch der Grenzwert (N∞
p (S)). Mit obiger Notation Si+1 = N∞

p (Si) und

S1 = S, gilt gleichsam (Si) ∈ Hp. Wir erhalten also eine Folge (Si) in Hp deren Grenzwert,

die definierende Untergruppe (S∞), ebenso in Hp liegt.
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Zum zweiten entnehmen wir, dass wir zu jeder Untergruppe K ≤ G, die auch das Prim-

ideal q = q(K, p) liefert, eine Folge von (Ki) finden, die gegen (S∞) konvergiert. Nach

geeigneter Konjugation können wir Ki ≤ S∞ annehmen und mit Lemma 4.3.1 die Ki als

p-hyperelementare Untergruppen erkennen. Insbesondere ist also

(φ∗)−1φ∗(Hp × (p)) = {(K)× (p) | q(K, p) = q(S, p), (S) ∈ Hp} = Hp × (p)

gezeigt und damit die behauptete Existenz eines Idempotenten zu Hp bewiesen.

Offensichtlich ist Hp auch die kleinste Familie, zu der es ein solches Idempotentes geben

kann. �

Nun folgt das HIT direkt aus unseren bisherigen Überlegungen:

Folgerung 4.3.7. Ist C die Familie der topologisch zyklischen Untergruppen, so ist C∞ =

H∞. Sei X∞ die zu H∞ zugehörige Induktionsmenge.

Erfüllt ein Basis-Greenfunktor B die Bedingungen von Theorem 4.2.4 für F = C, so erfüllt

jeder B-Modul M die hyperelementare Induktion, d.h. M ist explizit X∞-projektiv,

π∗ :
⊕

(H)∈H∞

M(G/H)→M(G/G)

ist surjektiv und hat einen expliziten Spalthomomorphismus im Wertebereich von M .

Beweis. Nach Theorem 4.3.6 zeigt C∞ = H∞. Damit erfüllt B die hyperelementare

Induktion. Nach Theorem 3.1.5 erfüllen dann auch alle B-Moduln M die hyperelementare

Induktion. Wegen Folgerung 3.1.6 ist M auch explizit X∞-projektiv. �

Letztlich lassen sich die Koeffizienten von ep ∈ Z(p) ⊗AG in der Basisdarstellung

e′p =
∑

λH [G/H ], λH ∈ Z(p)

explizit bestimmen. Wir wollen einen möglichen Ansatz hier kurz vorstellen.

Da mit (H) ∈ Hp auch alle Subkonjugierten (H ′) ≤ (H) aus Hp sind, können wir als erstes

λK = 0 für (K) /∈ Hp festhalten; vgl. Lemma 4.1.5.

Für die maximalen Klassen (H) ∈ Hp ist |WH| teilerfremd zu p. Damit haben wir λH als

|WH|−1 zu definieren, denn nun gilt φ(λH[G/H ])(H) = |WH|−1|WH| = 1.

Von nun an werden wir alle weiteren Koeffizenten induktiv bestimmen. Sei also (K) ∈ Hp

und λH für alle (K) < (H) bekannt, d.h. für x =
∑

(K)<(H) λH [G/H ] gilt

φ(x)(L) =

{

0, für (L) /∈ Hp

1, für (K) < (L) ∈ Hp

Zu x finden wir eine endlichen G-CW Komplex Y und ein zu p teilerfremdes b mit

b · x = [Y ].
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Betrachten wir nun Y K = Z als NpK-Raum. So gilt dennoch χ(Y H) = χ(ZH) für alle H

mit K < H ≤ NpK. Damit gilt also auch χ(Y K) =
∑

K≤H≤NpK
χc(ZH).

Nutzen wir die Möbiusinversion der endlichen, partiell geordneten Menge {H | K ≤ H ≤

NpH} mit zugehöriger Möbiusfunktion µ, so erhalten wir

χc(ZK) =
∑

K≤H≤NpK

µ(K,H)χ(Y H).

Mit K sind auch NpK und entsprechend alle H mit K ≤ H ≤ NpK p-hyperelementar, d.h.

wir können nach Voraussetzung χ(Y H) = b für K < H ≤ NpK annehmen. Damit erkennen

wir in der Möbiusinversion

χc(ZK) =
∑

K<H≤NpK

µ(K,H)χ(Y H) + χ(Y K) =
∑

K<H≤NpK

µ(K,H)b+ χ(Y K).

Nach Definition ist aber
∑

K<H≤NpK
µ(K,H) = −1 und damit

χ(Y K) = b+ χc(ZK) = b+m · |WpK|,

für ein geeignetes m. Folglich können wir λK = −m
b
|WpK|
|WK|

festlegen und rechnen nach:

φ(x+ λK [G/K])(H) = φ(x)(H)

für (H) � (K) und

φ(x+ λK [G/K])(K) = φ(x)(K) + φ(λK [G/K])(K)

= φ(x)(K) + λKφ([G/K])(K)

=
χ(Y K)

b
−
m

b

|WpK|

|WK|
|WK|

= 1 +
m

b
|WpK| −

m

b
|WpK|

= 1.

Wegen der absteigenden Kettenbedingung für kompakte Lie-Gruppen muss dieses Verfahren

nach endlich vielen Schritten enden.

4.3.3. Beispiel: R(S4). Die Darstellungstheorie endlicher Gruppen kennt noch einen

stärkeren Induktionssatz, den Satz von Brauer. Er besagt, dass man eine Surjektion auf R(G)

schon durch elementare Untergruppen erhält. Doch zeigt das Beispiel 4.3.3 von R∆(S4),

dem Diagonal-Endomorphismenfunktor des Darstellungsrings der Permutationsgruppe von

vier Symbolen, dass dieses Ergebnis nicht im Rahmen dieser Theorie zu gewinnen ist. Damit

folgt aber auch, dass es für den Satz von Brauer keine Spaltabbildung geben kann, der

durch Restriktionsabbildungen gebildet wird. Wir wollen nun dieses einfache, aber, was die

Grenzen der hier entwickelten Induktionstheorie angeht, bedeutendes Beispiel besprechen.

Im Mittelpunkt steht der komplexe Darstellungsring R(G) der symmetrischen Gruppe

S4 = G. Für endliche Gruppen sind die Induktionskategorien Ω und Ω̃ hinreichend einfach

zu überschauen und die Darstellungstheorie ist voll entwickelt. Induktion und Restriktion
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macht R(H) für H ≤ G zu einem Mackeyfunktor. Das Tensorprodukt von Darstellungen

induziert eine Ringstruktur für alle H , welche eine Paarung auf R ist und damit den

Mackeyfunktor zu einem Greenfunktor macht (vgl. [Ser77], [Web00]).

Für die Darstellungstheorie, bzw. Charaktere ist die Bestimmung von Konjugiertenklassen

von Elementen g ∈ G wesentlich; für den Burnsidering (Eulerring) die Konjugationsklassen

von Untergruppen H ≤ G.

Die Konjugiertenklassen von Permutationen sind durch die Zykeldarstellung

(s1, . . . , sk)(sk+1, . . . , sl) . . . (sj, . . . , sn)

bestimmt. Die Konjugationsklassen von Untergruppen sind S4, A4, D4, D3, D2
∼= Z/2 ×

Z/2, V ∼= Z/2× Z/2, D1
∼= Z/2, C4, C3, C2, E mit Normalisatoren

H S4 A4 D4 D3 D2 V D1 C4 C3 C2 E
NH S4 S4 D4 D3 D4 S4 V D4 D3 D4 S4

(Siehe [Hof00]).

Für endliche Gruppen sind Elemente des Burnsiderings durch formale Differenzen von end-

lichen G-Mengen X − Y repräsentiert. Die Zuordnung X 7→ C[X] induziert den eindeutigen

natürlichen Ringhomomorphismus

ϕ : AG −→ R(G).

Da das Bild eines homogenen Raumes [G/H ] die Permutationsdarstellung C[G/H ] ist, be-

zeichnen wir das Bild von ϕ auch als Permutationsdarstellungsring P (G). Wir erhalten

R∆
∼= P (G).

Eine Darstellung ρ : G→ Aut(Vρ) ist durch ihren Charakter χ(Vρ) eindeutig bestimmt. Für

Permutationsdarstellungen V = C[X] ist der Wert von χ(C[X]) an g ∈ G durch die Ordnung

der Fixpunktmenge der von g erzeugten zyklischen Untergruppe Cg gegeben. Es gilt somit

χV (g) = |XCg |.

Wie schon erwähnt, ist die Restriktion

P (G) −→
∏

C zyklisch

P (C)

injektiv, und nach Theorem 4.3.7 erfüllt der Basis-Greenfunktor P den hyperelementaren

Induktionssatz, der Induktionhomomorphismus
⊕

N hyperelementar

P (N) −→ P (G)

ist surjektiv. Die nichtzyklischen, hyperelementaren Untergruppen sind 2-hyperelementar:

D4, D3, D2 und V.

Die Klasse der trivialen Darstellung und damit die Eins in P (G), wird auch durch

C[G/D4] + C[G/D3] + C[G/C2]− C[G/V ]− C[G/D1]
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repräsentiert, so dass wir nach Lemma 4.2.1 schon bei P (D4)⊕ P (D3)→ P (G) mit

(C[D4/D4] + C[D4/C2]−C[D4/V ],C[D3/D3]−C[D3/D1]) 7−→ (C)

über eine Surjektion verfügen. Man verifiziert dies leicht, indem man die entsprechenden

Fixpunktmengen für zyklische Untergruppen zählt.

Nach Brauers Induktionssatz benötigen wir jedoch nur elementare Untergruppen, also Un-

tergruppen von G, die isomorph zu einem direkten Produkt von einer zyklischen Gruppe

und einer p-Gruppe sind, um eine Surjektion des Induktionshomomorphismus
⊕

S elementar

R(S) −→ R(G)

zu erhalten. Hätte diese Abbildung einen expliziten Spalt, so wäre die zur Familie der ele-

mentaren Untergruppen gehörende Induktionsmenge explizit projektiv, da R ein effektiver

P -Modul ist und für beliebige Induktionsmengen X gilt

R explizit X-projektiv ⇐⇒ P explizit X-projektiv.

Die nicht-zyklischen elementaren Untergruppen von S4 sind D2 und V . Dazu zeigen wir

jedoch

Lemma 4.3.8. Sei [X] =
∑

nSi
[G/Si] eine Linearkombination und seien Si elementare Un-

tergruppen in S4. Dann ist

|XC3 | = 0 mod (2).

Beweis. Die einzige elementare Untergruppe, die C3 enthält, ist C3 selbst. Damit gilt

|XC3| = nC3 |(G/C3)
C3 | = nC3 |NC3/C3| = nC32 = 0 mod (2).

�

Damit kann es keinen Spalthomomorphismus zur Brauerinduktion geben, der durch

Restriktionshomomorphismen gebildet wird.

Der Grund dafür, dass wir hier einen Satz in solcher Stärke nicht zeigen können, liegt in

unserer Ausgangssituation. Der Darstellungsring ist auch ein kovarianter Funktor über

einer zur Induktionskategorie Ω gewissermaßen dualen Kategorie, deren Objekte die

Untergruppen von G und Morphismen die Inklusionen K ≤ H sind. Diese Kategorie hat

jedoch weit weniger Symmetrien. So sind die Automorphismen von H durch Elemente des

Zentralisators ZH gegeben. Die elementaren Untergruppen erhält man nun ähnlich wie wir

auf die hyperelementaren Untergruppen kamen.

Die hyperelementaren Gruppen waren NpC für C zyklisch, genau die Untergruppen von NC,

so dass die Ordnung von NC/NpC teilerfremd zu p ist. Eine analoge Betrachtung für den

Zentralisator führt zu elementaren Gruppen. Ist ZpC die Untergruppe von ZC, so dass die

Ordnung von ZC/ZpC teilerfremd zu p ist, so ist ZpC eine p-elementare Untergruppe.
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Homologische Algebra von Mackeyfunktoren

In diesem Abschnitt wollen wir nun die schon oft erwähnte, in [Dre73] entwickelte,

homologische Algebra von Dress in unseren Rahmen übersetzen. Dabei ist unser Ziel

die Amitsur-Tate-Kohomologie eines Mackeyfunktors M an einem Objekt X zu definie-

ren sowie das zugehörige Annulations-Theorem. Wir arbeiten im gesamten Abschnitt über Ω̃.

5.1. Grundbegriffe

5.1.1. Mackeyfunktoren MX. Bisher haben wir den Begriff der expliziten X-

Projektivität von Mackeyfunktoren und damit Situationen
⊕

M(Xi) → M(∗) → 0 un-

tersucht. Nun werden wir uns aber für die durch X×? → ∗×? induzierten natürlichen

Transformationen

MX = M(X×?) −→M(∗×?) = M

der Mackeyfunktoren M und MX interessieren, wobei MX der durch das Bilden der Produkte

mit X entstehnende Mackeyfunktor

MX : Ω̃→ Ω̃→ R-Mod, Y 7→ X × Y 7→M(X × Y )

ist.

Eine grundlegende Motivation der Verallgemeinerung von Ω zu Ω̃ war, dass Ω̃ zu zwei

Objekten X und Y auch ihr kartesisches Produkt X × Y als Objekt enthält. Jedoch ist

dieses nicht ein Produkt in Ω̃. So wollen wir uns dennoch sprachlich auf X ⊔ Y als die

direkte Summe von X und Y beziehen, während wir X × Y als das Produkt von X und

Y bezeichnen, auch wenn dies nur das Produkt der topologischen Räume ist und nicht das

Produkt in Ω̃.

Nach Definition von Ω̃ sind alle direkten Summen und Produkte vorhanden, es bleibt also

nur noch die Existenz des Funktors X×? zu bestätigen. Die Zuordnung

Ufib(Y, Z) −→ Ufib(X × Y,X × Z)

entsteht auf Repräsentanten durch Pullback (Restriktion) entlang der Faserung

1× pr × 1 : Y ×X × Z −→ Y × ∗ × Z

und Komposition (Induktion) mit der Diagonalabbildung

1×∆× 1 : Y ×X × Z −→ Y ×X ×X × Z,

was nach Lemma 6.2.16 im Anhang 6.2.2 additiv und damit wohldefiniert ist.

65
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Auch betrachten wir von nun an nur endliche Induktionsmengen X = {Xi}, so dass wir

diese als einelementig, bestehend aus dem Objekt X =
∐

Xi annehmen können. Dies ist im

Wesentlichen eine Vereinfachung der Notation, die wir im Folgenden auch nutzen wollen.

Zu X induziert die Produktbildung

Y 7−→ X × Y, (β, α) 7−→ (1X × β, 1X × α)

einen kontravarianten FunktorX×? : Ω̃→ Ω̃. Damit definiert dies in Komposition mit einem

Mackeyfunktor M vermöge MX(Y ) = M(X × Y ) und MX(β, α) = M(1X × β, 1X × α) den

Funktor

M? : Ω̃ −→ R-Mack(Ω̃).

Die durch (δ, γ) induzierte natürliche Transformation

MX(A)
M(δ,γ)(1A,1A)

// MY (A)

M(X × A)
M(δ×1A,γ×1A)

// M(Y × A)

schreiben wir zur Unterscheidung von γ∗δ
∗ auch als

γ×δ
× : MX −→ MZ −→MY .

Die Kommutativität des Produktes und damit die des Diagramms

(5.1.1) X × A X × C
1X×α

oo
1X×β

// X × B

Z × A

γ×1A

OO

δ×1A

��

Z × C

γ×1C

OO

δ×1C

��

1Z×α
oo

1Z×β
// Z ×B

γ×1B

OO

δ×1B

��

Y × A Y × C
1Y ×α

oo
1Y ×β

// Y ×B

sichert die Natürlichkeit dieser Festlegung. An diversen Stellen werden wir auf diese Er-

kenntnis zurückkommen, da sie jeweils die Funktorialität vonM unmittelbar aufMX vererbt.

Bisher haben wir vor allem explizit X-projektive Mackeyfunktoren und damit die Situation

M(X) → M(∗) → 0 studiert. Dies wollen wir nun für die induzierten Mackeyfunktoren

untersuchen, d.h. wir betrachten die durch p : X → ∗ induzierten natürlichen Transforma-

tionen

p× : MX →M und p× : M →MX .

In Anlehnung an bisherige Begriffsbildungen nennen wir einen Mackeyfunktor M

• natürlich X-projektiv, wenn die Sequenz MX
p×
−→ M → 0 spaltet, d.h. es existiert

eine natürliche Transformation s : M →MX mit p×s = 1M .

• natürlich X-injektiv, wenn die Sequenz 0→M
p×

−→MX spaltet.
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Es sei darauf hingewiesen, dass in [Dre73], wie auch sonst üblich, nur die Begriffe natürlich

X-projektiv und natürlich X-injektiv betrachtet werden und das ohne den Zusatz ’natürlich’.

Jedoch setzt dies jeweils die Existenz von Produkten voraus, was für uns nicht immer

sinnvoll war, weswegen wir an diesen Stelle genauer differenzieren mussten. Offensichtlich

sind aber natürlich X-projektive (injektive) Mackeyfunktoren auch X-projektiv (injektiv).

Lemma 5.1.1. Der Mackeyfunktor MX ist natürlich X-injektiv. Induziert weiter die Dia-

gonalabbildung ∆ : X → X × X Morphismen (1,∆ × 1) in Ω̃, so ist MX auch natürlich

X-projektiv.

Beweis. Die Komposition der Diagonalabbildung ∆ : X → X ×X gefolgt von der kanoni-

schen Projektion 1X × p : X ×X → X ist die Identität. Damit wird die Identität von X in

Ω̃ durch

(1X × p, 1X×X) ◦ (∆, 1X) : X −→ X ×X −→ X

sowie

(1X ,∆) ◦ (1X×X , 1X × p) : X −→ X ×X −→ X

repräsentiert. Die Anwendung von M auf (∆, 1X), bzw. (1X ,∆) liefert damit die ge-

suchten spaltenden natürlichen Transformationen von ∆× : MX×X → MX zu p×, bzw.

∆× : MX →MX×X zu p×. �

Lemma 5.1.2. Ein Mackeyfunktor M ist genau dann natürlich X-injektiv, wenn MX

natürlich X-injektiv und M ein direkter Summand von MX ist.

Ebenso ist M genau dann natürlich X-projektiv, wenn MX natürlich X-projektiv und M ein

direkter Summand von MX ist.

Beweis. Ist M natürlich X-injektiv, so ist M nach Definition ein direkter Summand

von MX . Nach Konstruktion ist MX genau die Einschränkung von M auf Morphismen

(β × 1X , α × 1X) und damit gleichermaßen natürlich X-injektiv. Dieselben Überlegungen

gelten für den natürlich X-projektiven Fall.

Wir zeigen nun die umgekehrte Richtung. Seien i : M → MX und r : MX → M die

natürlichen Transformationen mit r ◦ i = 1M , die M zu einem direkten Summanden vom

MX machen. Dann sind

iX = i(X×?) : M(X×?)→M(X ×X×?)

und

rX = r(X×?) : M(X ×X×?)→M(X×?)

natürliche Transformationen, die MX zu einem direkten Summanden von MX2 machen.

Weiter sei S ein Spalt zu P× : MX2 → MX mit P = 1X × p : X × X → X. Dann ist

r ◦ S ◦ iX = s ein Spalt zu p×.
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Dies entnehmen wir folgendem Diagramm

MX

iX
��

M
p×

oo

i
��

1

��
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

MX2

S ""F
FFFF

FFF
MX

P×
oo

1
��

MX
r // M

und erhalten

s ◦ p× = r ◦ S ◦ iX ◦ p×

= r ◦ S ◦ (1X × p)× ◦ i

= r ◦ S ◦ P× ◦ i

= r ◦ 1MX
◦ i

= r ◦ i = 1M .

Aus dualen Überlegungen folgt entsprechend die zweite Aussage des Lemmas. �

Eine genaue Betrachtung der Beweise von Theorem 3.1.5 und Folgerung 3.1.6 zeigen, dass

analoge Aussagen auch im gegenwärtigen Kontext gelten.

Theorem 5.1.3. Sei A ein Greenfunktor und p : X → ∗ die kanonische Abbildung. Dann

sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(1) A ist X-surjektiv, d.h. p∗ : A(X)→ A(∗) ist surjektiv.

(2) Jeder A-Modul M ist natürlich X-projektiv.

(3) Jeder A-Modul M ist natürlich X-injektiv.

Beweis. Aussagen (2) und (3) implizieren nach Definition jeweils (1). Um zu sehen, dass

auch die Umkehrungen gelten, zeigen wir die Natürlichkeit der Spalthomomorphismen aus

Theorem 3.1.5. Dazu schreiben wir eY für q∗Y (e′) aus q∗Y : A(X) → A(X × Y ) und erhalten

für die Spaltmorphismen die Darstellungen

π : M −→MX mit M(Y ) −→MX(Y ), m 7−→ eY · p
×
Y (m)

zu p× und

π′ : MX −→M mit MX(Y ) −→M(Y ), m 7−→ (pY )×(eY ·m)

zu p×.

Die Natürlichkeit rechnet man direkt nach. Dazu wollen wir eine Morphismus (β, α) : Y ←

C → Z betrachten. Dieser definiert durch Pullback entlang p : X → ∗ das Diagramm

X

p

��

X × Z

pZ

��

qZoo X × C

pC

��

βZoo
αY // X × Y

pY

��

∗ Z
q

oo C
β

oo α // Y.
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Wir werden (β, 1) und (1, α) getrennt nachrechnen.

eC · p
×
C(β∗(m) = q×C (e′) · p×C(β∗(m)

= (qZβZ)1∗(e′) · β∗
Y (p×Z(m)

= β∗
Zq

∗
Z(e′) · β∗

Y (p×Z(m)

= β∗
Z(eZ · p

×
Z(m)),

was zunächst, neben den grundlegenden Eigenschaften von Mackeyfunktoren und der Paa-

rung nur die Kommutativität des obigen Diagramms ausnutzt. In

eY · p
×
Y (α∗(m)) = q∗Y (e′) · (αC)∗p

×
C(m)

= (αC)∗(α
∗
Cq

∗
Y (e′) · p×C(m))

= (αC)∗(q
∗
C(e′) · p×C(m))

geht obendrein ein, dass qY ◦ αC = qC = qZ ◦ βZ gilt. Zusammen folgt die Natürlichkeit von

π. Für π′ rechnet man analog. �

5.2. Amitsur-Kohomologie

An dieser Stelle führen wir kurz in die Konstruktion der Amitsur-Homologie und -

Kohomologie ein und übertragen die für uns relevanten Ergebnisse aus [Dre73].

Mit Hilfe der durch die Projektionen pi : Xn+1 −→ Xn,

(x0, . . . , xi, . . . xn) 7−→ (x0, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn)

induzierten natürlichen Transformationen pi× bilden wir den Amitsur-Komplex

0←−MX
d1←−MX2

d2←−MX3
d3←− . . .

mit Differential dn =
∑n

i=0(−1)ipi×. Die duale Konstruktion liefert den kontravarianten

Amitsur-Komplex

0 −→MX
d1
−→ MX2

d2
−→MX3

d3
−→ . . .

mit Differential dn =
∑n

i=0(−1)ip×i .

Bemerkung 5.2.1. Nur unter den Voraussetzungen von Lemma 5.1.1 ist sichergestellt, dass

der über M → MX augmentierte Amitsur-Komplex eine projektive Auflösung von M dar-

stellt.

Entsprechendes gilt für den augmentierten kontravarianten Komplex. Nur unter obigen Vor-

aussetzungen ist er als injektive Auflösung von M anzunehmen.

Wie üblich bildet man Homologie,

HX
i (M) = Kern(di)/Bild(di+1),

Kohomologie

H i
X(M) = Kern(di+1)/Bild(di).
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Beide Amitsur-Komplexe lassen sich über die Augmentationen π× : M → MX , bzw. π× :

MX → M zu π : X → ∗ vermöge

MX
δ0 //

π×
!!D

DD
DD

DD
D

MX

M
π×

==zzzzzzzz

und eines neuen Differentials

δi =











di für i > 0

δ0 für i = 0

d−i für i < 0

zu einem Komplex verbinden:

. . . −→MX2
δ−1

−→MX
δ0
−→MX

δ1
−→MX2 −→ . . .

Damit definieren wir die Amitsur-Tate-Kohomologie

Ĥ i
XM = Kern(δi+1)/Bild(δi).

Unmittelbar ergibt sich für i > 0:

Ĥ i
X(M) = H i

X(M) und Ĥ−i−1
X (M) = HX

i (M).

Lemma 5.2.2. Sowohl Amitsur-Homologie HX
i (M), Amitsur-Kohomologie H i

X(M) und

Amitsur-Tate-Kohomologie Ĥ i
X(M) eines Mackeyfunktors M an X sind selbst Mackeyfunk-

toren.

Beweis. Da MX durch

MX(β, α) = M(1X × β, 1X × α)

als Mackeyfunktor definiert ist und die Differentiale nur die ersten Faktoren berühren,

kommutieren die entsprechenden Homomorphismen (siehe Diagramm 5.1.1). Damit sind die

Kerne und Bilder in der Definition der (Ko-)Homologie selbst wohldefinierte Mackeyfunk-

toren. Gleiches gilt für ihre Quotienten. �

Satz 5.2.3. Induziere die Diagonalabbildung ∆ : X → X×X Morphismen (1, 1×∆) und sei

M ein natürlich X-projektiver Mackeyfunktor. Dann ist der augmentierte Amitsur-Komplex

von M an X

0←−M
ǫ
←−MX

d1←−MX2
d2←−MX3

d3←− . . .

azyklisch, so dass

HX
n (M) =

{

M für n = 0

0 für n 6= 0

gilt. Entsprechend ist der Wert von M an dem terminalen Objekt durch

M(∗) ∼= Kokern(d1 : M(X2)→M(X))

bestimmt.
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Beweis. Nach Lemma 5.1.1 und Lemma 5.1.2 ist M ein direkter Summand von MX . Ist

der augmentierte Amitsur-Kokomplex von MX azyklisch, so auch der von M .

Mit Hilfe der Diagonalabbildung geben wir eine Kettennullhomotopie s in

0 MX
oo

1

��

s0

##H
HH

HH
HH

HH
(MX)Xoo

1
��

s1

%%K
KKKKKKKKK
(MX2)Xoo

1
��

. . .oo

0 MX
oo (MX)Xoo (MX2)Xoo . . .oo

an. Es sei sn : (MXn)X = M(Xn×X)→M(Xn+1×X) = (MXn+1)X der Wert des Morphis-

mus (−1)n+1(1, σ) unter M , wobei

σ = 1Xn ×∆ : (x0, . . . , xn, x) 7−→ (x0, . . . , xn, x, x).

Da hier das Differential dn =
∑n

i=0 pi× mit Hilfe der Projektionen

pi : (x0, . . . , xn, x) 7−→ (x0, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn, x)

definiert ist, erhält man

sn−1 ◦ dn + dn+1 ◦ sn(x0, x1, . . . , xn, x)

= sn−1(

n
∑

i=0

(−1)i(x0, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn, x))

+ dn+1((−1)n+1(x0, . . . , xn, x, x))

=

n
∑

i=0

(−1)i+n(x0, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn, x, x)

+

n
∑

i=0

(−1)i+n+1(x0, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn, x, x)

+ (−1)n+1+n+1(x0, . . . , xn, x)

= (x0, . . . , xn, x).

Damit verschwindet die Homologie des augmentierten Amitsur-Komplexes und wir erhalten

für n > 0

HX
n (M) = 0

sowie

M = HX
0 (M) = Kokern(d1 : MX2 →MX).

�

Eine duale Version des letzten Satzes gilt wegen der gesicherten Existenz der Diagonalabbil-

dung allgemein für natürlich X-injektive Mackeyfunktoren.
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Satz 5.2.4. Sei M ein natürlich X-injektiver Mackeyfunktor. Dann ist der zugehörige aug-

mentierte kontravariante Amizur-Kokomplex

0 −→ M
η
−→MX

d1
−→MX2

d2
−→MX3

d3
−→ . . .

azyklisch und es gilt

Hn
X(M) =

{

M für n = 0

0 für n 6= 0.

Es folgt

M(∗) ∼= Kern(d1 : M(X)→M(X2)).

Beweis. Dual zu Satz 5.2.3. �

Die letzten zwei Sätze beschreiben, dass in diesen Fällen der Wert von M an ∗ durch M(X2)

und M(X) bestimmt und mit Hilfe der Amitsur-Komplexe berechenbar ist.

5.3. Paarungen der Amitsur-Kohomologie

Wir wollen nun klären, unter welchen Umständen eine Paarung von Mackeyfunktoren ein

Paarung auf ihrer Kohomologie induziert. Wesentlich wird sein, dass die Diagonalabbildung

∆ : X → X ×X den Morphismen (∆× 1, 1) in Ω̃ induziert.

Lemma 5.3.1. Sei µ : M ×N → L eine Paarung von Mackeyfunktoren. Dann induziert sie

Paarungen

M ×NX → LX und MX ×N → LX .

Beweis. Sei p : X × Y → Y die Projektion. Dann sind die Paarungen durch

m · n′ = µ(m, p∗(n′)), bzw. m′ · n = µ(p∗(m′), n)

für m ∈M(X × Y ), n ∈ N(Y ), m′ ∈M(Y ) und n ∈ N(X × Y ) zu definieren.

Wir nutzen wieder Diagramm 5.1.1. Sei f : Y → Z aus G-Fas. Nun gilt

f∗(f
∗(m) · n′) = f∗µ(f ∗(m), p∗(n′) = µ(m, f∗p

∗(n′))

= µ(m, p∗f∗(n
′)) = m · f∗(n

′),

genauso wie

f∗(m · f
∗(n′)) = f∗µ(m, f ∗p∗(n′)) = µ(f∗(m), p∗(n′)) = f∗(m) · n′

und für allgemeine Morphismen (f, 1) : Y → Z

f ∗(m · n′) = f ∗(µ(m, p∗(n′)) = µ(f ∗(m), f ∗p∗(n′))

= µ(f ∗(m), p∗f ∗(n′)) = f ∗(m) · f ∗(n′).

�
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Satz 5.3.2. Sei µ : M × N → L eine Paarung von Mackeyfunktoren. Dann induziert diese

eine Paarung in der Amitsur-Kohomologie

µ′ : H i
X(M)×Hj

X(N)→ H i+j
X (L).

Beweis. Mit Lemma 5.3.1 erhalten wir aus der Paarung µ : M × N → L auch Paarungen

für

µ : MXi+1 ×NXj+1 −→ LXi+1×Xj+1 .

Sowohl MXi+1 ×NXj+1 als auch LXi+1×Xj+1 bilden mit Differentialen auf den einzelnen Fak-

toren Doppelkomplexe, d.h. Komplexe in jedem Grad und Faktor. Zu einem Doppelkomplex

hat man den Totalkomplex; hier

Totn(M ×N) =
⊕

i+j=n

MXi+1 ×NXj+1

mit Differential ∂n = di+1 × 1 + (−1)i1× dn−i+1

∂n : MXi+1 ×NXj+1 −→
⊕

i+j=n+1

MXi+1 ×NXj+1 .

Analog bildet man die Totalkomplexe Tot∗(M ⊗N) und Tot∗(L). Für Letztere induziert die

Paarung eine lineare Kettenabbildung

µ∗ : Tot∗(M ⊗N) −→ Tot∗(L),

denn es gilt ∂nµ∗ = µ∗∂n. In Komposition mit

MXi+1 ×NXj+1 −→ MXi+1 ⊗NXj+1 −→ Toti+j(M ⊗N)

erhalten wir eine bilineare Abbildung in der Homologie

H i
X(M)×Hj

X(N) −→ Hi+j(Tot(L)).

Zuletzt konstruieren wir noch mit Hilfe der Diagonalabbildung eine Kettenabbildung

φ̃∗ :
⊕

i+j=n

LXi+1×Xj+1 −→ LXn+1 ,

das Bild von (φ, 1) unter L. Dabei sei

φ(x0, x1, . . . , xn) =
n+1
∑

i=0

(x0, . . . , xi; xi, . . . , xn),

mit (x0, . . . , xi; xi, . . . , xn) ∈ X
i+1 ×Xn−i+1. Diese gestattet es uns, unsere bisherige Abbil-

dungskette um

φ∗ : Hi+j(Tot(L)) −→ H i+j
X (L)

zu ergänzen. Zusammen resultiert eine wohldefinierte bilineare Abbildung in der Kohomolo-

gie

µ̃ : H i
XM ×H

j
XN −→ H i+j

X (L),

die auf Repräsentanten durch

µ̃([m], [n]) = φ∗[µ(m,n)]
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erklärt ist. Auch hier kommutieren die induzierten Morphismen f ∗ und f∗ mit φ∗, da φ∗ =

(φ∗ × 1Y )∗ und damit

φ∗ ◦ f ∗ = (φ× f)∗ = f ∗ ◦ φ∗

sowie

φ∗f∗ = L(φ× 1Y , 1X) × f) = f∗ ◦ φ
∗.

Damit vererben sich, wie schon in Lemma 5.2.2 und Lemma 5.3.1, die Eigenschaften einer

Paarung unmittelbar auf µ̃. �

Um auch eine Paarung in der Amitsur-Tate-Kohomologie zu erhalten, benötigen wir noch

Vorbereitungen.

Zum Morphismus (f, 1) : Y → X bezeichne KfM = Kern(f ∗ : M(X) → M(Y )) und zu

(1, f) : X → Y entsprechend IfM = Bild(f∗ : M(Y ) → M(Y )). Ist µ : M × N → L mit

m · n = µ(m,n) eine Paarung, so folgt unmittelbar aus den Axiomen

Lemma 5.3.3. Es gilt

KfM ·N ⊂ KfL, M ·KfN ⊂ KfL, IfM ·N ⊂ IfL, M · IfN ⊂ IfL,

als auch

KfM · IfN = 0 = IfM ·KfN.

Lemma 5.3.4. Sei π : X → ∗. Dann gilt

Ĥ0
X(M) ∼= H0

X(M)/Iπ×1(H
0
X(M)).

Beweis. Betrachten wir das Diagramm

M
π∗

// Mx
// MX2

MX
//

π∗

OO
δ0

::vvvvvvvvv

(MX)X //

π′

OO

(MX)X2

OO

in dem die untere Zeile nach Satz 5.2.3 exakt ist, so können wir erkennen, dass

MX
∼= H0

X(MX) ∼= H0
X(M)(X×?).

Nach Definition der Amitsur-Tate-Kohomologie in Grad 0 erhalten wir

Ĥ0
X(M) = H0

X(M)/Bild(π′ : H0
X(MX)→ H0

X(M)).

Nun gilt aber Bild(π′) = Iπ×1(H
0
X(M)) und folglich

Ĥ0
X(M)(Y ) = H0

X(M)(Y )/Iπ×1Y
(H0

X(M)).

�

Satz 5.3.5. Sei µ : M × N → L eine Paarung von Mackeyfunktoren. Dann induziert diese

eine Paarung in den nicht negativen Grade der Amitsur-Tate-Kohomologie

µ̂ : Ĥ i
X(M)× Ĥj

X(N)→ Ĥ i+j
X (L),

i, j ≥ 0.
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Beweis. Nach Satz 5.3.2 erhalten wir eine Paarung für die nicht negativen Grade der

gewöhnlichen Amitsur-Kohomologie. Aus den Feststellungen in Lemma 5.3.3 erhalten wir

Iπ(H
0
X(M)) ·H0

X(N) ⊂ Iπ(H
0
X(L)

und damit die Wohldefiniertheit für i, j = 0.

Da für j > 0 nach Satz 5.2.3 Hq
X(NX) = 0 ist, erkennen wir

Hq
X(N)(Y ) = Kern(π∗ : Hq

X(N)(X × Y )→ Hq
X(N)(Y )) = Kπ(N),

da Hq
X(N)(Y ) = 0. Damit gilt nach Lemma 5.3.3

Iπ(H
0
X(M)) ·Hq

X(N) = Iπ(H
0
X(M)) ·Kπ(H

q
X(N)) = 0,

wodurch die induzierte Paarung Ĥ0
X(M) × Ĥq

X(N) → Ĥq
X(L) ebenso wohldefiniert ist. Da

in höheren Graden kein Unterschied zwischen gewöhnlicher und Tate-Kohomologie besteht,

ist somit auch eine Paarung in allen nicht negativen Graden erklärt. �

Die Ursache, weshalb es nicht immer möglich ist, auch eine Paarung in negativen Graden

zu definieren, liegt darin, dass unter unseren Annahmen in Ermangelung einer geeigneten

Diagonalabbildung

0←−M ←− MX ←−MX2 ←− . . .

keine projektive Auflösung von M darstellt.

Bemerkung 5.3.6. Sind sowohl (∆×1, 1) und (1,∆×1) Morphismen in Ω̃, so ist Ĥ i
X(MX) =

0 für alle Mackeyfunktoren M . Nun kann man eine Dimensionsverschiebung nutzen um auch

Paarungen in negativen Graden der Amitsur-Tate-Kohomologie zu definieren. Siehe Dress

[Dre73, Proposition 2.3].

Lemma 5.3.7. Sei 0 → M ′ → M → M ′′ → 0 eine kurze exakte Sequenz von Mackeyfunk-

toren. Dann induziert diese eine lange exakte Sequenz in Kohomologie, insbesondere in der

Amitsur-Tate-Kohomologie

. . .→ Ĥn−1
X (M ′′)→ Ĥn

X(M ′)→ Ĥn
X(M)→ Ĥn

X(M ′′)→ Ĥn+1
X (M ′)→ . . .

Beweis. Siehe Neukirch [Neu69, Satz 3.2] oder Weibel [Wei94, Theorem 1.3.1]. �

Hieraus schließen wir auf die Möglichkeit der Dimensionsverschiebung. So seien zu einem

Mackeyfunktor M die Mackeyfunktoren

KMX = Kern(p× : MX →M) und M/MX = Kokern(p× : M →MX)

erklärt, die auch Brauer-Kern, bzw. Brauer-Kokern von M an X genannt werden. Diese

kommen mit kurzen exakten Sequenzen

0 −→ KMX −→MX
p×
−→M → 0

und

0 −→M
p×

−→MX −→ M/MX −→ 0,
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die mit Ĥn
X(MX) = 0 die Dimensionsverschiebungen

Ĥn−1
X (M/MX) ∼= Ĥn

X(M) ∼= Ĥn+1
X (KMX)

liefern. Siehe hierzu [Dre73].

5.4. Annulations-Theorem

Wir haben gerade die Amitsur-Tate-Kohomologie von Mackeyfunktoren eingeführt. Nun

werden wir das Annulations-Theorem [Dre73, Theorem 2, S.204] für unsere Situation

verallgemeinern.

Nach Definition der Amitsur-Tate-Kohomologie und nach Satz 5.3.5 ist Ĥp
X(M) für p ≥ 0

ein Ĥ0
X(U)-Modul sowie Ĥ0

X(U) nach Konstruktion ein Basis-Greenfunktor.

Es sei F eine kompakte Familie von Untergruppen, sowie {(Ki)}i=1,...,n die Menge der

maximalen Klassen von F und X =
⊔

i=1...nG/Ki.

Zu F ∩ ΦG haben wir in C(ΦG,Z) das Idempotente eF:

eF(H) =

{

1 für H ∈ F ∩ ΦG

0 für H /∈ F ∩ ΦG.

Ist q das kleinste gemeinsame Vielfache der Anzahl der Komponenten der Weylgruppen

WGH für alle H ≤ G, so gilt q · C(ΦG,Z) ⊂ AG ⊂ C(ΦG,Z), d.h. q · eF ∈ AG. Siehe auch

[tD87, IV.6].

Theorem 5.4.1. Die Multiplikation mit q auf Ĥp
X(M) ist für p ≥ 0 nilpotent, d.h. es gibt

m ∈ N, so dass die Multiplikation mit qm ganz Ĥp
X(M) annulliert.

Beweis. Da Ĥp
X(M) ein Ĥ0

X(U)-Modul ist, reicht es q · 1 = 0 mit 1 ∈ Ĥ0
X(U) nachzuweisen.

Die Eins in Ĥ0
X(U) ist das Bild der Eins in U(∗) unter der Abbildung

p∗ : U(∗) −→ U(X) ∼=
⊕

i=1,...,n

U(G/Ki).

Es sei KF der Kern von p∗ und IF das Bild von p∗ : U(X) −→ U(∗). Wie schon erwähnt,

sind beides Ideale in U(∗). Unmittelbar aus der Definition von Ĥ0
X(U) folgt, dass q · 1

nilpotent ist, wenn qm · 1 für ein m aus KF + IF ist. Wir behaupten, das dies der Fall ist,

falls wir x ∈ KF und y ∈ IF finden, so dass q·1−(x+y) im Nilradikal N von U(∗) = UG liegt.

Seinen also x und y wie gefordert mit q · 1− (x+ y) = n ∈ N . Wir betrachten dann qm · 1 als

(q · 1)m = ((x+ y) + n)m =

m
∑

k=0

(

m

k

)

(x+ y)knm−k.

Nun ist n nilpotent, d.h. für genügend großes m ist nm = 0.



5.4. ANNULATIONS-THEOREM 77

Nun sind KF und IF Ideale und folglich

qm · 1 = (x+ y)m +

(

m

1

)

(x+ y)m−1n+ · · ·+

(

m

m− 1

)

(x+ y)nm−1

aus KF + IF, was die Behauptung zeigt.

Die Inklusion

ψG : UG −→ C(ΓG,Z), [Z] 7−→ (ψG(Z) : (H) 7→ χ(ZH/WH))

gestattet eine alternative Beschreibung von KF und IF, welche auch die hier gewählte

Notation erklärt:

KF = {[Z] | ψL(Z)(K) = 0 für K ≤ L ∈ F}

ergibt sich unmittelbar, da KF ein Kern ist und

IF = {[Z] | ψG(Z)(H) = 0 für H /∈ F}

gilt, weil IF durch die Basiselemente [G/K] mit K ∈ F aufgespannt wird. Da F eine kom-

pakte Familie ist, folgt ψH(G/K) = 0 für H /∈ F. Ist umgekehrt [Z] =
∑

nL[G/L] und gilt

ψH(Z) = 0 für H /∈ F, so gilt für ein maximales L mit nicht verschwindenden Koeffizienten

nL

ψL(Z) = nLψL(G/L) = nL 6= 0

und somit L ∈ F.

Die kanonische Abbildung π : UG → AG hat das Nilradikal N als Kern

N = {[Z] | χ(ZH) = 0 für alle H ≤ G}.

Dies folgt aus der Inklusion

φ : AG −→ C(ΦG,Z), [Z] 7−→ (φ(Z) : (H) 7→ χ(ZH)).

Identifizieren wir AG vermöge φ mit seinem Bild in C(ΦG,Z) so folgt aus [tD87, IV. Propo-

sition 6.15] q ·C(ΦG,Z) ⊂ AG. Damit ist auch das q-Fache des Idempotenten eF ∈ C(ΦG,Z)

ein Element in AG.

Für q · eF gilt φ(q · eF)(K) = q für K ∈ F ∩ΦG sowie φ(q · eF)(H) = 0 für H /∈ F ∩ΦG und

liegt damit in π(IF), entsprechend gilt q(1− eF) ∈ π(KF).

Sei y ein Urbild von qeF in IF ⊂ U(∗) und x ein Urbild von q(1− eF) in KF ⊂ UG.

Wegen

φπ(x) + φπ(y) = φ(qeF) + φ(q(1− eF)) = qφ(eF + 1− eF) = qφ(1) = φπ(q · 1)

liegt q · 1 − (x + y) =: n im Kern von π und ist folglich nilpotent. Somit liegt qm · 1 in

KF + IF, was das Theorem beweist. �

Es ist leider nicht klar, ob ein solches m unabhängig von F gefunden werden kann. Für

endliche G ist dies sicherlich m = 1, was schon in [Dre73] zu finden ist, was sich auch aus

der nächsten Folgerung ergibt.
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Folgerung 5.4.2. Sei A eine Greenfunktorerweiterung des Burnsideringfunktors

A(G/H) = AH und M ein A-Modul. Dann wird Ĥ∗
X(M) durch die Multiplikation mit q

annulliert.

Bemerkung 5.4.3. Betrachtet man den Beweis des letzten Theorems über Q, so entspricht

dies Theorem 4.2.5 für F0 = F. Somit enthält Q ⊗ UG selbst ein Idempotentes ẽF zu F.

Für das entsprechende Idempotente e ∈ Q⊗AG gilt q · e ∈ AG. Ein einfaches Beispiel zeigt

jedoch, dass daraus nicht immer q · e ∈ UG folgt.

Sei G = SU(2) und F die Familie der (topologisch-)zyklischen Untergruppen, d.h. die Un-

tergruppen eines maximalen Torus T ∼= S1. Das rationale Idempotente ẽ zu F ist dann

ẽ =
1

2
[G/T ] +

1

4
[G/Z],

wobei Z das Zentrum von G ist. Das kleinste gemeinsame Vielfache der Komponenten der

Weylgruppen q ist 6 und damit q · ẽ /∈ U(∗), wohl aber q2 · ẽ.
Das Idempotente e zu F in AG ist folglich 1

2
[G/T ] und damit q · e ∈ AG.

Auch liegt kein Urbild von e im Kern KF = {[Z] | [Z] = 0 ∈ U(G/T ) = U(T )}, da

p∗(6[G/T ] +
∑

H<T

nH [G/H ]) = 12[T/T ]− 6[T/Z] +
∑

H<T

2nH [T/H ].

Multiplikationstabellen für Eulerringe U(H), H ≤ SU(2) und weitere grundlegende Infor-

mationen hierzu sind in [Hof00] zu finden.



Anhang

6.1. Grundbegriffe der äquivarianten Topologie

6.1.1. Notationen. An dieser Stelle wollen wir einige grundlegende Begriffe der

äquivarianten Topologie zusammenstellen. Es sei G eine kompakte Lie-Gruppe und alle

betrachteten Untergruppen H ≤ G abgeschlossen und somit gleichermaßen kompakte Lie-

Gruppen. Zu H haben wir den Normalisator

NH = {g ∈ G | gHg−1 = H}

und die Weyl-Gruppe WH = NH/H .

Zu G betrachten wir G-Räume (genauer kompakte erzeugte topologische Räume) X mit

stetiger G-Operation X ∋ x 7→ g.x für g ∈ G. Eine G-Abbildung ist eine G-äquivariante

stetige Abbildung zwischen G-Räumen f : X → Y , d.h. es gilt g.f(x) = f(g.x). Zu H ≤ G

bezeichnet fH : XH → Y H die durch f auf den Fixpunktmengen induzierte WH-Abbildung,

da

XH = {x ∈ X | h.x = x für h ∈ H}

und Y H WH-Räume sind. Die Fixpunktmenge XH enthält den WH-invarianten Teilraum

XH = {x ∈ X | g.x = x genau dann, wenn g ∈ H}.

Wir sagen x ∈ XH hat Standgruppe Gx = H . Die Menge der G-Orbits, die XH , resp. XH

schneiden, notieren wir mit G.XH = X(H), resp. G.XH = X(H). Zu H beschreibt (H) auch

die Konjugationsklasse

(H) = {gHg−1 ≤ G | g ∈ G}

und wir sagen ein Orbit G.x hat Orbittyp H , wenn G.x ⊂ X(H) gilt; insbesondere gilt dann

G.x ∼= G/H . Für die Orbiträume gilt XH/WH ∼= X(H)/G und XH/WH ∼= X(H)/G.

6.1.2. G-Kofaserungen. Unter einem G-Paar (X,A) verstehen wir einen G-Raum X

und einen abgeschlossenen G-invarianten Teilraum A. Ein G-Paar ist ein G-äquivarianter

Umgebungsdeformationsretrakt, kurz G-NDR (Neighbourhood Deformation Retract), wenn

es G-Abbildungen u : X → I und h : X × I → X gibt, die für a ∈ A und x ∈ X folgende

Eigenschaften haben.

(1) A = u−1(0)

(2) h(x, 0) = x

(3) h(a, t) = a für t ∈ I

(4) h(x, t) ∈ A für u(x) < t.

79
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Eine G-Abbildung j : A→ X heißt G-Kofaserung, wenn j(A) in X abgeschlossen ist und j

für alle G-Räume Y die Homotopieerweiterungseigenschaft (HEE) hat. Dabei hat j : A →

X für Y die HEE, wenn es zu jeder G-Abbildung f : X → Y und jeder G-Homotopie

h : A×I → Y eine Erweiterung H : X×I → Y mit H(x, 0) = f(x) in folgendem Diagramm

gibt:

A× I

j×1

��

h // Y

X × I

H

;;wwwwwwwww

X.oo

f

OO

Lemma 6.1.1. Sei (X,A) ein G-Paar. So ist i : A ⊂ X genau dann eine G-Kofaserung,

wenn (X,A) ein G-NDR ist.

Beweis. Analog dem gewöhnlichen Fall, siehe [Str66] sowie [Lüc89, I.1]. �

Lemma 6.1.2. Ist j : A → X eine G-Kofaserung, so ist j : A → j(A) ein G-

Homöomorphismus und damit j eine abgeschlossene G-Einbettung.

Beweis. Analog dem gewöhnlichen Fall, siehe [Ste67] sowie [Lüc89, I.1]. �

Lemma 6.1.3. Es sei j : A → X eine G-Kofaserung und H ≤ G eine Untergruppe. Dann

gilt:

(1) Sei f : A→ A′ eine G-Abbildung und

A

j

��

f
// A′

J
��

X
F // X ′

das entsprechende Pushout-Diagramm. Dann ist J : A′ → X ′ auch eine G-

Kofaserung.

(2) j ist auch eine H-Kofaserung.

(3) jH : AH → XH ist eine WH-Kofaserung.

Beweis. Siehe [Lüc89, I.1]. �

6.1.3. G-CW Komplexe. Eine bedeutende Klasse von G-Räumen sind G-CW

Komplexe. Für allgemeine Einführungen siehe [tD87, II.1], [Ill75], [Lüc89, I.1 und I.2]

oder auch [Mat71].

Ein G-Paar (X,A) ist eine relativer G-CW Komplex, wenn eine Filtrierung

A = X−1 ⊂ X1 ⊂ . . .Xn ⊂ · · · ⊂
⋃

n

Xn = X
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existiert,
⋃

nXn die Kolimestopologie trägt und Xn aus Xn−1 durch Anheften von G-Zellen

G/Hi ×D
n entsteht. An A heften wir vermöge eines Pushout-Diagramms

G/Hi × S
n−1

��

// A

��

G/Hi ×D
n // X

eine G-Zelle von Typ G/Hi an. Eine G-Abbildung zwischen G-CW Komplexen f : (X,A)→

(Y,B) heißt zellulär, wenn F (Xn) ⊂ Yn gilt.

Ist A leer, so ist X ein G-CW Komplex. Ein G-CW Komplex X ist genau dann endlich,

wenn X/G kompakt ist.

Die Inklusion des n-Gerüstes Xn ⊂ X ist eine G-Kofaserung. Entsteht X durch Anheften

endlich vieler Zellen an A, so heißt (X,A) ein endlicher G-CW Komplex; ist A kompakt, so

auch X.

Theorem 6.1.4. Sei M eine kompakte glatte G-Mannigfaltigkeit. Dann ist M triangulierbar

und damit ein endlicher G-CW Komplex.

Beweis. Siehe [Ill83]. �

Theorem 6.1.5. Sei f : X → Y ein G-Abbildung zwischen G-CW Komplexen. Dann gibt

es eine G-Homotopie H : X × I → Y , so dass H0 = f und H1 zellulär ist.

Beweis. Siehe Theorem 2.1 in [tD87, II.2]. �

Satz 6.1.6. Sei f : X → Y eine G-Abbildung zwischen G-CW Komplexen. Dann ist f genau

dann eine G-Homotopieäquivalenz, wenn fH für alle H ≤ G eine Homotopieäquivalenz ist.

Beweis. Nach [tD79, 8.2.4] erfüllt ein G-CW Komplex die Voraussetzungen des folgenden

Lemma 6.1.7. �

Lemma 6.1.7. Seien X1 und X2 G-Räume mit endlichem Orbittyp, so dass X
(H)
i \Xi(H) ⊂

X
(H)
i G-Kofaserungen und (Xi)H → (Xi)H/WH ein nummerierbares WH-Hauptfaserbündel

sind, sowie ϕ : X1 → X2 eine G-Abbildung. Dann ist ϕ genau dann eine G-h-Äquivalenz,

wenn ϕH für alle H ≤ G eine gewöhnliche Homotopieäquivalenz ist.

Beweis. Siehe [Lüc89, I.2]. �

Theorem 6.1.8. Sei f : X → Y eine G-Abbildung zwischen G-CW Komplexen und sei

fH für alle H ≤ G schwache Homotopieäquivalenz, d.h. fH induziere Isomorphismen der

Homotopiegruppen. Dann ist f eine G-Homotopieäquivalenz.

Beweis. Siehe Theorem 2.4 in [Lüc89, I.2]. �
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Folgerung 6.1.9. Sei X ein G-Raum, der die Voraussetzungen von Lemma 6.1.7 erfüllt. So

hat X genau dann den Homotopietyp eines G-CW Komplex Y , wenn XH den Homotopietyp

eines CW Komplexes hat.

Beweis. Siehe Corollary 2.8 in [Lüc89, I.2]. �

Satz 6.1.10. Ein G-Raum X hat genau dann den Homotopietyp eines G-CW Komplexes,

wenn er von einem G-CW Komplex Y dominiert wird, es gibt also G-Abbildungen i : X → Y

und r : Y → X mit ri ≃ 1X.

Beweis. Siehe Proposition 2.12 in [Lüc89, I.2] und Theorem 4.9 in [Wan80]. �

6.1.4. G-Faserungen. Eine G-Abbildung f : X → B heißt G-Faserung, wenn f für

alle G-Räume Y die Homotopiehochhebungseigenschaft (HHE) hat. Dabei hat f die HHE

für Y , wenn es zu jeder Abbildung φ : Y → X und jeder Homotopie h : Y × I → B eine

Hochhebung H : Y × I → X mit Anfangsbedingung f(y) = H(y, 0) in folgendem Diagramm

gibt:

Y

��

φ
// X

f

��

Y × I
h //

H
;;wwwwwwwww

B.

Die Eigenschaft, eine G-Faserung zu sein, ist lokal, denn es gilt:

Satz 6.1.11. Sei f : X → B eine G-Abbildung und {Vj | j ∈ J} eine nummerierbare

Überdeckung mit offenen G-Mengen. Ist die Einschränkung p−1(Vj)→ Vj für alle j ∈ J eine

G-Faserung, so auch f .

Beweis. Analog dem nicht äquivarianten Fall, vgl. Theorem 9.4 [tDKP70]. �

Lemma 6.1.12. Sei f : X → B eine G-Faserung und H ≤ G eine Untergruppe. Dann gilt:

(1) Sei ψ : B′ → B eine G-Abbildung und

X ′

F
��

Ψ // X

f

��

B′
ψ

// B

das entsprechende Pullback-Diagramm. Dann ist F : X ′ → B′ auch eine G-

Faserung.

(2) f ist auch eine H-Faserung.

(3) fH : XH → BH ist eine gewöhnliche Faserung.

(4) f : f−1(BH)→ BH ist eine WH-Faserung.

Beweis. Siehe [tD87, I.7]. �
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Mit G×H? bezeichnen wir den Funktor, der einem H-Raum X den G-Raum G×H X zuord-

net. Dabei ist G×H X der Orbitraum von G×X nach der H-Operation

h(g, x) 7−→ (gh−1, hx)

und erhält eine G-Operation durch die Multiplikation auf dem linken Faktor.

Lemma 6.1.13. Sei H ≤ G. Dann ist jede G-Abbildung p : X → G/H eine G-Faserung.

Beweis. Sei ein Diagramm

Y
ψ

//

i
��

X

p

��

Y × I
Ψ // G/H

gegeben. Dies entspricht bis auf G-Homöomorphie einem Diagramm

G×H B
ψ

//

i
��

G×H A

p

��

G×H B
′ Ψ // G×H ∗

mit H-Räumen ∗, A, B und B′, siehe Proposition 4.4 [tD87, I.4]. Nach Lashof [Las82] gibt

es einen H-Homöomorphismus φ : B′ ∼= B × I, so dass wir mittels

Φ : B′ φ
−→ B × I

prB−→ B
ψ
−→ A

eine Hochhebung von Ψ durch G×H Φ erhalten. �

Theorem 4.4 in [tD87, I.4] sagt uns, dass eine G-Faserung X → G/H für eine kompakte

Lie-Gruppe G durch den Funktor G×H? aus einer H-Abbildung Z → ∗ entsteht, d.h. es gilt

X ∼= G×H Z.

Ist Z ein endlicher H-CW Komplex, so ist X ein natürlicher endlicher G-CW Komplex.

Daher ist es naheliegend zu fragen, wann bei einer G-Faserung f : X → B von G-CW

Komplexen, X und B vom Homotopietyp endlicher G-CW Komplexe sind.

Dies beantwortet der nächste Satz. Wir hatten schon in Satz 6.1.10 gesehen, dass ein

G-Raum X genau dann vom G-Homotopietyp eines G-CW Komplexes ist, wenn er von

einem G-CW Komplex dominiert wird.

Eine G-Faserung f : X → B heißt faserweise schwach endlich, wenn für alle b ∈ B die Fasern

Fb = f−1(b) als Gb-Räume Gb-homotopieäquivalent zu endlichen Gb-CW Komplexen sind.
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Satz 6.1.14. Sei B ein G-Raum, der von einem endlichen G-CW Komplex dominiert wird

und f : X → B eine G-Faserung, so dass für alle b ∈ B die Fasern Fb = f−1(b) als Gb-

Raum Gb-homotopieäquivalent zu einem endlichen Gb-CW Komplex sind. Dann ist auch X

von einem endlichen G-CW Komplex dominiert. Ist B vom G-Homotopietyp eines endlichen

G-CW Komplexes, so auch X.

Beweis. Siehe Lemma 1.2 und Corollary 2.5 in [Sum91]. �

Eine G-Faserung mit Eigenschaften wie in Satz 6.1.14 heißt faserweise schwach endlich.

Unmittelbar aus der Definition einer Faserung folgt, dass, wenn

X ′ Φ //

F
��

X

f

��

B′
φ

// B

ein Pullback ist und f eine Faserung, ebenso F eine Faserung ist.

Satz 6.1.15. Sind im obigen Pullback-Diagramm B,B′ und X von h-äquivalent zu endlichen

G-CW Komplexen sowie f eine faserweise schwach endliche G-Faserung, dann sind dies

auch X ′ und F .

Beweis. Zunächst ist festzuhalten, dass in diesem Fall auch X ′ von einem G-CW Komplex

dominiert wird. Ist X endlich dominiert, so auch X ′. Beide sind als Ergebnisse von

Sumi in [Sum91] zu finden. Damit ist Satz 6.1.14 anwendbar und die Behauptung folgt

unmittelbar. �

Satz 6.1.16. Der G-Homotopietyp von X ′ und die G-Homotopieklassen von F sind invariant

unter G-Homotopien von f und φ.

Beweis. Da X ′ und Y ′ vom Homotopietyp G-CW Komplexe sind, ist dieser nach Theorem

6.1.8 durch schwache Homotopieäquivalenzen bestimmt. Aus den langen exakten Homotopie-

sequenzen der Faserungen φH und ΦH erhalten wir Mayer-Vietoris Sequenzen der Pullback-

Diagramme, siehe [Sel97, p. 78]. Sei h : X × I → B eine G-Homotopie mit h0(x) = φ, so ist

i0 : X ⊂ X × I ein starker Deformationsretrakt und induziert damit die Identität in

. . . // πn(X
′H)

1
��

// πn(X
H)⊕ πn(B

′H)

i0∗⊕1

��

// πn(B
H)

1

��

// . . .

. . . // πn((X × I)
′H) // πn((X × I)

H)⊕ πn(B
′H) // πn(B

H) // . . .

. . . // πn(Y
′H)

1

OO

// πn(X
H)⊕ πn(B

′H)

i1∗⊕1

OO

// πn(B
H)

1

OO

// . . . .

Gleiches gilt für i1 und ψ = h1 mit Pullback Y ′ an Stelle von X ′. Nach Theorem 6.1.8 haben

X ′ und Y ′ den gleiche Homotopietyp.
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Die gleiche Argumentation zeigt die Behauptung auch für eine Homotopie von f . �

Folgerung 6.1.17. Sei σ : Y → X eine h-Äquivalenz, d.h. σ ist eine gewöhnliche h-

Äquivalenz und

X
σ //

��

Y

~~~~
~~

~~
~

B

kommutiert. Dann ist die durch das Pullback in Satz 6.1.15 induzierte G-Abbildung σ′ : X ′ →

Y ′ eine h-Äquivalenz.

Beweis. Wieder nutzen wir die Mayer-Vietoris Sequenz aus Folgerung 6.1.16.

. . . // πn(X
′H)

σ′H
∗

��

// πn(X
H)⊕ πn(B

′H)

σH
∗
⊕1

��

// πn(B
H)

1

��

// . . .

. . . // πn(Y
′H) // πn(Y

H)⊕ πn(B
′H) // πn(B

H) // . . . .

Aus dem Fünfer-Lemma folgt, dass alle senkrechten Abbildungen für n ≥ 1 Isomorphismen

sowie Bijektionen für n = 0 sind und damit σ′ eine h-Äquivalenz. �

Folgerung 6.1.18. Sei f ′ : C ′ → B′ eine h-Äquivalenz von kompakten G-ENR und φ :

X → B ein kompakter G-ENRB. Dann ist die durch das Pullback

Y ′ F ′

//

Ψ
��

X ′ F //

Φ
��

X

φ
��

C ′
f ′

// B′
f

// B,

wie in Satz 6.1.15 induzierte G-Abbildung F ′ : Y ′ → X ′ eine h-Äquivalenz von kompakten

G-ENR.

Beweis. Folgt genauso wie Folgerung 6.1.17 mit Hilfe der Mayer-Vietoris Sequenz. �

6.1.5. G-Kofaserungen über B. Eine G-Kofaserung über einem Basisraum B ist

durch ein kommutatives Diagramm von G-Räumen

A
j
//

  @
@@

@@
@@

X

f
��

B

mit abgeschlossenem Bild j(A) ⊂ X gegeben, welche die HEE für alle G-Räume Y → B

über B hat. Ist f : X → B eine G-Abbildung und A ⊂ X eine G-Kofaserung, so nennen wir

(X,A, f) einen G-Umgebungsdeformationsretrakt über B, kurz G-NDRB.
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Lemma 6.1.19. Ist j : A → X eine G-Kofaserung über B. Dann gilt: Sei f : A → A′ eine

G-Abbildung über B und

A

j

��

f
// A′

J
��

X
F // X ′

das entsprechende Pushout-Diagramm. Dann ist J : A′ → X ′ auch eine G-Kofaserung über

B.

Beweis. Folgt aus der universellen Eigenschaft des Pushouts zusammen mit Lemma

6.1.3. �

Lemma 6.1.20. Sei A ⊂ X abgeschlossen und f : X → B eine G-Abbildung. So ist i : A ⊂ X

genau dann eine G-Kofaserung über B, wenn es eine Retraktion r mit

1 : X × {0} ∪ A× I
i
−→ X × I

r
−→ X × {0} ∪A× I

gibt, so dass f = f ◦ i ◦ r gilt.

Beweis. Analog dem gewöhnlichen, nicht-äquivarianten Fall, siehe dazu [CJ98, Proposition

4.1]. �

Folgerung 6.1.21. Sei (X,A, f) ein G-NDRB und φ : B → C eine G-Abbildung. Dann ist

(X,A, φf) ein G-NDRC.

Beweis. Die Komposition mit φ macht die nach Lemma 6.1.20 existierende Retraktion

über B zu einer über C. �

Folgerung 6.1.22. Sei (X,A, f) ein G-NDRB und ψ : B′ → B eine G-Abbildung. Sei

weiter

A′

��

⊂ // X ′

��

F // B′

ψ

��

A
⊂ // X

f
// B

ein Diagramm von Pullbacks. Dann ist (X ′, A′, F ) ein G-NDRB′.

Beweis. Ist r : X × I → X ×{0}∪A× I eine Retraktion über B, so definiert das Pullback

X ′ × I

��

R // X ′ × {0} ∪A′ × I

��

// B′

ψ

��

X × I
r // X × {0} ∪A× I // B

eine Retraktion R, die A′ ⊂ X ′ F
−→ B′ zu einem G-NDRD macht. �
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Wir wollen nun das Zusammenspiel von kompakten G-ENR, G-Faserungen und G-

Kofaserungen studieren.

Lemma 6.1.23. Sei q : A ⊂ X eine G-Kofaserung, f : X ′ → X eine G-Faserung und

A′ F //

Q
��

A

q

��

X ′
f

// X

ein Pullback-Diagramm von G-Abbildungen zwischen kompakten G-ENR. Dann ist auch Q :

A′ ⊂ X ′ eine G-Kofaserung.

Beweis. Für den nicht-äquivarianten Fall siehe auch [Whi78, I.7.14].

Wir betrachten (X,A) als G-NDR und haben dies auch für (X ′, A′) nachzuweisen. Seien also

u : X → I und h : X × I → X die nötigen G-Abbildungen zu (X,A). Dann liefert die HHE

in

X ′ 1 //

��

X ′

f

��

X ′ × I
h◦(1×f)

//

H

77nnnnnnnnnnnnn

X

eine G-Abbildung H : X ′ × I → X ′ und wir definieren

h′(x′, t) =

{

H(x′, t) für t ≤ u(f(x′))

H(f(x′), u(f(x′))) für t ≥ u(f(x′))

und u′ = u ◦ f . Diese erfüllen die Bedingungen um (X ′, A′) als G-NDR zu erkennen. Offen-

sichtlich gilt für x′ ∈ X ′ und a′ ∈ A′

A′ = u′
−1

(A), h′(x′, 0) = x′ und h′(a′, t) = a′.

Wir zeigen noch h′(x′, t) ∈ A′ für x′ ∈ X ′ mit u′(x′) < t. Nach Definition von h′ gilt

fh′(x′, t) = fH(x′, u′(x′)) = h(f(x′), u(f(x′))),

und für s > u(p(x′)) ist nach Voraussetzung h(s, f(x′)) ∈ A. Da aber A abgeschlossen in

X ist, folgt fh′(x′, t) = h(u(f(x′)), f(x′)) ∈ A und h′(x′, t) = H(x′, u′(x′)) ∈ f−1(A) = A′.

Somit ist A′ ⊂ X ′ ein G-NDR. �

Lemma 6.1.24. Es sei ϕ : B′ → B eine G-Abbildung und

X0
q
//

��

X2

��

X1

Q
// X

f
// B

ein Pushout-Diagramm von G-Abbildungen zu dem die Kompositionen

Xi −→ X
f
−→ B
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mit fi, i = 0, 1, 2 notiert seien. Nach Pullback entlang ϕ von fi und f ergibt sich wieder ein

Pushout-Diagramm

X ′
0

q′
//

��

X ′
2

��

X ′
1

Q′

// X ′ F // B′.

Beweis. Wegen der Transitivität von Pullbacks können wir X = B und X ′ = B′ annehmen.

Sei weiter X̄ = X ′
1 ∪X′

0
X ′

2 das Pushout von X ′
1 ← X ′

0 → X ′
2. Dann liefern die universellen

Eigenschaften der Pushouts und Pullbacks eine stetige, bijektive Abbildung

X̄
ψ

//

  B
BB

BB
BB

B X ′

��

B′.

Doch ist ψ nur die Einschränkung des Homöomorphismus

X ′ ×X1 ∪X′×X0 X
′ ×X2 −→ X ′ ×X

auf {(x′, x) | ϕ(x′) = x} ∼= X̄ und damit auch offen. �
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6.2. Additive Invarianten

6.2.1. Universelle additive Invarianten. Eine additive Invariante für die Kategorie

der endlichen G-Komplexe f : Z → X über einem G-Raum X besteht aus einer abelschen

Gruppe A und einer Zuordnung a, die jeder G-Abbildung f von einem endlichen G-CW

Komplex Z in einen G-Raum X ein Element a(f) ∈ A zuordnet und folgende Axiome erfüllt:

Invarianz: Für zwei Objekte f : Z → X und f ′ : Z ′ → Xmit einer G-
Homotopieäquivalenz σ : Z → Z ′ mit f ′σ ≃ f , gilt a(f) =
a(f ′).

Additivität: Seien Zi, i = 0, 1, 2 endliche G-Komplexe, Z0 ein Unterkom-
plex von Z1 und Z0 → Z1 eine abgeschlossene G-Kofaserung
sowie Z0 → Z1

↓ ↓
Z2 → Z

ein Pushout endlicher G-Komplexe. Für eine G-Abbildung
f : Z → X und die durch Komposition resultierenden Ab-
bildungen fi : Zi → X gilt a(f) + a(f0) = a(f1) + a(f2).

Normierung: Für das initiale Objekt ∅ : ∅ → X gilt a(∅) = 0.

Eine additive Invariante (A, a) heißt universell, wenn zu jeder additiven Invariante (B, b) ein

Homomorphismus ϕ : A → B mit ϕa = b existiert. Je zwei universelle additive Invarianten

sind isomorph. Mittels folgender Grothendieck-Konstruktion lässt sich die Existenz zeigen.

Sei F die freie abelsche Gruppe mit einer Basis aus G-Homotopieäquivalenzklassen [f ]

endlicher G-Komplexe f : Z → X über X. Weiter sei N die Untergruppe, erzeugt durch

[∅ : ∅ → X] und Elemente [f ]+[f0]−[f1]−[f2] für Pushouts wie in den Axiomen beschrieben.

Die resultierende Faktorgruppe F/N mit der Zuordnung f 7→ [f ] ∈ F/N ist offensichtlich

eine universelle additive Invariante.

Wir geben noch eine weitere Beschreibung einer universellen additiven Invarianten.

So wie im gewöhnlichen äquivarianten Fall (X = ∗) homogene Räume G/H die Rolle von

Punkten im nichtäquivarianten Fall einnehmen, sind es nun G-Abbildungen G/H → X.

Diese werden wir näher studieren. Dazu ist es sinnvoll die Komponenten-Kategorie π0(G,X)

zu betrachten. Die Objekte sind G-Homotopieklassen von Abbildungen α : G/H → X. Ein

Morphismus σ : [α] → [β] zwischen zwei Klassen [α : G/H → X] und [β : G/K → X]

ist eine G-Abbildung σ : G/H → G/K, so dass α G-homotop zu βσ ist. Die Komposition

zweier Morphismen ist die offensichtliche, welche durch die Komposition der entsprechenden

G-Abbildungen definiert ist.

Da α : G/H → X durch das Bild von der Nebenklasse eH bestimmt ist, können Objekte

der Form [G/H → X] in π0(G,X) und Wegekomponenten π0(X
H) von XH miteinander

identifiziert werden. Die Restriktion der NH-Operation auf XH induziert eine Operation

auf π0(X
H) mit dem Stabilisator NαH der Komponente von α(eH). Dann ist die Abbildung

ϕ : NαH → Aut(f) mit ϕ(n) = (eH 7→ nH) surjektiv und hat den Kern H , d.h.

Aut(α) ∼= NαH/H =: WαH .
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Für einen endlichen G-Komplex f : Z → X über X zerlegen wir nun die Fixpunktmenge

ZH entsprechend der induzierten Abbildung π0(f
H) : π0(Z

H) → π0(X
H). Wir bezeichnen

Zf,α als die Vereinigung der Komponenten im Urbild von π0(α) unter π0(f
H). Gemäß der

Konstruktion ist Zf,α ein NαH/H-Raum.

Eine Äquivalenzrelation auf endlichen G-Komplexen über X wird uns zur universellen addi-

tiven Invarianten U(X) führen. Dazu nennen wir zwei fi : Zi → X mit i = 0, 1 genau dann

äquivalent, wenn für alle α : G/H → X die Gleichheit χ(Zf0,α
0 /WαH) = χ(Zf1,α

1 /WαH) für

Euler-Charakteristiken gilt. Die Menge der Äquivalenzklassen [f ] bezeichnen wir mit U(H),

die durch disjunkte Vereinigung zu einer abelschen Gruppe mit neutralem Element [∅ → X]

wird. Sei Y ein endlicher CW-Komplex mit trivialer G-Operation und Euler-Charakteristik

χ(Y ) = −1. Dann wird das inverse Element einer Klasse [f : Z → X] durch Z×Y → Z → X

repräsentiert.

Zum Schluss dieses Abschnitts notieren wir noch die Ergebnisse aus [tD87], um U(X) als

universelle additive Invariante zu erkennen.

Satz 6.2.1. (i) Seien fi : Zi → X mit i = 0, 1 gegeben und σ : Z0 → Z1 eine G-

Homotopieäquivalenz, so dass f1σ G-homotop zu f0 ist. Dann ist [f0] = [f1].

(ii) Seien Zi, i = 0, 1, 2 endliche G-Komplexe, Z0 → Z1 eine G-Kofaserung und

Z0 → Z1

↓ ↓
Z2 → Z

ein Pushout endlicher G-Komplexe. Für eine G-Abbildung f : Z → X und durch Komposi-

tion resultierende Abbildungen fi : Zi → X gilt dann a(f) + a(f0) = a(f1) + a(f2) ∈ U(X).

Beweis. Siehe Proposition 1.15 [tD87, IV]. �

Für f : Z → X und α : G/H → X definieren wir Zf,(α) ⊂ Z(H) als den G-Teilraum der

Orbits C ⊂ Z, für die f |C : C → X in π0(G,X) isomorph zu α : G/H → X ist.

Satz 6.2.2. U(X) ist eine freie abelsche Gruppe mit einer Basis, bestehend aus den Isomor-

phieklassen [α] von Objekten in π0(G,X). Für f : Z → X gilt in U(X) die Gleichheit

[f ] =
∑

[α]

χc(Zf,(α)/G)[α].

Beweis. Siehe Proposition 1.16 [tD87, IV]. �

Die Restriktion von f : Z → X auf eine offene i-Zelle G/H × Ei ⊂ Z definiert ein Objekt

α : G/H → X und damit auch eine Isomorphieklasse [α] in π0(G,X). Sei n(α, i) die Anzahl

der i-Zelle von Z, die die gleiche Klasse [α] definiert und n(α) die alternierende Summe
∑

i(−1)in(α, i).



6.2. ADDITIVE INVARIANTEN 91

Satz 6.2.3. Sei (A, a) eine additive Invariante für endliche G-Komplexe über X. Dann gilt

für f : Z → X die Gleichheit

a(f) =
∑

[α]

n(α)a(α),

wobei die Summe über alle Isomorphieklassen von Objekten in π0(G,X) läuft.

Beweis. Siehe Proposition 1.18 [tD87, IV]. �

Folgerung 6.2.4. U(X) ist eine universelle additive Invariante.

Beweis. Nach Satz 6.2.1 ist U(X) eine additive Invariante. Damit gibt es einen eindeutigen

Homomorphismus ϕ : A→ U(X), der nach Satz 6.2.3 surjektiv ist. Er ist aber auch injektiv,

was aus Satz 6.2.2 folgt. �

Lemma 6.2.5. Sei g : X → Z eine G-Abbildung zwischen G-Räumen. Dann induziert die

Komposition mit g auf Repräsentanten φ : W → X eine wohldefinierte Abbildung

g∗ : U(X) −→ U(Z), [φ] 7−→ [g ◦ φ],

die Induktion entlang g.

Beweis. Die Komposition mit φ ist G-homotopieinvariant und ändert nicht die Additi-

vität-Relationen. Daher ist die induzierte Abbildung wohldefiniert und additiv. �

Lemma 6.2.6. Sei φ : Y → X eine faserweise schwach endliche G-Faserung zwischen G-

Räumen vom Homotopietyp endlicher G-CW Komplexe. Dann induzieren Pullbacks auf Re-

präsentanten f : Z → X

Z ′

F
��

Φ // Z

f

��

Y
φ

// X

entlang φ die wohldefinierte Abbildung

φ∗ : U(X) −→ U(Y ), [f ] 7−→ [F ],

die Restriktion entlang φ

Beweis. Da φ faserweise schwach endlich und Y von G-Homotopietyp eines endlichen G-

CW Komplexes ist, hat Z ′ auch den G-Homotopietyp eines endlichen G-CW Komplexes,

wie in Satz 6.1.15 gezeigt. Folgerung 6.1.16 und 6.1.18 implizieren, dass die Zuordnung

[f : Z → X] 7−→ [F : Z ′ → Y ]

auf h-äquivalenten Repräsentanten wohldefiniert ist. Lemma 6.1.23 und Lemma 6.1.24

besagen, dass ein Pushout-Diagramm der Additivitätsrelationen von U(X) unter Pullbacks

entlang Faserungen wieder in ein solches überführt wird. Somit ist φ∗ additiv und letztlich

wohldefiniert. �



92 ANHANG

Folgerung 6.2.7. Sei X die disjunkte Vereinigung von X1 und X2 mit Inklusionen ij :

Xj → X, j = 1, 2. Dann ist

U(X1)⊕ U(X2) = U(X).

Beweis. Die Abbildungen i∗j : U(X) → U(Xj) und (ij)∗ : U(Xj) → U(X) bilden die

Projektionen und Inklusionen der direkten Summen. �

Lemma 6.2.8. Das Produkt zweier G-Abbildungen f : Y → X und f ′ : Y ′ → X ′ induziert

eine bilineare Abbildung

m : U(X)× U(X ′) −→ U(X ×X ′), ([f ], [f ′]) 7−→ [f × f ′].

Beweis. Die Abbildung m ist bilinear, da sie in beiden Variablen linear ist. So entsteht

m(?, f ′) mit f ′ : Y ′ → X ′ als Komposition

U(X)
(1X×prY ′)∗

−→ U(X × Y ′)
(1X×f ′)∗
−→ U(X ×X ′).

Entsprechend ist m(f, ?) die Komposition

U(X ′)
(prY ×1X′ )∗

−→ U(Y ×X ′)
(f×1X′ )∗
−→ U(X ×X ′).

�

Für X = G/G = ∗ heißt U(X) = UG der Eulerring von G, er ist ein Funktor für Inklusionen

H ≤ G.

Ist H eine abgeschlossene Untergruppe von G, so gibt es entsprechende additive Invarianten

für H . Für den Rest dieses Abschnitts wollen wir daher die Gruppe H als Zusatz mit

notieren: UH , bzw UG für G selbst.

Satz 6.2.9. Sei H eine abgeschlossene Untergruppe von G und X ein H-Raum. Dann indu-

ziert der Funktor G×H? den kanonischen Isomorphismus

UH(X)→ UG(G×H X), [f : Z → X] 7→ [G×H f : G×H → G×H X].

Insbesondere gilt UG(G/H) ∼= UH(∗) = UH .

Beweis. Siehe Proposition IV.1.21 [tD87]. �

6.2.2. Fibrante additive Invarianten. Seien X, Y und Z G-Räumen vom G-

Homotopietyp endlicher G-CW Komplexe. Eine linksseitig-fibrante G-Abbildung ist eine

G-Abbildung F : Z → X × Y , so dass die Projektion auf den ersten Faktor FX : Z → X

eine faserweise schwach endliche G-Faserung ist. Im Hinblick auf die Verwendung dieser

Abbildungen notieren wir f als

(FY , FX) : X ← Z → Y.



6.2. ADDITIVE INVARIANTEN 93

Auch für diese Klasse von G-Abbildungen gibt es spezielle additive Invarianten.

Eine additive Invariante für linksseitig-fibrante G-Abbildungen F : Z → X × Y ist ein

Paar (A(X, Y ), a), bestehend aus einer abelschen Gruppe A(X, Y ) und einer Zuordnung

a, die jeder Abbildung F ein Element a(F ) ∈ A(X, Y ) zuordnet und folgende Axiome erfüllt:

Invarianz. Für zwei Objekte F : Z → X × Y und F ′ : Z ′ → X × Y , so
dass es eine G-Homotopieäquivalenz σ : Z → Z ′ mit F ′σ ≃ F
gibt, gilt a(F ) = a(F ′).

Additivität. Sei Z0

T

��

// Z2

��

Z1
// Z ′ F // X × Y

ein

Pushout und Fi : Zi → X×Y resultierende linksseitig-fibrante
G-Abbildungen für i = 0, 1, 2 sowie (Z1, Z0, prXF1) eine G-
Kofaserung über X. Dann gilt a(F ) + a(F0) = a(F1) + a(F2).

Normierung. Für ∅ : ∅ → X × Y gilt a(∅) = 0.

Eine linksseitig-fibrante universelle additive Invariante ist dann eine additive Invari-

ante (Ufib, u), so dass jede additive Invariante (A, a) vermöge eines Homomorphismus

ϕ : Ufib → A entsteht.

Eine Grothendieck-Konstruktion analog zu 6.2.1 sichert ihre Existenz. Zwei linksseitig-

fibrante G-Abbildungen Z −→ X × Y und Z ′ −→ X × Y sind äquivalent, wenn eine

G-Homotopieäquivalenz σ existiert, so dass

Z
σ //

##G
GG

GGG
GGG

Z ′

{{ww
ww

ww
ww

w

X × Y

bis auf G-Homotopie kommutiert. Es sei F die freie abelsche Gruppe über diesen

Äquivalenzklassen und N der Normalteiler erzeugt durch [∅ : ∅ → X × Y ] und

[F1] + [F2] − [F0] − [F ] aus dem Additivität-Axiom. So ist F/N mit der Zuordnung

der Repräsentanten eine universelle additive Invariante und bis auf Isomorphie eindeutig.

Mit Hilfe der Additivität zeigt man unmittelbar, dass jedes Element in Ufib(X, Y ) durch

eine G-Abbildung repräsentiert wird.

Lemma 6.2.10. Sei S1 ⊂ C der Einheitskreis mit Grundpunkt 1 und S1 ∨S1 die verbundene

Summe, jeweis mit trivialer G-Operation. Dann gilt für a = [F : A→ X × Y ] ∈ Ufib(X, Y )

und n ∈ N

(1) n · a wird durch die n-fache disjunkte Vereinigung von F als G-Abbildung
⊔

A →

X × Y und

(2) −a wird durch A× (S1 ∨ S1)→ A→ X × Y repräsentiert.

Insbesondere ist jedes Element in Ufib(X, Y ) durch eine G-Abbildung repräsentiert.
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Beweis. (1) folgt unmittelbar aus den Äquivalenzrelationen der Konstruktion von

Ufib(X, Y ).

(2) Sei I = [0, 1] das Einheitsintervall. Wir betrachten zunächst das Pushout-Diagramm

A× {0, 1}

∩

��

⊂ // A× I

��

A× I // A× S1.

Mit der jeweiligen Projektion auf A und der Komposition mit F : A→ X × Y erhalten wir

die Abbildungen F{0,1}, FI und FS1 . In Ufib(X, Y ) gilt nun [F{0,1}] = 2[f ] sowie [FI ] = [f ]

und damit folgt aus

[F{0,1}] + [FS1 ] = [FI ] + [FI ]

unmittelbar [FS1 ] = 0. Eine analoge Überlegung zu dem Pushout

A× {1}

∩

��

⊂ // A× S1

��

A× S1 // A× (S1 ∨ S1)

liefert dann die Behauptung. �

Analog definiert und konstruiert man rechtsseitig-fibrante additive Invarianten, deren

universelle additive Invariante wir mit Ufib(X, Y ) notieren. Auf Grund der offensichtli-

chen Analogie Ufib(X, Y ) = Ufib(Y,X) gehen wir an dieser Stelle nicht weiter auf den

rechtsseitig-fibranten Fall ein.

Unter der fibranten universellen additiven Invarianten zu X verstehen wir dann Ufib(X, ∗).

Setzt man den Punkt in der anderen Variablen ein, erhalten wir wieder die ursprüngliche

additive Invariante für endliche G-CW Komplexe, denn es gilt:

Lemma 6.2.11. Sei Y vom Homotopietyp eines endlicher G-CW Komplexes, so gilt

Ufib(∗, Y ) ∼= U(Y ).

Beweis. Da für Repräsentanten X → ∗×Y von Elementen in Ufib(∗, Y ) auch X → ∗ faser-

weise schwach endlich ist, muss Z vom G-Homotopietyp eines endlichen G-CW Komplexes

sein. Folglich gibt es die Abbildung

U(Y ) −→ Ufib(∗, Y ), [F : Z → Y ] 7−→ [F : Z → ∗× Y ].

Da jeweils die gleichen Relationen gelten ist dies ein Isomorphismus. �

In dem nächsten Satz vergleichen wir die universellen additiven Invarianten für verschiedene

Gruppen H ≤ G, so dass wir diese dann durch UH
fib, bzw. UG

fib unterscheiden müssen.
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Satz 6.2.12. Sei H eine abgeschlossene Untergruppe in G und X vom Homotopietyp eines

endlichen G-CW Komplexes. Dann induziert der Funktor G×H? den kanonischen Isomor-

phismus

UH
fib(∗, X) ∼= UG

fib(G/H,X).

Beweis. Generell ist G ×H Z → G ×H ∗ ∼= G/H eine G-Faserung mit Fasern H-isomorph

zu Z und damit G×H Z → G/H ein G-ENR über G/H . Ist Z → ∗ eine faserweise schwach

endliche Faserung, d.h. Z vom H-Homotopietyp eines endlichen H-CW Komplexes, so

ist auch G ×H Z → G/H faserweise schwach endlich und G ×H Z nach Satz 6.1.14 vom

G-Homotopietyp eines endlichen G-CW Komplexes.

Weiter ist der Funktor G×H? kanonisch verträglich mit Pushouts und Pullbacks. Ist Z×I →

Z ′ eine H-Homotopie, so ist auch G×H (Z)×I ∼= G×H (Z×I)→ G×HZ
′ eine G-Homotopie.

Es wird auch eine H-Homotopieäquivalenz in eine G-Homotopeäquivalenz überführt. Damit

induziert dies eine wohldefinierte Abbildung zwischen den Isomorphieklassen der Diagramme

[F : Z → X] 7→ [G×H F : G×H Z → G×H X].

Um einzusehen, dass dies auch für UH
fib(∗, X) wohldefiniert ist, bleibt nur zu überlegen, dass

eine H-Kofaserung zu einer G-Kofaserung über G/H wird. Dies folgt aber umgehend aus

der Retraktionseigenschaft in Lemma 6.1.20 und der Funktorialität von G×H?.

Mit Proposition 4.4 in [tD87] sehen wir, dass die Zuordnung

(F : Y → G/H ×X) 7−→ (F |Y1 : Y1 → X)

mit Y1 = F−1(H/H × X), den inversen Homomorphismus UG
fib(G/H,X) → UH

fib(∗, X)

induziert, da Y ∼= G×H Y1. �

Folgerung 6.2.13. Sei H ≤ G eine Untergruppe und Y ein kompakter G-ENR. Dann gilt

UG
fib(G/H, Y ) ∼= U(G/H × Y ).

Beweis.

UG
fib(G/H, Y ) ∼= UH

fib(∗, Y ) ∼= UH(Y ) ∼= UG(G/H × Y ).

�

Von nun an betrachten wir wieder additive Invarianten für eine feste Gruppe G, so dass wir

UG
fib und UG einfach als Ufib und U notieren.

Lemma 6.2.14.

Ufib(∪iBi,∪jXj) =
⊕

Ufib(Bi, Xj)

Beweis. Wie Lemma 6.2.7. �
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Sei f : X → Y eine G-Faserung und (δ, γ) : Z ← A→ Y eine linksseitig-fibrante Abbildung.

Dazu betrachten wir das Pullback

B
F

//

∆
��

X

f
��

Z A
γ

oo δ // Y

und nutzen nun diese Notation der resultierenden Abbildung.

Lemma 6.2.15. Ist f : X → Y eine faserweise schwach endliche G-Faserung und X, Y vom

G-Homotopietyp endlicher G-CW Komplexe, so induziert diese durch

(1) Komposition einen wohldefinierten Homomorphismus

f∗ : Ufib(X,Z) −→ Ufib(Y, Z), (β, α) 7−→ (β, fα),

(2) obige Pullback-Konstruktion einen Homomorphismus

f ∗ : Ufib(Z, Y )→ Ufib(Z,X), (δ, γ) 7−→ (F, γ∆).

Sind f0 und f1 G-homotope Abbildungen X → Y , so induzieren sie die gleichen Homomor-

phismen.

Beweis. Die homotopen Abbildungen f0 ≃ f1 definieren wegen der Homotopieinvarianz

und Satz 6.1.15 mit Folgerung 6.1.18 in beiden Fällen isomorphe Klassen. Ebenso wird aus

einer h-Isomorphie zwischen zwei Repräsentanten eine h-Isomorphie der Repräsentanten

des Bildes. Dies folgt für die Komposition unmittelbar. Die Additivität-Relationen werden

nach Lemma 6.1.21, 6.1.23 und 6.1.24 respektiert. �

Für das nächste Resultat betrachten wir ein Pullback-Diagramm

Y

f

��

B
Foo

Γ
��

Z A
γ

oo δ // X,

in dem f eine G-Abbildung und (δ, γ) : Z ← A→ X eine linksseitig-fibrante Abbildung ist.

Lemma 6.2.16. Ist f : Y → Z eine G-Abbildung zwischen G-Räumen vom G-Homotopietyp

endlicher G-CW Komplexe, so induziert f

(1) durch Komposition einen wohldefinierten Homomorphismus

f∗ : Ufib(X, Y )→ Ufib(X,Z), (β, α) 7−→ (fβ, α),

(2) mittels obigem Pullback einen Homomorphismus

f ∗ : Ufib(Z,X)→ Ufib(Y,X), (δ, γ) 7−→ (δΓ, F ).

Sind f0 und f1 G-homotope Abbildungen X → Y , so induzieren sie die gleichen Homomor-

phismen.
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Beweis. Die Additivität-Relationen folgen in diesen Fällen aus Lemma 6.1.22 und 6.1.24,

der Rest wie in Lemma 6.2.15. �

Folgerung 6.2.17. Seien (β, α) : X ← A → Y und (δ, γ) : Y ← B → Z zwei linksseitig-

fibrante Abbildungen. Sei (β ′, γ′) : A← C → B durch das folgende Pullback definiert:

C

β′

��

γ′
// B

γ

��

δ // Z

X A
αoo

β
// Y.

Dann induziert die Zuordnung

m : (β, α), (δ, γ) 7−→ (δγ′, αβ ′)

eine bilineare Abbildung

m : Ufib(X, Y )× Ufib(Y, Z) −→ Ufib(X,Z).

Beweis. Nach Lemma 6.2.15 und 6.2.16 ist m in jeder Variablen auf G-Homotopieklassen

wohldefiniert und additiv. Dem Satz 6.1.15 entnehmen wir, dass G-Homotopieäquivalenzen

durch Pullbacks wieder in G-Homotopieäquivalenzen überführt werden. Damit ist m

unabhängig von der Auswahl der Repräsentanten einer Isomorphieklasse der Diagramme.

Zusammengenommen ist m bilinear. �

Folgerung 6.2.18. Sei X vom G-Homotopietyp eines endlichen G-CW Komplex. Die bi-

lineare Abbildung m in Folgerung 6.2.17 macht Ufib(X,X) zu einem Ring mit Eins und

Ufib(X, Y ) zu einem linken, sowie Ufib(Y,X) zu einem rechten Ufib(X,X)-Modul.

Beweis. Die Abbildung m ist durch Pullbacks

C

��

// B

��

// Y

X Aoo // Y

induziert. Die Transitivität dieser Konstruktion macht die Multiplikation m assoziativ, die

Additivität ist Bestandteil der Folgerung 6.2.17. Das Einselement finden wir in der Klasse

des Diagramms

X
1
←− X

1
−→ X.

�

Lemma 6.2.19. Seien A, X vom G-Homotopietyp endlicher G-CW Komplexe und p : A ×

X → X die Projektion. Dann ist

φ : U(∗) −→ Ufib(X,X), [A] 7−→ [X
p
← A×X

p
→ X]

ein unitaler Ringhomomorphismus.
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Beweis. Zunächst können wir festhalten, dass nach Lemma 6.2.13 U(∗) = Ufib(∗, ∗) gilt.

Weiter ist die Projektion p : A × X → X trivialerweise eine faserweise schwach endliche

G-Faserung. Jede Kofaserung A ⊂ B wird zu einer G-Kofaserung A × X ⊂ B × X über

X und jedes Pushout über ∗ zu einem über X, womit φ additiv und wohldefiniert ist.

Die Verträglichkeit von Pullbacks mit Produkten macht φ zu einem Ringhomomorphismus,

welcher unital ist, da das Eins-Element in U(∗) der Punkt ∗ repräsentiert und damit

φ(1) = φ([∗]) = [X ← X → X] = 1X

gilt. �
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