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1 Einleitung

Thema dieser Arbeit sind in erster Linie lineare elliptische stochastische par-
tielle Differentialgleichungen (SPDEs) der Form

Lu = f auf D, (1)

u = 0 auf ∂D, (2)

wobei

Lu = −∇ · (K(x, ω)∇u(x, ω)) + c(x, ω) · ∇u(x, ω) + r(x, ω)u(x, ω)

und D ein beschränktes Gebiet ist.

Während parabolische SPDEs in der Literatur intensiv behandelt wurden,
haben sich bisher nur sehr wenige Autoren mit dem elliptischen Fall beschäf-
tigt. Prinzipiell kann man natürlich versuchen, die Transformationsmetho-
den von Øksendal, Holden, Ubøe und Zhang zu verwenden. Jedoch muss bei
dieser Methode (siehe z.B. [11], [12], [13], [14], [15] und [16]) jede SPDE ein-
zeln betrachtet werden, d.h. allgemeine Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen
werden nicht erhalten. Des weiteren liegen die Lösungen der SPDEs in einem
Raum von Funktionen, die stetig in der Raumvariablen sind. Dies erfordert
die Voraussetzung der Stetigkeit von f(x, ω) in x. V̊age war einer der ersten,
der elliptische SPDEs mit Hilfe von Variationmethoden für PDEs gelöst hat
(siehe [24] und [25]). Sein Ansatz führt zu allgemeineren Aussagen als mittels
der Transformationsmethoden von Øksendal et al. V̊age verwendet jedoch
Wick-Produkte, wohingegen wir von gewöhnlichen Produkten Gebrauch ma-
chen, was bei einigen Anwendungen angemessener ist. Des Weiteren scheint
sein Ansatz weniger geeignet für die numerische Berechnung der Lösungen
von SPDEs mittels Finite-Elemente-Methoden. Besold versuchte ebenfalls
mittels Variationsmethoden elliptische SPDEs zu lösen (siehe [3]) und in-
spirierte diese Arbeit (siehe Bemerkung 3.7(2) unten). Rozanov und Sanso
(siehe [20]) beschäftigten sich mit stochastischen Randwertproblemen für die
Laplace-Gleichung und lösten sie in einem bestimmten Sobolevraum.

Wir behandeln zwei verschiedene, sich jedoch ähnelnde mathematische For-
mulierungen der Gleichung (1)-(2), wobei der erste vor allem von theoreti-
schem Interesse und der zweite auf die Anwendung im Bereich der numeri-
schen Berechnung der Lösungen von SPDEs zugeschnitten ist.
Beim ersten, theoretischen Fall suchen wir schwache Lösungen der Gleichung
(1)-(2) im Tensorproduktraum H1

0(D) ⊗H St, der aus dem reellwertigen So-
bolevraum H1

0 (D) sowie einem den Kondratievräumen ähnelden stochasti-
schen Funktionenraum St besteht und bezügliche der Hilbert-Schmidt-Norm
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vervollständigt ist. Der Quellterm f ist ein Element des Dualraumes von
H1

0 (D) ⊗H St, d.h. eine stochastische Distribution. Die Koeffizienten von L
sind Elemente des Tensorproduktraums, der aus L∞(D) bzw. W 1,∞(D) und
den trigonometrischen Polynomen (E) besteht und bezüglich der π-Topologie
vervollständigt ist.
Im zweiten, numerischen Fall stammen die Lösungen aus H1

0 (D)⊗H

W t,2(Rk, ν), der Quellterm aus dem Dualraum von H1
0 (D) ⊗H W t,2(Rk, ν)

und die Koeffizienten aus L∞(D) ⊗π W
t,∞(Rk, ν), wobei ν ein Maß auf Rk

ist.
Für beide Fälle wird ein Existenz- und Eindeutigkeitssatz bewiesen. Dazu
werden bei deterministischen PDEs übliche Hilbertraummethoden (insbe-
sondere das Lemma von Lax-Milgram) auf unseren stochastischen Rahmen
übertragen.

Im folgenden Kapitel 2 werden bekannte Definitionen und Aussagen zusam-
mengestellt, die wir nachfolgend benötigen: Wir gehen auf projektive und
induktive Limites, abzählbar-normierte Räume und einige Sätze der Funk-
tionalanalysis ein, geben eine kurze Einführung in die Topologisierung von
Tensorprodukträumen und beschäftigen uns schließlich mit White Noise Ana-
lysis, um die von uns benötigten stochastischen Funktionen- und Distributio-
nenräume einführen zu können. In Kapitel 3 werden Existenz- und Eindeu-
tigkeitssätze für Lösungen von SPDEs formuliert und bewiesen. Im letzten
Kapitel beschäftigen wir uns schließlich mit Fragen der numerischen Berech-
nung der Lösung von SPDEs mittels Finite-Elemente-Methoden.
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2 Grundlagen

Inhalt dieses Kapitels sind Grundlagen aus den Bereichen topologische Vek-
torräume, Funktionalanalysis, Tensorprodukte und White Noise Analysis, die
wir in den folgenden Kapiteln benötigen werden.

2.1 Topologische Vektorräume

Wir führen zuerst einige grundlegende Begriffe ein und kommen dann zu
projektiven bzw. induktiven Limites und abzählbar-normierten Räumen.

Definition 2.1 Sei X ein topologischer Vektorraum. Wir schreiben X∗ für
den Raum der linearen stetigen Funktionale auf X und 〈·, ·〉 für das
Dualprodukt (〈·, ·〉 werden wir gelegentlich auch für das Skalarprodukt von
Hilberträumen benutzen).
Mit X∗

σ bezeichnen wir die schwache Topologie auf X∗, die von der Um-
gebungsbasis der Null

{x∗ ∈ X∗ : sup
x∈B

|〈x∗, x〉| ≤ 1}, B ∈ X endlich

erzeugt wird (Wenn keine Verwechslungen möglich sind, schreiben wir X∗

statt X∗
σ).

Die starke Topologie auf X∗ erhält man, indem man die Mengen

{x∗ ∈ X∗ : sup
x∈B

|〈x∗, x〉| ≤ 1}, B ∈ X beschränkt

als Umgebungsbasis der Null zu Grunde legt.

Definition 2.2 Sei X ein topologischer Vektorraum und {Xα}α∈A eine Fa-
milie topologischer Vektorräume. Zu jedem α ∈ A sei eine lineare Abbildung
φα : X −→ Xα gegeben. Die projektive Topologie auf X ist die schwächste
Topologie, so dass alle φα stetig sind.

Zur Einführung des projektiven und des induktiven Limes benötigen wir
den Begriff des direkten Produkts, der direkten Summe und der gerichteten
Menge.

Definition 2.3 Sei {Xα}α∈A eine Familie lokal konvexer Räume. Als direk-
tes Produkt bezeichnen wir den Raum

∏

α∈A

Xα = {(xα)α∈A : xα ∈ Xα}

ausgestattet mit der schwächsten lokal konvexen Topologie, so dass die ka-
nonischen Projektionen pβ :

∏

α∈AXα −→ Xβ stetig für alle β ∈ A sind.
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Existenz und Eindeutigkeit der in der letzten Definition erwähnten ”schwäch-
sten lokal konvexen Topologie”, wird in [22] gezeigt. Gleiches gilt für die
”stärkste lokal konvexe Topologie” in der folgenden Definition.

Definition 2.4 Sei {Xα}α∈A eine Familie lokal konvexer Räume. Als direk-
te Summe bezeichnen wir den Raum

⊕

α∈A

Xα = {(xα)α∈A ∈
∏

α∈A

Xα : xα 6= 0 für nur endlich viele α ∈ A}

ausgestattet mit der stärksten lokal konvexen Topologie, so dass die kanoni-
schen Injektionen iβ : Xβ −→

⊕

α∈AXα stetig für alle β ∈ A sind.

Definition 2.5 Eine Menge A wird gerichtet genannt, falls auf ihr eine
reflexive, transitive, antisymmetrische Relation ”≤” definiert ist, so dass es
für alle α, β ∈ A ein γ ∈ A mit α ≤ γ und β ≤ γ gibt.

Nun kommen wir zur Definition des projektiven und des induktiven Limes.
Diese kompliziert anmutenden Definitionen sind im Rest der Arbeit nur inso-
fern von Relevanz, dass unter bestimmten Umständen der starke Dualraum
eines projektiven Limes ein induktiver Limes ist. Dies wird bei den in Ab-
schnitt 2.5 definierten Räumen (S) und (S)∗ benutzt.

Definition 2.6 Sei {Xα}α∈A eine Familie lokal konvexer Räume, wobei A
eine gerichtete Menge sei. Ist zu jedem Paar α, β ∈ A mit α ≤ β eine stetige
lineare Abbildung fα,β : Xβ −→ Xα gegeben und gelte (i) fα,α = Id für α ∈ A
und (ii) fα,γ = fα,βfβ,γ für α ≤ β ≤ γ, so wird {Xα, fα,β} ein projektives
System genannt. Unter diesen Bedingungen wird

proj lim
α∈A

:= {(xα)α∈A ∈
∏

α∈A

Xα : fα,β(xβ) = xα für alle α ≤ β}

ausgestattet mit der von
∏

α∈AXα induzierten relativen Topologie der pro-
jektive Limes von {Xα, fα,β} genannt.

Satz und Definition 2.7 Sei {Xα}α∈A eine Familie lokal konvexer Räume,
wobei A eine gerichtete Menge sei. Ist zu jedem Paar α, β ∈ A mit
α ≥ β eine stetige lineare Abbildung gα,β : Xβ −→ Xα gegeben und gel-
te (i) gα,α = Id für α ∈ A und (ii) gα,γ = gα,βgβ,γ für α ≥ β ≥ γ,
so wird {Xα, gα,β} ein induktives System genannt. Unter diesen Bedin-
gungen ist

∑

α≥β Im(iβ − iαgα,β) ein Unterraum von
⊕

α∈AXα. Wenn
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∑

α≥β Im(iβ − iαgα,β) abgeschlossen ist, wird der mit der Quotiententopo-
logie ausgestattete, lokal konvexe Quotientenraum

ind lim
α∈A

Xα :=
⊕

α∈A

Xα

/

∑

α≥β

Im(iβ − iαgα,β)

der induktive Limes von {Xα, gα,β} genannt.
Beweis: Siehe [22]

Wir führen nun die abzählbar-normierten Räume ein. Diese Klasse von Räu-
men unterscheidet sich nur wenig von den klassischen normierten oder Banach-
Räumen, deren Theorie sich in recht weitem Umfang auf die allgemeinere
Klasse der abzählbar-normierten Räume übertragen läßt. Andererseits zeigen
Räume dieser Klasse, die deutlich enger als die Klasse aller topologischen Vek-
torräume ist, charakteristische Zusammmenhänge und Eigenschaften, welche
die unendlichdimensionalen normierten Räume nicht besitzen. Die für uns
relevante Eigenschaft ist, dass der Satz von Bochner-Minlos (Satz 2.20, sie-
he Abschnitt 2.5) nur für eine bestimmte Klasse von abzählbar-normierten
Räumen gilt, nicht jedoch für allgemeine normierte Räume.

Um die abzählbar-normierten Räume zu definieren, benötigen wir die folgen-
de Definition:

Definition 2.8 Zwei Normen ‖·‖1 und ‖·‖2 auf einem Vektorraum X heißen
koordiniert, wenn jede Folge (xn)n∈N von Elementen aus X, die bezüglich
beider Normen eine Cauchyfolge ist und bezüglich einer Norm gegen Null
konvergiert, auch bezüglich der anderen Norm gegen Null konvergiert.

Seien nun ein Vektorraum X und ein abzählbares System von koordinierten
Normen ‖ · ‖1, ‖ · ‖2, . . . auf X gegeben. Mit Hilfe dieser Normen läßt sich in
X auf folgende Weise eine Topologie einführen: Gegeben seien eine beliebige
natürliche Zahl n und eine beliebige positive Zahl ǫ. Sei Un,ǫ die Menge aller
x ∈ X, für welche die n Ungleichungen

‖x‖1 < ǫ, ‖x‖2 < ǫ, . . . ‖x‖n < ǫ

gelten. Wir erhalten eine Topologie auf X, indem wir die Menge aller Un,ǫ als
Umgebungsbasis der Null wählen. Stattet man X mit dieser Topologie aus,
so ist X ein topologischer Vektorraum (siehe [7]).

Definition 2.9 Ein Vektorraum X, in dem mit Hilfe eines abzählbaren Sy-
stems paarweise koordinierter Normen auf die oben angegebene Weise eine
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Topologie eingeführt worden ist, wird abzählbar-normierter Raum ge-
nannt. Falls die Normen alle hilbertsch sind (d.h. für jede Norm ‖x‖ = 〈x, x〉

1

2

mit passendem Skalarprodukt gilt), so nennen wir X abzählbar-hilbertsch.

Von einer gegebenen Folge von Normen darf stets vorausgesetzt werden, dass
sie nicht fallend ist, d.h. dass

‖x‖1 ≤ ‖x‖2 ≤ . . .

für jedes x ∈ X gilt. Anderenfalls braucht man nur ‖x‖n durch

‖x‖′n = max(‖x‖1, . . . , ‖x‖n)

zu ersetzen. Die Folge der Normen ‖x‖′n ist nicht fallend, sie erzeugt in X
dieselbe Topologie und die neuen Normen sind ebenfalls koordiniert (siehe
[7]).

2.2 Tensorprodukte

Wir werden uns in diesem Abschnitt vor allem mit der Topologisierung von
Tensorprodukten beschäftigen. Aus diesem Grund definieren wir das Ten-
sorprodukt auf eine Weise, die von der allgemein üblichen abweicht. Beide
Definitionen sind jedoch äquivalent. Für den Rest dieses Abschnittes sind
Vektorräume stets C-Vektorräume und alle Räume seien hausdorffsch.

Definition 2.10 Seien X, Y und M Vektorräume. Sei Φ eine bilineare Ab-
bildung von X × Y nach M . Wir sagen, dass X und Y Φ-linear disjunkt
sind, wenn folgendes gilt:
Sind x1, . . . , xn und y1, . . . , yn endliche Mengen aus X bzw. Y mit je n ∈ N
Elementen, die die Gleichung

n
∑

j=1

Φ(xj , yj) = 0

erfüllen. Dann gelten die beiden folgenden Implikationen:

x1, . . . , xn linear unabhängig =⇒ y1 = . . . = yn = 0

y1, . . . , yn linear unabhängig =⇒ x1 = . . . = xn = 0

Definition 2.11 Seien X und Y Vektorräume. Ein Tensorprodukt von X
und Y ist ein Paar (M,Φ), wobei M ein Vektorraum ist und Φ eine bilineare
Abbildung von X × Y nach M , so dass Φ(X × Y ) den ganzen Raum M
aufspannt und X und Y Φ-linear disjunkt sind.
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Man bezeichnet das Tensorprodukt (es ist bekanntlich eindeutig) von X und
Y normalerweise mit X ⊗ Y und erwähnt die Abbildung Φ nicht. Wenn ein
Raum R gegeben ist, bei dem es sich um ein Tensorprodukt handelt, und auf
diese Räume nicht explizit Bezug genommen wird, so spricht man bei R von
einem Tensorproduktraum. Man sagt also ”R ist das Tensorprodukt von
X und Y ”, aber ”R ist ein Tensorproduktraum”.
Die kanonische Abbildung Φ von X × Y nach X ⊗ Y wird mit

(x, y) 7→ x⊗ y.

bezeichnet. Die Bilder x⊗ y werden als Tensorprodukte bezeichnet.
Bildet man das n-fache Tensorprodukt eines Raumes X, so schreibt man
X⊗n. Das Bild von (x, . . . , x) unter der kanonischen Abbildung bezeichnet
man mit x⊗n.

Die Symmetrisierung von x1 ⊗ · · · ⊗ xn bezeichnen wir mit x1⊗̂ · · · ⊗̂xn
oder Sym(x1 ⊗ · · · ⊗ xn). Sie ist wie folgt definiert:

x1⊗̂ · · · ⊗̂xn :=
1

n!

∑

σ∈Sn

xσ(1) ⊗ · · · ⊗ xσ(n), (3)

wobei Sn die symmetrische Gruppe mit n Elementen sei.

Wir werden Tensorprodukträume auf zwei Arten topologisieren:
Erstens können wir eine Seminorm-Topologie auf X ⊗ Y unter Verwendung
von Seminorm-Topologien auf X und Y konstruieren, wozu X und Y lo-
kal konvex sein müssen (Die lokal konvexen topologischen Vektorräume sind
gerade die topologischen Vektorräume, deren Topologie sich mittels einer Fa-
milie von Seminormen definieren läßt).
Zweitens kann man, falls X und Y Hilberträume sind, die Skalarprodukte
auf X und Y benutzen, um ein Skalarprodukt und somit eine Topologie auf
X ⊗ Y zu erhalten.

1. Die erste Möglichkeit wird folgendermaßen realisiert:

Definition 2.12 Seien X und Y lokal konvexe topologische Vektorräume.
Die stärkste lokal konvexe Topologie auf X ⊗ Y , so dass die kanonische bi-
lineare Abbildung (x, y) 7→ x ⊗ y stetig ist, wird π-Topologie genannt.
Ausgestattet mit dieser Topologie und vervollständigt bezüglich ihr, wird
der Raum X ⊗ Y mit X ⊗π Y bezeichnet.

Diese Definition ist sinnvoll, da es genau eine stärkste lokal konvexe Topolo-
gie mit den geforderten Eigenschaften auf X ⊗ Y gibt (siehe [23]).
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Die π-Topologie läßt sich mit Hilfe eines Tensorprodukts von Seminormen
beschreiben: Seien p und q Seminormen aufX bzw. Y . Mit Up und Vq seien die
abgeschlossenen Einheitskugeln bezüglich p bzw. q in X bzw. Y bezeichnet.
Wir definieren W als die konvexe Hülle von Up ⊗ Vq und das Tensorprodukt
von p und q als

p⊗ q(θ) := inf
ρ>0

{ρ ∈ R : θ ∈ ρW}.

Indem wir über die Seminormen, die die Topologie von X bzw. Y definieren,
variieren, erhalten wir eine Familie von Seminormen auf X ⊗ Y , die die
π-Topologie induziert (siehe [23]). Folgende Proposition liefert eine besser
handhabbare Formel für p⊗ q:

Proposition 2.13 Seien X und Y lokal konvexe topologische Vektorräume
und p, q Seminormen auf X bzw. Y . Dann gilt für jedes θ ∈ X ⊗ Y

p⊗ q(θ) = inf
∑

j

p(xj)q(yj)

wobei das Infimum über alle Darstellungen von θ der Form θ =
∑

j xj ⊗ yj
gebildet wird. Desweiteren gilt p ⊗ q(x ⊗ y) = p(x)q(y) für alle x ∈ X und
y ∈ Y .
Beweis: siehe [23]

2. Nun der Fall, dass X und Y Hilberträume sind:

Definition 2.14 Seien X und Y Hilberträume mit Skalarprodukt 〈·, ·〉X
bzw. 〈·, ·〉Y . Die mittels des Skalarprodukts
〈

n
∑

i=1

xi ⊗ yi,
m
∑

j=1

x′j ⊗ y′j

〉

=
n
∑

i=1

m
∑

j=1

〈xi, x
′
j〉X〈yi, y

′
j〉Y , xi, x

′
i ∈ X, yi, y

′
i ∈ Y

definierte Topologie auf X ⊗ Y wird Hilbert-Schmidt-Topologie
(H.S.-Topologie) genannt. Der mit der H.S.-Topologie versehene und bezüglich
dieser Topologie vervollsändigte Raum wird mit X ⊗H Y bezeichnet.

Wenn auf zwei topologischen Vektorräumen je eine Abbildung gegeben ist,
so kann man das Tensorprodukt dieser Abbildungen auf kanonische Weise
definieren:

Satz und Definition 2.15 Seien X1, X2, Y1 und Y2 lokal konvexe topo-
logische Vektorräume und u : X1 −→ X2, v : Y1 −→ Y2 stetige, lineare
Abbildungen. Dann gibt es eine eindeutige Abbildung u ⊗ v von X1 ⊗ Y1

nach X2 ⊗ Y2, genannt das Tensorprodukt von u und v, so dass

u⊗ v(x⊗ y) = u(x) ⊗ v(y)
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für alle x ∈ X und y ∈ Y gilt. Des weiteren ist u ⊗ v stetig, wenn X1 ⊗ Y1

mit der π- oder H.S.-Topologie versehen und bezüglich dieser vervollständigt
wird (Die H.S.-Topologie zu verwenden ist natürlich nur möglich, falls vor-
ausgesetzt wird, dass X1, X2, Y1 und Y2 Hilberträume sind).
Beweis: Siehe [23] und [19]

Wir werden die Vervollständigung des Tensorprodukts X ⊗ Y bzgl. der
τ -Topologie mit X ⊗τ Y bezeichnen, wobei τ entweder für π oder H steht.

Sind X und Y beides Fréchet-Räume, so läßt sich jedes Element aus X⊗π Y
als Reihe darstellen, deren Summanden in einem bestimmten Sinne gegen
Null gehen. Dies drückt die folgende Proposition aus.

Proposition 2.16 Seien X und Y Fréchet-Räume. Dann läßt sich jedes Ele-
ment θ ∈ X ⊗π Y als absolut konvergente Reihe der Form

θ =

∞
∑

n=1

λnxn ⊗ yn

darstellen, wobei (xn)n∈N und (yn)n∈N Nullfolgen in X bzw. Y sind und
(λn)n∈N eine Folge komplexer Zahlen aus l1 ist.
Beweis: Siehe [23]

Des Weiteren werden wir folgende Proposition benötigen:

Proposition 2.17 Seien X und Y normierte Räume. Dann ist X ⊗π Y ein
normierter Raum und seine Norm wird π-Norm genannt. Eine Norm auf X⊗
Y ist kleiner oder gleich der π-Norm, falls die kanonische bilineare Abbildung
von X ×Y nach X ⊗Y stetig ist und Operatornorm kleiner oder gleich Eins
hat.
Beweis: Siehe [23]

2.3 Nukleare Räume

Seien X und Y Banach-Räume. Wir betrachten X∗ ⊗ Y als linearen Unter-
raum von L(X;Y ), indem wir einem Element

∑

j x
∗
j ⊗ yj aus X∗ ⊗ Y die

Abbildung

x 7→
∑

j

〈x∗j , x〉yj

zuordnen. X∗ ⊗ Y ist dann der Unterraum der Abbildungen mit endlichdi-
mensionalem Bild. Wir bezeichnen mit Lb(X;Y ) den Raum L(X;Y ) ver-
sehen mit der Topologie der beschränkten Konvergenz, d.h. mit der



Grundlagen 12

Topologie definiert durch die Operatornorm

‖u‖ = sup
x∈X,‖x‖=1

‖u(x)‖.

Dieser Raum ist vollständig. Die kanonische bilineare Abbildung

(x∗, y) 7→ (x 7→ 〈x∗, x〉y)

von X∗ × Y nach Lb(X;Y ) ist stetig und hat Norm gleich Eins. Wir er-
halten daher aufgrund von Prop. 2.17, daß die von Lb(X;Y ) auf X∗ ⊗ Y
induzierte Norm kleiner oder gleich der π-Norm ist. Daher und aufgrund der
Vollständigkeit von Lb(X;Y ) kann die Injektion von X∗ ⊗ Y nach Lb(X;Y )
zu einer stetigen linearen Abbildung von X∗⊗π Y nach Lb(X;Y ) fortgesetzt
werden.

Definition 2.18 Seien X und Y Banach-Räume. Ein Element aus L(X, Y )
wird nukleare Abbildung genannt, wenn es im Bild von X ⊗π Y unter der
kanonischen Abbildung liegt.

Der Begriff ”nuklear” rührt daher, daß bei der Konstruktion der nuklea-
ren Abbildungen diejenigen Elemente aus L(X;Y ), welche ein Bild endlicher
Dimension haben, von zentraler Bedeutung sind. Abbildungen mit endlich-
dimensionalem Bild kann man als ”Elementarbausteine” ansehen, d.h. als
”atomar” bzw. ”nuklear”.

Sei X ein lokal konvexer topologischer Vektorraum und p eine stetige Semi-
norm auf X. Wir bezeichnen die Vervollständigung des normierten Raumes
X/ ker p mit Xp, wobei wir X/ ker p mit der Norm p/ ker p versehen. Aus der
Definition von Xp folgt, daß Xp ein Banach-Raum ist.

Definition 2.19 Ein lokal konvexer topologischer Vektorraum X wird nu-
klearer Raum genannt, wenn zu jeder stetigen Seminorm p auf X eine
weitere stetige Seminorm q auf X mit q ≥ p existiert, so daß die kanonische
Abbildung von Xq nach Xp nuklear ist.

Mit q ≥ p ist gemeint, daß q(x) ≥ p(x) für alle x ∈ X gilt. Die kanonische
Abbildung von Xq nach Xp ist wie folgt definiert: Da q ≥ p, gilt ker p ⊃ ker q
und daher gibt es eine kanonische surjektive Abbildung von X/ ker q nach
X/ ker p. Diese Abbildung ist stetig, wenn man die Räume mit der Norm
q/ ker q bzw. p/ ker p versieht.
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2.4 Hermite-Polynome und -Funktionen

Die Hermite-Polynome hn : R −→ R sind definiert als

hn(x) := (−1)nex
2 dn

dxn
e−x

2

, n ∈ N0. (4)

Die ersten Hermite-Polynome sind

h0(x) = 1, h1(x) = 2x, h2(x) = 4x2 − 2, h3(x) = 8x3 − 12x,

h4(x) = 16x4 − 48x2 + 12, . . .

Die Hermite-Funktionen ξn : R −→ R sind definiert als

ξn(x) := (π
1

2 2nn!)−
1

2e−
1

2
x2

hn(x), n ∈ N0. (5)

Die wichtigsten Eigenschaften der Hermite-Funktionen sind die folgenden:

1. ξn ∈ S(R) für alle n ∈ N0

2. Die Folge (ξn)n∈N ist eine Orthonormalbasis von L2(R).

3. Sei der Operator

Af(u) := −f ′′(u) + (u2 + 1)f(u), u ∈ R

auf S(R) definiert. A ist selbstadjungiert und hat das Spektrum
{2k+2, k ∈ N0}. Die Hermite-Funktionen sind Eigenfunktionen von A:

Aξk = (2k + 2)ξk.

Eine ausführliche Liste von Eigenschaften der Hermite-Polynome und -Funk-
tionen findet man in [10] und [15].

2.5 Der Hidasche Testfunktionenraum und der Hida-
sche Distributionsraum

Um den Hidaschen Testfunktionenraum und den Hidaschen Distributions-
raum einzuführen, benötigen wir den Satz von Bochner-Minlos:

Satz 2.20 (Bochner-Minlos) Sei N ein nuklearer, abzählbar-hilbertscher
Raum und C : N −→ C eine Abbildung mit folgenden Eigenschaften:
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(1) C ist stetig,
(2) C ist positiv definit, d.h.

n
∑

i,j=1

αiαjC(ηi − ηj) ≥ 0

für alle α1, . . . , αn ∈ C, η1, . . . , ηN ∈ N ,
(3) C(0) = 1.
Dann existiert ein eindeutiges Wahrscheinlichkeitsmaß µ auf (N ∗,B) (B die
Borelsche σ-Algebra bzgl. der schwachen Topologie auf N ∗), so dass gilt:

E [exp[i〈·, η〉]] =

∫

N ∗

exp[i〈ω, η〉]dµ(ω) = C(η)

Beweis: Siehe [9]

Aufgrund der folgenden Proposition können wir N = S(Rd) wählen.

Proposition 2.21 Der Schwartz-Raum S(Rd) ist ein nuklearer, abzählbar-
hilbertscher Raum.
Beweis: Siehe [9]

Des Weiteren setzen wir C(η) = exp[−1
2
‖η‖2

2]. Es ist leicht nachzurechnen,
dass diese Funktion die obigen Bedingungen (1)-(3) erfüllt. Wir erhalten so
den Wahrscheinlichkeitsraum

(S∗(Rd),B, µ). (6)

Im Folgenden geben wir die wesentlichen Gründe für diese Wahl an:

1. S(Rd) ist ein relativ einfacher Raum unter den nuklearen, abzählbar-
hilbertschen Räumen und außerdem kann man gut analytisch mit ihm
arbeiten.

2. Für die Fourier-Transformierte φX einer N(µ, σ2)-verteilten Zufallsva-
riable X gilt

φX(y) = exp[iµy −
1

2
y2σ2], y ∈ R.

Sei Xη(ω) := 〈ω, η〉, ω ∈ N ∗. Wegen

φXη
(y) =

∫

N ∗

exp[iyXη(ω)]dµ(ω)

=

∫

N ∗

exp[i〈ω, yη〉]dµ(ω)

= C(yη)

= exp[−
1

2
y2‖η‖2

2], y ∈ R
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sind die Zufallsvariablen Xη(ω) N(0, ‖η‖2
2)-verteilt.

3. Durch
Bt1,...,td(ω) := 〈ω, 1[0,t1]×···×[0,td]〉

ist eine d-parametrige Brownsche Bewegung definiert. Das Problem,
dass 1[0,t1]×···×[0,td] nur in L2(Rd), nicht aber in S(Rd) liegt, löst man,
indem man eine gegen 1[0,t1]×···×[0,td] konvergierende Folge von Elemen-

ten des S(Rd) betrachtet und den Grenzübergang durchführt (siehe
[15]).

Wir schreiben (Lp) für den komplexen Lp(S∗(Rd),B, µ). Als nächstes führen
wir die als trigonometrische Polynome bezeichnete Algebra (E) ein.

Definition 2.22 Sei η ∈ SC(Rd). Wir definieren die als Wick-Exponential
bezeichnete Funktion exp⋄[〈·, η〉] wie folgt:

exp⋄[〈ω, η〉] := exp[〈ω, η〉 −
1

2
‖η‖2

2], ω ∈ S∗(Rd)

Definition 2.23 Die von der Menge {exp⋄[i〈·, η〉] | η ∈ S(Rd)} erzeugte
Algebra (E) bezeichnen wir als trigonometrische Polynome.

Proposition 2.24 Für p ∈ [1,∞] ist (E) eine dichte Untermenge von (Lp).
Beweis: Siehe [10]

Wir führen nun die Räume (S), (S)∗ und (Sp) ein. Es läßt sich einfach zeigen,
dass sich ein beliebiges Element φ aus (E) in der Form

φ =

N
∑

n=1

an exp⋄[i〈·, ηn〉]

darstellen läßt. Wir definieren den Operator Γ(A) : (E) −→ (E) (Zur Defini-
tion von A siehe Abschnitt 2.4), indem wir Γ(A)φ für φ in der obigen Form
angeben:

Γ(A)φ =

N
∑

n=1

an exp⋄[i〈·, Aηn〉] (7)

Für p ∈ N0 können wir nun die folgende Norm auf (E) definieren:

‖φ‖2,p = ‖Γ(A)pφ‖2 = ‖Γ(Ap)φ‖2 (8)

Man kann zeigen, dass ‖ · ‖2,p hilbertsch ist (siehe [18]). Somit ist die Ver-
vollständigung von (E) bzgl. dieser Norm ein Hilbertraum. Wir bezeichnen
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diesen Hilbertraum mit (Sp) und seinen Dualraum mit (S−p). Des weiteren
definieren wir (S) :=

⋂

p≥0(Sp). Versehen mit der projektiven Topologie bzgl.
der Einbettungen ip : (S) −→ (Sp) wird dieser Raum Hidascher Testfunk-
tionenraum genannt. Der zu (S) duale, mit der starken Topologie versehene
Raum wird mit (S)∗ bezeichnet und wird Hidascher Distributionsraum
genannt.

2.6 Der Wiener-Itô-Segal-Isomorphismus

Wir wollen nun auf den Wiener-Itô-Segal-Isomorphismus eingehen. Er er-
möglicht uns, Elemente aus (L2) so darzustellen, dass Rechnungen mit ihnen
einfach durchzuführen sind. Dazu müssen wir die wickgeordneten Polynome
und den Fock-Raum einführen.

Definition 2.25 Sei f ∈ S(R2d). Dann wird das durch

Tr(f) :=

∫

Rd
f(t, t)dt

definierte Element von S∗(R2d) als Spur bezeichnet.

Definition 2.26 Sei ω ∈ S∗(Rd) und n ∈ N0. Wir definieren die wickge-
ordneten Polynome ω⋄n ∈ S∗(Rnd) per Induktion als

ω⋄0 = 1

ω⋄1 = ω

ω⋄n = ω⊗̂ω⋄(n−1) − (n− 1)Tr⊗̂ω⋄(n−2), n ≥ 2.

Der Grund, warum man die wickgeorneten Polynome benötigt und nicht
einfach die Polynome der Form

ω 7→ 〈ω, ζ1〉 · · · 〈ω, ζn〉, ω ∈ S∗(Rd),

mit ζ1, . . . , ζn ∈ S(Rd), benutzt, liegt darin, dass diese Polynome nicht
dieselben Orthogonalitätseigenschaften bzgl. des (L2)-Skalarprodukts
(〈φ, ψ〉(L2) =

∫

S∗(Rd)
φ(ω)ψ(ω)dµ(ω)) wie die wickgeordneten Polynome be-

sitzen (siehe [18]).

Definition 2.27 Sei H ein komplexer Hilbertraum mit Norm | · |.
Sei Γ(H) der Raum aller Folgen f = (fn)n∈N0

, fn ∈ H⊗Hn, so dass
∑∞

n=0 n!|fn|2 <∞ gilt. Versehen mit der Norm

‖f‖2
Γ(H) :=

∞
∑

n=0

n!|fn|
2
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wird Γ(H) Fock-Raum über H genannt.

In [10] wird gezeigt, dass Γ(H) ein Hilbertraum ist.

Satz 2.28 Sei φ ∈ (L2). Dann existiert ein eindeutiges f = (fn)n∈N0
aus

Γ(L2
C
(Rd)), so dass

φ(ω) =
∞
∑

n=0

〈ω⋄n, fn〉 µ− f.s. (9)

gilt. Umgekehrt wird durch jedes f = (fn)n∈N0
∈ Γ(L2

C
(Rd)) mittels (9) eine

Funktion in (L2) definiert. In diesem Fall gilt

‖φ‖2
2 =

∞
∑

n=0

n!|fn|
2 = ‖f‖2

Γ(L2
C
(Rd))

.

Kurz, es gilt folgende Isomorphie:

(L2) ∼= Γ(L2
C
(Rd))

Beweis: Siehe [18]

Wir wollen nun eine Formel angeben, mit der man aus den Wiener-Itô-Segal-
Entwicklungen von φ, ψ ∈ (S) die Entwicklung von φ · ψ berechnen kann.
Hierzu müssen wir uns mit der Kontraktion von Tensorprodukten beschäfti-
gen, genauer mit der Rechts- und Linkskontraktion und ihrer Symmetrisie-
rung.

Definition 2.29 Seien l, m, n ∈ N0. Weiterhin seien f ∈ S(Rd(l+m)) und
g ∈ S(Rd(l+n)). Dann wird

f ⊗l g :=
∑

j,k

(

∑

i

〈f, ηj ⊗ ηi〉〈g, ηk ⊗ ηi〉

)

ηj ⊗ ηk

die Rechtskontraktion von f und g genannt, wobei mit den Skalarpro-
dukten 〈·, ·〉 das L2(Rd(l+m))- bzw. L2(Rd(l+n))-Skalarprodukt gemeint ist
und die Summation über i = (i1, . . . , il) ∈ Nl, j = (j1, . . . , jm) ∈ Nm und
k = (k1, . . . , kn) ∈ Nn erfolgt.

In [18] wird gezeigt, dass f ⊗l g ein wohldefiniertes Element aus S(Rd(m+n))
ist.
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Die Rechtskontraktion läßt sich auch in der Form

(f ⊗l g)(x1, . . . , xm, y1, . . . , yn) =
∫

R
l

f(s1, . . . , sl, x1, . . . , xm)g(s1, . . . , sl, y1, . . . , yn)ds1 · · · dsl

schreiben.
Die Linkskontraktion wird als

f ⊗l g :=
∑

j,k

(

∑

i

〈f, ηi ⊗ ηj)〉〈g, ηi ⊗ ηk〉

)

ηj ⊗ ηk (10)

definiert, im Folgenden jedoch nicht benötigt. Die Symmetrisierung von f⊗lg
wird mit f⊗̂lg bezeichnet. Analog verhält es sich mit f ⊗l g.

Proposition 2.30 Seien φ ∈ (S), ψ ∈ (Sp), p ≥ 0, wobei

φ(ω) =

∞
∑

m=0

〈ω⋄m, fm〉,

ψ(ω) =

∞
∑

n=0

〈ω⋄n, gn〉.

Dann gilt für die Wiener-Itô-Segal-Entwicklung von φ · ψ:

(φ · ψ)(ω) =

∞
∑

l=0

〈ω⋄l, hl〉

mit

hl =
∑

m+n=l

∞
∑

k=0

k!

(

m+ k

k

)(

n + k

k

)

fm+k⊗̂kgn+k

=
∑

m+n−2k=l,k≤m∧n

k!

(

m

k

)(

n

k

)

fm⊗̂kgn

Beweis: Siehe [18]

2.7 Sobolevräume

Wir führen nun die Sobolevräume in zwei verschiedenen Allgemeinheitsgra-
den ein:
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Definition 2.31 Sei D ⊂ Rn offen, l ∈ N. Der Sobolev-Raum W t,2(D) ist
die Menge aller Funktionen f ∈ L2(D), für welche die Distributionsableitun-
gen Dsf für s = (s1, . . . , sn), |s| ≤ t, wieder Elemente aus L2(D) sind:

W t,2(D) := {f ∈ L2(D) : Dsf ∈ L2(D) für |s| ≤ t}

Wir führen auf W t,2(D) ein Skalarprodukt durch

〈f, g〉r :=
∑

|s|≤t

∫

D

Dsf(x)Dsg(x)dx

ein. Die abgeschlossene Hülle von C∞
0 in W t,2(D) nennen wir W t,2

0 (D), d.h.

W t,2
0 (D) := C∞

0 (D)
W t,2(D)

.

Wir benötigen in dieser Arbeit von den soeben definierten Sobolevräumen
ausschließlich H1

0 (D) und den dazugehörigen Dualraum H−1(D).

Proposition 2.32 (1. Poincarésche Ungleichung) Sei D ein beschränk-
tes Gebiet im Rn. Dann existiert eine nur vom Durchmesser von D abhängige
Konstante c0, so dass für alle u ∈ H1

0 (D) gilt:

‖u‖2
H1

0
(D) ≤ c0‖∇u‖

2
L2(D) = c0

n
∑

i=1

∫

D

∣

∣

∣

∣

∂

∂xi
u(x)

∣

∣

∣

∣

2

dx

Beweis: Siehe [26]

Wir kommen nun zu einer allgemeineren Formulierung des Begriffs des So-
bolevraums:

Definition 2.33 Sei k ≥ 1, t ≥ 0, p ∈ [1,∞] und seien ν1, . . . νk Wahrschein-
lichkeitsmaße auf (R,B). Dann wird

W t,p(Rk, ν) := {f ∈ W t,p(Rk) :
t
∑

s=0

‖∇sf‖Lp(Rk,ν1⊗···⊗νk) <∞},

Sobolevraum genannt, wobei

∇sf :=

k
∑

j1,...,jr=1

∂

∂xj1
· · ·

∂

∂xjr
f.
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Wir schreiben W−t,p(R
k, ν) für den Dualraum von W t,p(Rk, ν). Der Raum

W t,2(Rk, ν) ist ein Hilbertraum (siehe [17], Satz V-2.1.4 für den Beweis eines
Spezialfalls dieser Aussage).

Sei D ⊂ Rn, n ≥ 2, ein Gebiet. Wir werden die folgenden Abkürzungen
benutzen: ‖ · ‖0 := ‖ · ‖L2(D), ‖ · ‖1 := ‖ · ‖H1

0
(D). Dieselbe Notation benuzten

wir bei Skalarprodukten.

2.8 Die Räume St und S−t

Wir führen nun die Räume St und S−t ein:

Definition 2.34 Sei P der Raum der Funktionen der Form

N
∑

n=0

〈ω⋄n, fn〉, N ∈ N0

und t ≥ 0. Der Raum St wird als die Vervollständigung von P bezüglich der
Norm

‖
N
∑

n=0

〈ω⋄n, fn〉‖2,t =

N
∑

n=0

(1 + n)tn!|fn|
2

definiert und S−t als sein Dualraum.

Die Funktionen

〈ω⋄m0 ,
ˆ⊗∞

i=0
ξ⊗ni

i 〉

bilden eine Orthogonalbasis von St und von (L2). Offensichtlich gilt

. . . ⊂ St ⊂ . . . ⊂ S2 ⊂ S1 ⊂ S0 = (L2) ⊂ S−1 ⊂ S−2 ⊂ . . . ⊂ S−t ⊂ . . .

2.9 Elliptische Diffentialgleichungen

Die folgenden drei Abschnitte über elliptische Differentialgleichungen, Trian-
gulierung, Finite Elemente und die Methode der Finiten Elemente wurden
freundlicherweise von Richard Sachsenhausen zur Verfügung gestellt. Es wur-
de nur kleinere Anpassungen bezüglich der Notation gemacht.

Im nun folgenden Abschnitt sollen einige der wesentlichen Erkenntnisse der
Theorie elliptischer, partieller Diffentialgleichungen rekapituliert werden. Ei-
ne umfassende Einführung in die Theorie der partiellen Differentialgleichun-
gen findet sich z.B. in [21], [26].
Zunächst sollen in den folgenden Definitionen die verschiedenen Klassen von
Diffentialgleichungen bzw. -operatoren vorgestellt werden.
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Definition 2.35 (Differentialoperator, Diffentialgleichung, Ordnung)

Sei D ⊂ Rn ein Gebiet, X ein Raum reellwertiger Funktionen über D, k ∈ N

und F : D×R
nk+1

−1

n−1 → R eine Abbildung. Ein Operator L : D×X
nk+1

−1

n−1 →
X

Lu := F (x, u(x), Dαlmu(x))

mit Multiindizes |αlm| = l, l = 1, ..., k, m = 0, ..., nl heißt Differentialoperator
der Ordnung k. Eine Gleichung

Lu = f

mit einer Abbildung f : D → R heißt Differentialgleichung der Ordnung k.

Ein spezieller Typ von Differentialoperatoren, der im folgenden untersucht
werden soll, wird nun ausgezeichnet.

Definition 2.36 (Linearer elliptischer Differentialoperator 2. Ord-
nung)
Ein Differentialoperator L der Ordnung 2 heißt linear, falls er von der Form

Lu =

n
∑

i,j=1

kij
∂

∂xj

∂

∂xi
u+

n
∑

i=1

ci
∂

∂xi
u+ ru

mit geeigneten Koeffizienten kij , ci, r : D → R ist. Er heißt elliptisch, falls
alle Eigenwerte der Matrix A = (kij)

n
i,j=1 von 0 verschieden und von gleichem

Vorzeichen sind.

Ein typischer Unterschied zwischen partiellen und gewöhnlichen Differential-
gleichungen besteht darin, dass bei ersteren der Typ des zugehörigen Opera-
tors eine wichtige Rolle spielt. Man zeichnet gewisse Klassen von Differential-
operatoren aus, die ähnliches Lösungsverhalten haben. So existieren neben
den elliptischen Differentialoperatoren noch weitere Klassen, etwa paraboli-
sche und hyperbolische Operatoren. Für Differentialoperatoren 2. Ordnung
ist diese Einteilung bereits erschöpfend.
Wie bei gewöhnlichen Differentialgleichungen ist im Allgemeinen eine Lösung
einer partiellen Differentialgleichung (falls sie überhaupt existiert) nicht ein-
deutig bestimmt. Eine gewöhnliche Differentialgleichung der Ordnung k be-
nötigt i. A. die Angabe von k Anfangs- oder Randwerten. Dabei spielt je-
doch die Art der Vorgaben keine Rolle, lediglich ihre Anzahl ist festgelegt.
Bei partiellen Differentialgleichungen ist dies anders.
Hier ist der Typ des Operators für die Art der Vorgabewerte verantwortlich,
d.h. je nach Art des Operators ist eine andere Vorgabe erforderlich, um ein
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wohlgestelltes Problem (im Sinne von Hadamard) zu erhalten. Für elliptische
Operatoren der Ordnung 2k schreibt man die Funktions- und Ableitungswer-
te bis zur Ordnung k − 1 auf dem Rand ∂D des betrachteten Gebietes vor,
es werden also nur Randbedingungen gestellt.
Die Randbedingungen können in verschiedene Klassen eingeteilt werden.
Man betrachte z.B. einen elliptischen Operator der 2. Ordnung. So genannte
Dirichlet-Bedingungen liegen vor, wenn Funktionswerte auf dem Rand vorge-
schrieben sind; man spricht von Neumann-Bedingungen, wenn die Werte der
Normalenableitungen (oder Konormalenableitungen) auf dem Rand gegeben
sind. Schließlich nennt man Randbedingungen, die eine Linearkombination
der beiden vorigen Typen sind, Robin-Bedingungen oder gemischte Rand-
bedingungen. Die Randbedingungen können natürlich auch auf Teilen des
Randes in verschiedener Form gestellt sein.
Es soll hier das Standardbeispiele eines linearen elliptischen Operators 2. Ord-
nung, die Poissongleichung, betrachtet werden. Es ist u die gesuchte Funkti-
on, die auf einem beschränkten Gebiet D ⊂ Rn mit Lipschitz-stetigem Rand
betrachtet sei.

Beispiel 2.37 (Poissongleichung)
Die Gleichung

−△u = f

ist linear, von zweiter Ordnung und vom elliptischen Typ. Sie spielt eine Rolle
in der Elektrodynamik, wo sie als so genannte Potentialgleichung etwa das
Grundproblem der Elektrostatik darstellt.

Ob ein gegebenes Problem eine Lösung besitzt, und ob diese ggf. eindeutig
ist, ist eine i. A. nicht einfach zu beantwortende Frage. Für die Zwecke dieser
Arbeit ist jedoch die Lösbarkeitsaussage des folgenden Lemmas ausreichend.

Lemma 2.38 (Lemma von Lax / Milgram)
Sei V ein Hilbertraum, a : V × V → R eine stetige und strikt V -koerzive
Bilinearform, f : V → R eine stetige Linearform, d.h. es gelte:

(1) ∃C1 > 0 : |a(u, v)| ≤ C1‖u‖V ‖v‖V ∀u, v ∈ V,

(2) ∃c > 0 : a(v, v) ≥ c‖v‖2 ∀v ∈ V und

(3) ∃C2 > 0 : |f(v)| ≤ C2‖v‖V ∀v ∈ V.

Dann besitzt die Variationsgleichung

a(u, v) = f(v) ∀ v ∈ V (11)

eine eindeutige Lösung u ∈ V .
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Beweis: siehe etwa [2], Satz 4.7.

✷

Das Lemma von Lax-Milgram bezieht sich auf Variationsprobleme, während
man doch eigentlich an der Lösung einer partiellen Differentialgleichung in-
teressiert ist. Anhand der Poissongleichung aus Beispiel 2.37 soll der Zu-
sammenhang zwischen den beiden Aufgaben erläutert werden. Dies wird auf
einen neuen Lösbarkeitsbegriff führen.
Schon einfache Beispiele zeigen, dass die Lösbarkeit im klassischen Sinne (al-
so u ∈ C2(D) ∩ C(D) für die Poissongleichung) einer PDE nur unter sehr
starken Anforderungen an die Koeffizienten der PDE und die Glattheit des
Gebietes sicherzustellen ist. Meist schwächt man daher den Lösungsbegriff
ab. So fordert man etwa, dass die PDE nicht punktweise zu erfüllen ist, son-
dern nur im Sinne des L2. Von dieser Idee ausgehend kommt man zu besser
angepassten Lösungsbegriffen.
Es seien der Einfachheit wegen nun homogene Dirichlet-Randbedingungen,
also

u|∂D = 0,

betrachtet. Nimmt man nun an, dass eine Funktion u ∈ H2(D) die Pois-
songleichung im Sinne des L2 erfüllt, so gilt die Gleichheit sicherlich noch
immer nach der Skalarmultiplikation beider Seiten mit einer Testfunktion
v ∈ C∞(D). Partielle Integration der linken Seite liefert dann (wobei die
Randintegrale aufgrund der homogenen Dirichlet- Bedingungen verschwin-
den) die Variationsgleichung

(∇u,∇v)0 = (f, v)0.

Diese Beziehung gilt für alle v ∈ C∞(D) und durch einen Dichteschluss kann
man dies auf
v ∈ H1(D) erweitern. Man sieht, dass nur erste Ableitungen von u in der
Variationsgleichung auftreten. Deshalb wird man eine Funktion u ∈ H1(D),
die die Variationsgleichung erfullt, als eine verallgemeinerte Lösung der Dif-
ferentialgleichung auffassen.
Diese Vorgehensweise - Skalarmultiplikation mit einer Testfunktion, parti-
elle Integration, Einarbeiten der Randbedingungen, Dichteschluss und Ab-
schwächen der Glattheitsforderung an die Lösung - läßt sich auch auf an-
dere PDEs übertragen. Dadurch wird die Differentialgleichung in ein Varia-
tionsproblem überführt. Man nennt eine Lösung der Variationsformulierung
schwache Lösung. Eine schwache Lösung, die die Differentiagleichung im Sin-
ne des L2(D) erfullt, heißt starke Lösung.



Grundlagen 24

Bemerkung 2.39 (Randwerte für L2-Funktionen)
Es stellt sich natürlich die Frage, wie Randwerte für Funktionen v ∈ H1(D) ⊂
L2(D) uberhaupt zu verstehen sind. Eine L2-Funktion ist schließlich nur bis
auf Nullmengen festgelegt und der Rand eines Gebietes ist eine Nullmenge.
Fur stetige Funktionen v ∈ C(D) ist der Operator

T : C(D) → C(∂D), T v := v|∂D

wohldefiniert. Mit Hilfe des Satzes von Hahn/Banach kann man nun zeigen
(vgl. etwa [26]), dass dieser Operator eine stetige Fortsezung

Tr : H1(D) → L2(∂D)

besitzt. Im Sinne dieses so erklärten Spuroperators sind nun alle Randwert-
vorgaben für schwache bzw. starke Lösungen von partiellen Differentialglei-
chungen zu verstehen.
Es sei noch angemerkt, dass

Im(Tr) 6= L2(∂D)

ist. Daher ist bei der Vorgabe von Randwerten zu beachten, dass diese im Bild
des Spuroperators liegen sollen. Fur die homogenen Dirichlet-Randbedingungen
ist dies der Fall. Näheres zu diesem Thema findet man etwa in [26].

Beispiel 2.40 (Schwache Lösbarkeit der Poissongleichung)
Fur die Poissongleichung mit homogenen Dirichletrandbedingungen ergibt sich
die eindeutige, schwache Lösbarkeit unter der Vorraussetzung f ∈ L2(D) mit
dem Lemma von Lax-Milgram. Die zugehörige Bilinearform

a(u, v) := (∇u,∇v)0

ist nach der Poincare-Unlgeichung stetig und strikt H1-koerziv. Die Stetigkeit
der Linearform

f(v) := 〈f, v〉0

ist aufgrund der Stetigkeit des Skalarproduktes ebenfalls klar und so liefert
das Lemma 2.38 die gewünschten Aussagen.

2.10 Triangulierungen, Finite Elemente

In diesem Abschnitt werden die Grundbegriffe der Finiten-Elemente-Methode
erklärt. Dazu zählt neben dem Begriff des Finiten Elementes auch die Trian-
gulierung eines Gebietes. Einige Beispiele Finiter Elemente bilden den Ab-
schluss dieses Abschnittes. Eine detailliertere Betrachtung der Grundbegriffe
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der FEM findet sich in [1], [4], [5] und [8].
Sei D ⊂ Rn nun ein polygonal berandetes Gebiet, d.h. ein Gebiet, des-
sen Rand durch einen geschlossenen Streckenzug gegeben ist. Dabei sei jetzt
und im Folgenden der Rn stets mit der natürlichen Topologie ausgestattet
und alle auftretenden Maße seien Lebesgue-Maße; wobei natürlich stets das
transformierte, k-dimensionale Maß auf einer k-dimensionalen Untermannig-
faltigkeit der Rn gemeint ist, falls eine solche betrachtet wird.

Definition 2.41 (Triangulierung)
Ein endliches System von Teilmengen T := {Tj ⊂ D} heißt Triangulierung
(von D), falls gilt:

• ∀ T ∈ T : T ist nichtleer und ein Lipschitzgebiet;

• D =
⋃

T∈T T ;

• Fur T1, T2 ∈ T , T1 6= T2 ist T1 ∩ T2 leer.

Eine Zerlegung heißt zulässig, falls der Schnitt des Abschlusses zweier ver-
schiedener Teilgebiete T1, T2 ∈ T stets entweder eine vollständige, k-dimensionale
Randmannigfaltigkeit (0 ≤ k < n) von T1 und T2 oder leer ist.
Eine Zerlegung heißt simplizial, falls sie zulässig ist und der Abschluss jedes
Element T ∈ T ein n-Simplex ist.

Fur die spätere Analysis reicht die Forderung der Zulässigkeit einer Triangu-
lierung noch nicht aus. In der folgenden Definition werden deshalb weitere
Bedingungen gestellt.

Definition 2.42 (Quasiuniforme Zerlegung)
Sei D ⊂ Rn ein polygonal berandetes Gebiet. Sei J eine abzählbare Index-
menge und sei {Tj}j∈J eine Familie zulässiger Triangulierungen von D mit
der folgenden Eigenschaft:
Es gibt Konstanten c1, c2 > 0, so dass jedes T ∈ Tj für alle Tj ∈ {Tj}j∈J das
Element T stets in eine Kugel mit Radius c1h eingeschrieben werden kann
und stets eine Kugel mit Radius c2h enthält.
Eine solche Zerlegung heißt quasiuniform. Es sei zu einer gegebenen Trian-
gulierung T bzw. einem Element T ∈ T

hT := diam(T ),

h := max
T∈T

hT .
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Dabei heißt hT Elementdurchmesser und h Feinheit der Zerlegung. Das Sym-
bol

{Th}h

bezeichnet im Folgenden stets eine Familie von Triangulierungen, die durch
die Feinheit parametrisiert seien. Diese wird dabei o.B.d.A. als für jede Tri-
angulierung verschieden angenommen.

Im Folgenden sei vorausgesetzt, dass sich die Zerlegung als verträglich mit den
Randbedingungen des Problems erweist. Es sollen also folgende Situationen
ausgeschlossen sein:

• Falls verschiedene Randbedingungen auf Teilstücken Γi ⊂ ∂D gestellt
sind, so soll jeder Punkt x ∈ Γi∩Γj für i 6= j Eckpunkt eines Elementes
der Triangulierung sein;

• Kein Element möge nur Eckpunkte besitzen, die zugleich Randpunkte
sind, d.h. mindestens ein Freiheitsgrad jedes Elementes muss im Inneren
des Gebietes lokalisiert sein.

Auf die Problematik bei Verletzung dieser Annahmen und auf die Approxi-
mation krummliniger Ränder durch so genannte isoparametrische Elemente
soll hier nicht weiter eingegangen werden. Näheres zu diesem Thema findet
sich etwa in [4].

Definition 2.43 (Finites Element)
Ein Tripel (T, P,Σ), bestehend aus:

• einem Lipschitz-Gebiet T ∈ Rn;

• einem endlichdimensionalen Funktionenraum P über T mit Dimension
m <∞, genannt Raum der Formfunktionen;

• Einer Menge Σ = {N1, ..., Nm} von m linear unabhängigen, reellwerti-
gen Funktionalen über P , genannt Menge der Freiheitsgrade. Man kann
Σ mit einer Basis des algebraischen Duals von P identifizieren;

heißt Finites Element.
Werden als Freiheitsgerade nur Funktionswerte benutzt, spricht man von
Lagrange-Elementen, treten auch Werte der ersten Ableitungen auf, von
Hermite-Elementen. Des Weiteren heißt eine Basis {φ1, ..., φm} von P no-
dale Basis, falls für alle 1 ≤ i, j ≤ m gilt: Ni(φj) = δij.
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Ein Finites Element besteht also neben einem Gebiet auch aus einem Funk-
tionenraum und einer Menge von Funktionalen auf diesem. Trotzdem wird
im Folgenden ein Finites Element durch die Angabe des Gebietes bezeich-
net, wobei der zugehörige Funktionenraum (stets ein Raum von Polynomen
über diesem Gebiet) und die Formfunktionen jeweils als bekannt angesehen
werden.
Nach der formalen Definition des Finiten Elementes, sollen nun zwei Beispiele
den Begriff des Finiten Elementes illustrieren.

Beispiel 2.44 (P1-Element im Simplex)
Sei n = 2 und T ein Dreieck. Sei PT der Raum der Polynome von höchstens
erstem Grad über T . Die Ecken des Dreiecks seien o.B.d.A. mit 1, 2, 3
nummeriert. Wenn λi die üblichen baryzentrischen Koordinaten bezeichnet
dann wird zu

Σ = {Ni : T → R, Ni(f) = f(i)|i ∈ {1, 2, 3}}

eine nodale Basis gegeben durch:

{φi : T → R, φi(x) = λi(x)|i ∈ {1, 2, 3}}.

Die Verallgemeinerung auf den dreidimensionalen Fall ist offensichtlich.

Beispiel 2.45 (Q1-Element im Quader)
Sei n = 2 und T das Einheitsquadrat. Sei PT der Raum von Funktionen,
die Produkt zweier höchstens linearer Polynome über T sind. Die Ecken des
Rechtecks seien o.B.d.A. mit 1, 2, 3, 4 nummeriert. Zu

Σ = {Ni : T → R, Ni(f) = f(i)|i ∈ {1, 2, 3, 4}}

eine nodale Basis gegeben durch:

φ1(x, y) = x,

φ2(x, y) = y,

φ3(x, y) = 1 − x,

φ4(x, y) = 1 − y.

Verallgemeinerungen auf Rechtecke in allgemeiner Lage und den dreidimen-
sionalen Fall sind natürlich ohne weiteres möglich.
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2.11 Die Methode der Finiten Elemente

Der Begriff der schwachen Lösung einer Differentialgleichung wurde zuvor
über die Variationsformulierung eingeführt. Diese bietet auch eine einfache
Möglichkeit zur Bestimmung einer Näherungslösung, wie in folgendem Ver-
fahren vorgestellt und im Anschluss daran begründet wird.

Methode 2.46 (Galerkin-Verfahren)
Sei V ein Hilbertraum, a : V × V → R eine stetige und strikt V -koerzive
Bilinearform, b : V → R eine stetige Linearform. Sei Vh ⊂ V ein endlichdi-
mensionaler Teilraum. Sei mit ah bzw. Fh die Einschränkung von a bzw. b
auf Vh bezeichnet. Dann heißt das Verfahren

?uG ∈ Vh : ah(uG, v) = bh(v) ∀v ∈ Vh

zur näherungsweisen Bestimmung der Lösung von

?u ∈ V : a(u, v) = b(v) ∀v ∈ V

Galerkin-Verfahren.

Bemerkung 2.47 (Lösbarkeit des Galerkin-Verfahrens)
Unter den gemachten Voraussetzungen besitzt das in Verfahren 2.46 genannte
Variationsproblem eine eindeutige Lösung, wie aus dem Lemma 2.38 von
Lax-Milgram folgt. Es lässt sich sogar zeigen, dass für h → 0 (und somit
dimVh → ∞) die Folge der Lösungen uG des Galerkin-Verfahrens gegen die
kontinuierliche Lösung u konvergiert.

Die Grundidee der FEM besteht nun in der Anwendung des Galerkin-Verfahrens
2.46 auf die Variationsformulierung des kontinuierlichen Problems mit einem
speziellen Ansatzraum Vh, der aus den Funktionsräumen der einzelnen Fini-
ten Elemente einer Triangulierung aufgebaut ist. Diese Idee soll nun konkre-
tisiert werden.
Sei in diesem Abschnitt

L := −∇ · (K(x)∇) + c(x) · ∇ + r(x)

mit symmetrischer Matrix K(x) = (kij)1≤i,j≤n, K ∈ L∞(D)n×n, c ∈ L∞(D)d,
r ∈ L∞(D) ein formaler, linearer, elliptischer Differentialoperator 2. Ord-
nung. Der Hauptteil liegt also in Divergenzform vor, die Eigenwerte von
K sind reell, von Null verschieden und von gleichem Vorzeichen. Zur Ver-
einfachung seien für das zugehörige Randwertproblem homogene Dirichlet-
Bedingungen gefordert, d.h. es ist eine Lösung des folgenden Problems ge-
sucht:

?u : Lu = f in D (12)

u = 0 auf ∂D
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Die Dirichlet-Bedingung kann als wesentliche Randbedingung bei der Über-
führung dieses Problems mit in den Ansatzraum aufgenommen werden, so-
dass die Variationsformulierung lautet:

?u ∈ V : a(u, v) = F (v) ∀v ∈ V (13)

mit V := H1
0 (D),

a(u, v) :=
∑

1≤i,j≤n

∫

D

kij(x)
∂

∂xi
u(x)

∂

∂xj
v(x)dx+

n
∑

j=1

∫

D

v(x)cj(x)
∂

∂xj
u(x)dx+

∫

D

r(x)u(x)v(x)dx

und b(v) :=
∫

D
f(x)v(x)dx. Es soll sich hier und im Folgenden auf so ge-

nannte konforme Finite-Elemente-Methoden beschränkt werden, d.h. auf die
Betrachtung endlichdimensionaler Ansatzräume Vh ⊂ V . Zu näheren Infor-
mationen über nichtkonforme FEM vgl. z.B. [4], [5]. Sei T eine simpliziale
Triangulierung von D und zu jedem T ∈ T ein Finites Element (T, PT ,ΣT )
gegeben. Zur Vereinfachung der Darstellung seien die Funktionenräume über
T jeweils gegeben durch PT := P l(T ), d.h. der Menge der Polynome vom
maximalen Grad l ∈ N, und seien die Elemente jeweils vom Lagrange-Typ.

Die Dimension eines jeden PT ist M :=

(

l + n
l

)

. Sei ΣK = {NT
1 , ..., N

T
M}

und {ΦT
1 , ...,Φ

T
M} die zugehörige nodale Basis.

Man setze nun für die Testfunktionen vh und die Lösung uh der FEM an:

vh|T =

M
∑

j=1

µTj ΦT
j

und

uh|T =
M
∑

j=1

λTj ΦT
j .

Da die Form ah(·, ·) linear bzgl. des zweiten Argumentes ist und die Identität
für alle Testfunktionen besteht, kann man µTj = 1 wählen und sich auf Be-
trachtung der Basisfunktionen als Testfunktionen beschränken. Nun ist noch
zu beachten, dass die Gewichte in den Freiheitsgraden, die auf Kanten der
Elemente lokalisiert sind, nicht in den sich diese Kante teilenden Elemen-
ten unabhängig voneinander gewählt werden können, sondern gekoppelt sein
müssen. Dadurch wird die hinreichende Differenzierbarkeit (bzw. Stetigkeit)
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der Funktion u auf ganz D gesichert, wodurch u ∈ V gewährleistet wird.
Man erhält aus dieser Konstruktion den Ansatzraum der FEM zu

Vh := {f ∈ C0(D) | f|T ∈ P l(T ) ∀ T ∈ Th} ⊂ V = H1
0 (D).

Setzt man nun die Ansätze für vh und uh in die Variationsformulierung ein,
so ist das Galerkin-Verfahren äquivalent zu einem linearen Gleichungssystem

GΛ = R, (14)

wobei mit n := dimVh gilt: G ∈ Rn×n, Λ, R ∈ Rn. Die Matrix G entsteht
dabei aus folgenden Auswertungen:

Gij := a(Φj ,Φi), (15)

der Vektor R aus
Rj := b(Φj). (16)

Man bezeichnet G als Steifigkeitsmatrix und R als Lastvektor.
Aufgrund der Wahl des Ansatzraumes hat die Steifigkeitsmatrix G eine ganz
spezielle Struktur. Der überwiegende Teil der Einträge (zumindest bei hin-
reichend großem n) ist 0, also ist G dünn besetzt. Diese Eigenschaft wird man
sich bei der Lösung des algebraischen Gleichungssystems natürlich zu Nutze
machen wollen.
In der Praxis scheidet ein direktes Lösungsverfahren aus, da der Rechenauf-
wand zu rasch mit der Größe von m ansteigt. Man wird deshalb iterative
Lösungsverfahren einsetzen, die speziell die Struktur der Steifigkeitsmatrix
ausnutzen. Neben den klassischen Iterationsverfahren wie etwa SOR sind eine
Reihe von spezielleren Verfahren in Gebrauch. Die Auswahl eines Verfahrens
und die wichtige Vorkonditionierung sind ein sehr bedeutender Punkt in der
Entwicklung eines Finite-Elemente-Programms. Näheres zu diesem Thema
findet sich etwa in [4] und [5], eine umfassendere Übersicht bietet [1], Kap. 5.
Nach Lösung des Gleichungssystems ist eine Approximation an die konti-
nuierliche Lösung kontruiert. Die Werte von Λ legen eine Funktion in allen
Freiheitsgraden fest, also sind die Koeffizienten der Funktion für alle Basis-
funktionen des Ansatzraumes Vh bekannt. Wenn die Näherungslösung nun
hinreichend genau ist, so kann der Prozess beendet werden, sollte sie jedoch
noch zu stark von der kontinuierlichen Lösung abweichen, so muss eine neue,
verbesserte Lösung gesucht werden. Die Güte der Approximation kann ver-
bessert werden, in dem zu einer feineren Triangulierung übergegangen wird
(so genannte h-Methode) oder durch Erhöhen des Ansatzgrades der Finiten
Elemente (p-Methode). Die in der Praxis besten Ergebnisse erzielt man oft
durch eine Kombination dieser beiden Verfahren (hp-Methode).
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Man benötigt in jedem Falle ein Maß für den Fehler zwischen Galerkinappro-
ximation und der echten Lösung. In einem adaptiven Algorithmus wird man
nach diesem Maß entscheiden, wo - und im Falle von hp-Methoden auch wie
- die Approximation zu verbessern ist. Dies geschieht durch Fehlerschätzung.
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3 Existenz und Eindeutigkeit von Lösungen

stochastischer partieller Differentialgleichun-

gen

Ziel dieses Kapitels ist es, einen Satz über die Existenz und Eindeutigkeit
von schwachen Lösungen der Gleichung

Lu = −∇I · (K(x, ω)∇Iu(x, ω)) + c(x, ω) · ∇Iu(x, ω) + r(x, ω)u(x, ω)

= f(x, ω) (17)

zu beweisen. Dabei werden wir zwei verschiedene Lösungsräume verwenden:
Zum einen betrachten wir den Fall, dass die Lösung u ein Element des Raum-
es H1

0 (D)⊗H St ist, zum anderen den Fall, dass u aus H1
0 (D)⊗HW

t,2(Rk, ν)
ist. Der erste Fall ist von theoretischem Interesse, der zweite ist eine Vorbe-
reitung für das in Kapitel 4 erläuterte Verfahren zum Lösen von SPDEs mit-
tels FEM. Um Redundanz zu vermeiden steht im folgenden Ht im ersten Fall
(später theoretischer Fall genannt) für St und im zweiten Fall (später numeri-
scher Fall genannt) W t,2(Rk, ν). Analoges gilt für H−t, S−t und W−t,2(Rk, ν).
Da wir nur reellwertige Lösungen u betrachten wollen, bezeichne St im Zu-
sammenhang mit SPDEs den reellwertigen St, d.h. vom Bild eines Elements
aus St wird nur der reelle Teil betrachtet.

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels definieren wir, was wir unter einer schwa-
chen Lösung von (17) verstehen wollen. Der zweite Abschnitt dient dem Be-
weis verschiedener Ungleichungen. Im dritten Abschnitt behandeln wir die
Multiplikationsabbildung

ψ −→ φ · ψ, ψ ∈ St

mit φ ∈ (E). Um das Lemma von Lax-Milgram zum Beweis der Existenz
und Eindeutigkeit von schwachen Lösungen benutzen zu können, müssen wir
nachweisen, dass diese Multiplikationsabbildung stetig ist.
‖ · ‖0,t := ‖ · ‖L2(D)⊗HW t,2(Rk,ν) und ‖ · ‖1,t := ‖ · ‖H1

0
(D)⊗HW t,2(Rk,ν)

3.1 Schwache Lösungen

Wir definieren eine schwache Lösung von (17) wie folgt:

Definition 3.1 Sei D ⊂ Rn, n ≥ 2 ein beschränktes Gebiet und f ∈
H−1(D) ⊗H H−t, t ≥ 0. Sei K = (kij)i,j=1,...n, c = (ci)i=1,...n, kij, ci, r :
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D × Ω −→ R. Wir nennen u = u(x, ω) ∈ H1
0 (D) ⊗H Ht eine schwache

Lösung der Gleichung

Lu(x, ω) = −∇I · (K(x, ω)∇Iu(x, ω)) + c(x, ω) · ∇Iu(x, ω)

+r(x, ω)u(x, ω)

= f(x, ω), (x, ω) ∈ D × Ω, (18)

u(x, ω) = 0, (x, ω) ∈ ∂D × Ω, (19)

wenn

a(u, v) := (K∇Iu,∇Iv)0,t + (c · ∇Iu, v)0,t + (ru, v)0,t (20)

= b(v) := 〈f, v〉 (21)

für alle v ∈ H1
0 (D) ⊗H Ht.

Es ist natürlich zu zeigen, dass die Multiplikation der Lösung u mit den
Koeffizienten K, c und r wohldefiniert ist, so dass das Randwertproblem
(29)-(30) wohldefiniert ist. Dies geschieht im Beweis des Hauptsatzes.

3.2 Verschiedene Ungleichungen

In diesem Abschnitt beweisen wir verschiedene Ungleichungen, die für den
Beweis des Hauptsatzes dieses Kapitels notwendig sind. Zum einen übertra-
gen wir zwei Normungleichungen auf den von uns betrachteten stochastischen
Fall, zum anderen die erste Poincarésche Ungleichung .

Lemma 3.2 Sei D ⊂ Rn, n ≥ 2 ein beschränktes Gebiet. Sei t ≥ 0 und
u ∈ H1

0 (D) ⊗H Ht. Dann gilt:

(i) ‖u‖1,t ≥ ‖u‖0,t,

(ii) ‖u‖1,t ≥ ‖∇Iu‖0,t,

(iii) c0‖∇Iu‖0,t ≥ ‖u‖1,t, wobei c0 > 0.

Beweis: Sei

u =
∑

n=(n1,n2)∈N
2

αnen1
⊗ fn2

∈ H1
0 (D) ⊗H Ht,

wobei (en1
)n1∈N, (fn2

)n2∈N Orthonormalbasen von H1
0 (D) bzw. Ht sind und

αn ∈ R für n ∈ N2 gilt.
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Zu (i):

‖u‖2
1,t =

∥

∥

∥

∥

∥

∑

n2

(

∑

n1

αnen1

)

⊗ fn2

∥

∥

∥

∥

∥

2

1,t

=
∑

n2

∥

∥

∥

∥

∥

(

∑

n1

αnen1

)

⊗ fn2

∥

∥

∥

∥

∥

2

1,t

=
∑

n2

∥

∥

∥

∥

∥

∑

n1

αnen1

∥

∥

∥

∥

∥

2

1

Hier haben wir benutzt, dass die fn2
orthogonal sind (zweiter Schritt) und

Norm 1 haben (letzter Schritt). Analog erhalten wir

‖u‖2
0,t =

∥

∥

∥

∥

∥

∑

n2

(

∑

n1

αnen1

)

⊗ fn2

∥

∥

∥

∥

∥

2

0,t

=
∑

n2

∥

∥

∥

∥

∥

∑

n1

αnen1

∥

∥

∥

∥

∥

2

0

.

Mittels ‖u‖1 ≥ ‖u‖0 folgt (i).
Die Behauptungen (ii) und (iii) werden ähnlich bewiesen, wobei für (iii) die
erste Poincarésche Ungleichung benutzt wird.

3.3 Mulitiplikationabbildungen in St

Um zu beweisen, dass die Multiplikationsabbildung

ψ −→ φ · ψ, ψ ∈ St

für φ ∈ (E) stetig ist, benötigen wir folgendes Lemma:

Lemma 3.3 Sei λ > 0. Dann existiert ein C0 > 0, so dass
∑

l ≥ 0
l ≡ m0(2)

C(m0, l, λ) ≤ C0 ∀m0 ∈ N0,

wobei

C(m0, l, λ) :=
l!

m0!

(

∑

n ≥ 0, n gerade
0 ≤ k ≤ m0 ∧ n
l = m0 + n− 2k

λn
(

m0

k

)

(−1)n/2

(n− k)!

)2

.
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Beweis: Sei m0 ∈ N0, λ > 0, ξ ∈ L2(Rd), wobei ‖ξ‖2 = 1. Sei

φ =

∞
∑

n=0

(ω⋄n,
(iλξ)⊗n

n!
)

und
ψ = (ω⋄m0 , ξ⊗m0).

Dann gilt

φ · ψ =
∑

n ≥ 0, n gerade
0 ≤ k ≤ m0 ∧ n

λn
k!

n!

(

m0

k

)(

n

k

)

(−1)n/2(ω⊗m0+n−2k, ξ⊗m0+n−2k)

+i
∑

n ≥ 0, n ungerade
0 ≤ k ≤ m0 ∧ n

λn
k!

n!

(

m0

k

)(

n

k

)

(−1)(n−1)/2(ω⊗m0+n−2k, ξ⊗m0+n−2k)

und ‖ψ‖2
2 = m0!. Daher gilt

‖Re φ · ψ‖2
2

‖ψ‖2
2

=
∑

l≥0

l!

m0!
‖

∑

n ≥ 0, n gerade
0 ≤ k ≤ m0 ∧ n
l = m0 + n− 2k

λn
k!

n!

(

m0

k

)(

n

k

)

(−1)n/2ξ⊗m0+n−2k‖2

=
∑

l ≥ 0
l ≡ m0(2)

l!

m0!

(

∑

n ≥ 0, n gerade
0 ≤ k ≤ m0 ∧ n
l = m0 + n− 2k

λn
(

m0

k

)

(−1)n/2

(n− k)!

)2

‖ξ⊗m0+n−2k‖2

=
∑

l ≥ 0
l ≡ m0(2)

C(m0, l, λ).

Da die Multiplikation mit einem Element aus (L∞) eine stetige Abbildung
auf (L2) definiert, existiert ein C0 > 0, so dass

∑

l ≥ 0
l ≡ m0(2)

C(m0, l, λ) ≤ C0 ∀m0 ∈ N0

gilt.
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Satz 3.4 Sei φ ∈ (E). Dann definiert

ψ −→ φ · ψ, ψ ∈ S1

eine stetige Abbildung auf S1.

Beweis: Wir betrachten zuerst den Fall, dass φ und ψ von der Form

φ =
∞
∑

n=0

(ω⋄n,
(iλξ)⊗n

n!
), (22)

ψ = (ω⋄m0 ,
ˆ⊗∞

i=0
ξ⊗ni

i ),

wobei ξ ∈ L2(Rd) mit ‖ξ‖2 = 1 und λ > 0, und zeigen, dass

‖φ · ψ‖2

‖ψ‖2

beschränkt ist: Aus

φ · ψ =
∑

n ≥ 0
0 ≤ k ≤ m0 ∧ n

k!

n!

(

m0

k

)(

n

k

)

(ω⊗m0+n−2k, (iλξ)⊗n⊗̂k
ˆ⊗∞

i=0
ξ⊗ni

i )

=
∑

n ≥ 0, n gerade
0 ≤ k ≤ m0 ∧ n

λn
k!

n!

(

m0

k

)(

n

k

)

(−1)n/2(ω⊗m0+n−2k, ξ⊗n⊗̂k
ˆ⊗∞

i=0
ξ⊗ni

i )

+i
∑

n ≥ 0, n ungerade
0 ≤ k ≤ m0 ∧ n

λn
k!

n!

(

m0

k

)(

n

k

)

(−1)(n−1)/2(ω⊗m0+n−2k, ξ⊗n⊗̂k
ˆ⊗∞

i=0
ξ⊗ni

i )

folgt

‖Re φ · ψ‖2

‖ψ‖2

=
∑

l ≥ 0
l ≡ m0(2)

(1 + l)!

(1 +m0)!

∑

n ≥ 0, n gerade
0 ≤ k ≤ m0 ∧ n

λn
k!

n!

(

m0

k

)(

n

k

)

(−1)n/2‖ξ⊗n⊗̂k
ˆ⊗∞

i=0
ξ⊗ni

i ‖2

≤
∑

l ≥ 0
l ≡ m0(2)

1 + l

1 +m0
C(m0, l, λ)‖ξ⊗n‖2‖

ˆ⊗∞

i=0
ξ⊗ni

i ‖2

=
∑

0 ≤ l < j0m0

l ≡ m0(2)

1 + l

1 +m0
C(m0, l, λ) +

∑

l ≥ j0m0

l ≡ m0(2)

1 + l

1 +m0
C(m0, l, λ)

=: S1(m0, j0, λ) + S2(m0, j0, λ)



Ex. und Eind. der Lösungen von SPDEs 37

Aufgrund von Lemma 3.3 ist S1(m0, j0, λ) nach oben durch j0C0 beschränkt.
Wir versuchen nun eine obere Schranke für S2(m0, j0, λ) zu finden. Dazu
benutzen wir

C(m0, l, λ) =
l!

m0!

(

m0
∑

k=0

λl−m0+2k

(

m0

k

)

(−1)k

(l −m0 + k)!

)2

für l ≥ m0. Wir behandeln nun die Fälle m0 = 0, m0 = 1 und m0 ≥ 2. Im
folgenden wird l immer so groß gewählt, dass die benutzten Ungleichungen
gelten.
Fall 1: m0 = 0
Aus

1 + l

1 + 0
C(0, l, λ) = (1 + l)!

λ2l

l!2
≤ C

λ2l

(l − 1)!

erhalten wir

S2(0, j0, λ) ≤
∑

l≥j0m0

1 + l

1 + 0
C(0, l, λ) <∞

für j0 hinreichend groß.
Fall 2: m0 = 1
Aufgrund von

1 + l

1 + 1
C(1, l, λ) =

(1 + l)!

2!

(

λl−1

(l − 1)!
−
λl+1

l!

)2

≤
(1 + l)!λ2l−2(l − λ2)2

2l!2

≤ C
λ2l

(l − 3)!
,

gilt

S2(1, j0, λ) ≤
∑

l≥j0m0

1 + l

1 + 0
C(1, l, λ) <∞

für j0 hinreichend groß.
Fall 3: m0 ≥ 2
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Aus

1 + l

1 +m0
C(m0, l)

=
l!(1 + l)

m0!(1 +m0)

(

m0
∑

k=0

λl−m0+2k

(

m0

k

)

(−1)k

(l −m0 + k)!

)2

≤
(1 + l)!

(1 +m0)!

(

λl+m02m0

(l −m0)!

)2

=
(1 + l)!

(1 +m0)!

λ2l+2m04m0

(l −m0)!2

≤
K2

0

√

2π(1 + l)(1 + l)1+le1+m0

√

2π(1 +m0)(1 +m0)1+m0e1+l
λ2l+2m04m0K2

0e
2(l−m0)

2π(l −m0)(l −m0)2(l−m0)

≤
el−m0(1 + l)3/2+lλ2l+2m04m0K4

0

2π(1 +m0)3/2+m0(l −m0)2(l−m0)+1

folgt, dass

(j+1)m0−1
∑

l ≥ jm0

l ≡ m0(2)

1 + l

1 +m0

C(m0, l)

≤

(j+1)m0−1
∑

l ≥ jm0

l ≡ m0(2)

el−m0(1 + l)3/2+lλ2l+2m04m0K4
0

2π(1 +m0)3/2+m0(l −m0)2(l−m0)+1

≤ C

(j+1)m0−1
∑

l ≥ jm0

l ≡ m0(2)

ejm0((j + 1)m0)
(j+1)m0+1/2λ2l+2m04m0

(1 +m0)3/2+m0((j − 1)m0)(2j−2)m0

≤ C

(j+1)m0−1
∑

l ≥ jm0

l ≡ m0(2)

ejm0(j + 1)(j+2)m0m
(j+2)m0

0 λ2(j+2)m0

(j − 1)(2j−2)m0m
(2j−2)m0

0

≤ C

(j+1)m0−1
∑

l ≥ jm0

l ≡ m0(2)

1

m
(j−4)m0

0

≤ C
m0

m
(j−4)m0

0

≤ C
1

m
(j−5)m0

0

.
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Daher gilt

S2(m0, j0, λ) ≤
∑

j≥j0

(j+1)m0−1
∑

l ≥ jm0

l ≡ m0(2)

1 + l

1 +m0

C(m0, l) <∞

für j0 hinreichend groß. Wir haben somit gezeigt, dass

‖Re φ · ψ‖2

‖ψ‖2

beschränkt ist. Analog zeigt man, dass

‖Im φ · ψ‖2

‖ψ‖2

beschränkt ist. Daraus folgt dann die zu zeigende Beschränktheit von

‖φ · ψ‖2

‖ψ‖2
.

Aus der Definition von S1 folgt, dass für φ der Form (22)

ψ −→ φ · ψ, ψ ∈ S1

eine stetige Abbildung auf S1 ist. Aus der Definition von (E) folgt nun, die
Behauptung.

Der Beweis, dass für φ ∈ (E)

ψ −→ φ · ψ, ψ ∈ St

eine stetige Abbildung auf St definiert, erfolgt analog.

3.4 Hauptsatz

Aus denselben Gründen, aus denen wir Ht bzw. H−t eingeführt haben, führen
wir nun Xt ein. So wie der Raum Ht für den stochastischen Teil des Lösungs-
raumes und H−t für den stochastischen Teil des Raumes, aus dem der Quell-
term stammt, benutzt wird, benutzen wir Xt für den stochastischen Teil der
Räume, aus denen die Koeffizienten stammen. Im theoretischen Fall ist Xt =
(E) (d.h. Xt ist unabhängig von t), im numerischen Fall ist Xt = W t,∞(Rk, ν).
Die wichtigste Eigenschaft von Xt ist, dass

ψ −→ φ · ψ, ψ ∈ Xt
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eine stetige Abbildung auf Ht definiert. Für den theoretischen Fall wurde
dies im letzten Abschnitt bewiesen, für den numerischen Fall ist dies leicht
ersichtlich.

Ziel dieses Abschnittes ist es, den Hauptsatz dieses Kapitels zu beweisen:

Satz 3.5 Sei t ≥ 0 und

kij, r ∈ L∞(D) ⊗π Xt i, j ∈ {1, . . . , n}, (23)

ci ∈W 1,∞(D) ⊗π Xt i ∈ {1, . . . , n}, (24)

f ∈ H−1(D) ⊗H H−t. (25)

Sei

((

r − 1
2
∇I · c

)

v, v
)

0,t
≥ 0 (26)

∑n
i,j=1 (kij(x, ω)vi, vj)0,t ≥ k0

∑n
i=1 ‖vi‖

2
0,t (27)

für alle v, v1, . . . , vn ∈ L2(D)⊗HHt. Dann ist das Randwertproblem (29)-(30)
wohldefiniert und hat eine eindeutige schwache Lösung u ∈ H1

0 (D) ⊗H Ht

Beweis: Zuerst zeigen wir, dass wir die Multiplikation

u 7−→ a · u, u ∈ L2(D) ⊗H Ht,

für festes a ∈ L∞(D)⊗π Xt so definieren können, dass sie eine stetige Abbil-
dung in L2(D) ⊗H Ht ist. Daraus folgt, dass unter den Annahmen (23)-(27)
das Randwertproblem (29)-(30) wohldefiniert ist. Dann zeigen wir, dass das
Lemma von Lax-Milgram anwendbar ist und daher eine eindeutige schwache
Lösung existiert.

(I): Sei a ∈ L∞(D) ⊗π Xt beliebig. Da L∞(D) und Xt Fréchet-Räume sind,
ergibt sich mit Lemma 2.16, dass es Folgen (xn)n∈N aus L∞(D), (yn)n∈N aus
Xt, und (λn)n∈N ∈ l1(R) gibt, so dass xn → 0 in L∞(D), yn → 0 in Xt und

a =
∞
∑

n=1

λnxn ⊗ yn. (28)

Wir definieren nun die Operatorfolge (Tm)m∈N auf L2(D) ⊗H Ht durch

Tmu :=
m
∑

n=1

λnxn ⊗ yn · u, u ∈ L2(D) ⊗H Ht



Ex. und Eind. der Lösungen von SPDEs 41

und den Operator T durch T := limm→∞ Tm, wobei der Limes punktweise zu
verstehen ist. Wir müssen folgendes zeigen
(i) T ist eine stetige Abbildung auf L2(D) ⊗H Ht und
(ii) die Definition des Operators T hängt nicht von der Darstellung von a in
(28) ab.
Zu (i): Da die Multiplikation mit einem Element aus L∞(D) eine stetige
Abbildung auf L2(D) definiert und die Multiplikation mit einem Element aus
Xt eine stetige Abbildung auf Ht definiert, sind die Operatoren Tm stetig. Der
Limes T = limm→∞ Tm existiert aufgrund der Tatsache, dass (λn)n∈N ∈ l1(R),
xn → 0 in L∞(D) und yn → 0 in Xt. Da T der punktweise Limes von stetigen
Operatoren ist, ist T stetig.
Zu (ii): Sei

a =
∞
∑

n=1

λ(1)
n x(1)

n ⊗ y(1)
n =

∞
∑

n=1

λ(2)
n x(2)

n ⊗ y(2)
n

und die Operatoren T (1), T (2), (T
(1)
m )m∈N und (T

(2)
m )m∈N seien auf dieselbe Wei-

se definiert wie T und (Tm)m∈N. Seien u ∈ L2(D) ⊗H Ht und ǫ > 0 beliebig.
Dann gilt

‖T (1)u−T (2)u‖0,t ≤ ‖T (1)u−T (1)
m u‖0,t+‖T (1)

m u−T (2)
m u‖0,t+‖T (2)

m u−T (2)u‖0,t,

wobei m ∈ N. Aufgrund von (λ
(i)
n )n∈N ∈ l1(R), x

(i)
n → 0 in L∞(D), y

(i)
n → 0

in Xt und

‖T (i)u− T (i)
m u‖0,t ≤

∞
∑

n=m+1

‖λnxn ⊗ yn · u‖0,t,

gilt ‖T (i)u− T
(i)
m u‖0,t < ǫ für m hinreichend groß, wobei i = 1, 2.

Sei

bm :=
m
∑

n=1

λ(1)
n x(1)

n ⊗ y(1)
n −

m
∑

n=1

λ(2)
n x(2)

n ⊗ y(2)
n .

Für m hinreichend groß gilt

‖bm‖π < ǫ/‖u‖0,t.

Wegen Lemma 2.16 existieren x̂1, . . . , x̂l und ŷ1, . . . , ŷl, so dass

bm =

l
∑

n=1

x̂n ⊗ ŷn

und
l
∑

n=1

‖x̂n‖L∞(D)‖ŷn‖Xt
< 2ǫ/‖u‖0,t.
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Daher gilt

‖T (1)
m u− T (2)

m u‖0,t = ‖bmu‖0,t

≤
l
∑

n=1

‖x̂n‖L∞(D)‖ŷn‖Xt
‖u‖0,t

< 2ǫ

Somit erhalten wir ‖T (1)u− T (2)u‖0,t < 4ǫ und aus diesem Grund hängt die
Definition von T nicht von der Darstellung von a in (28) ab.

Zum Beweis von (II) zeigen wir folgendes Lemma:

Lemma 3.6 Sei u ∈ H1
0 (D) ⊗H Ht und c1, . . . , cn ∈ W 1,∞(D) ⊗π Xt. Dann

gilt

(c · ∇Iu, u)0,t = −
1

2
(∇I · cu, u)0,t .

Beweis: Sei
u =

∑

n

αnen1
⊗ fn2

,

wobei (en1
)n1∈N bzw. (fn2

)n2∈N Orthonormalbasen von H1
0 (D) bzw. Ht sind

und αn ∈ R für n = (n1, n2) ∈ N2 gilt. Sei

ci =

∞
∑

l=1

λ
(i)
l x

(i)
l ⊗ y

(i)
l , i = 1, . . . , n,

wobeit (λ
(i)
l )l∈N ∈ l1(R), x

(i)
l → 0 in W 1,∞(D) und y

(i)
l → 0 in Xt for i =

1, . . . , n (cf. Lemma 2.16). Sei m ∈ N und

c(m) :=

(

m
∑

l=1

λ
(1)
l x

(1)
l ⊗ y

(1)
l , . . . ,

m
∑

l=1

λ
(n)
l x

(n)
l ⊗ y

(n)
l

)

.
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Dann gilt

(

c(m) · ∇Iu, u
)

0,t

=

(

n
∑

i=1

(

m
∑

l=1

λ
(i)
l x

(i)
l ⊗ y

(i)
l

)

(

∂

∂xi
⊗ Id

)

∑

n

αnen1
⊗ fn2

,
∑

m

αmem1
⊗ fm2

)

0,t

=

m
∑

l=1

∑

n,m

(

n
∑

i=1

(

λ
(i)
l x

(i)
l ⊗ y

(i)
l

)

(

∂

∂xi
⊗ Id

)

αnen1
⊗ fn2

, αmem1
⊗ fm2

)

0,t

=

m
∑

l=1

∑

n,m

αnαm

(

n
∑

i=1

λ
(i)
l x

(i)
l

∂

∂xi
en1

⊗ y
(i)
l fn2

, em1
⊗ fm2

)

0,t

=
m
∑

l=1

∑

n,m

αnαm

n
∑

i=1

λ
(i)
l

(

x
(i)
l

∂

∂xi
en1
, em1

)

0

(

y
(i)
l fn2

, fm2

)

Xt

.

Analog erhalten wir

(

∇I · c
(m)u, u

)

0,t

=
m
∑

l=1

∑

n,m

αnαm

n
∑

i=1

λ
(i)
l

(

∂

∂xi
x

(i)
l en1

, em1

)

0

(

y
(i)
l fn2

, fm2

)

Xt

.

Aus

(c̃ · ∇ũ, ũ)0 = −
1

2
(∇ · c̃ũ, ũ)0, c̃ ∈W 1,∞(D), ũ ∈ H1

0 (D),

(cf. [1], p. 96) folgt

(

x
(i)
l

∂

∂xi
en1
, em1

)

0

= −
1

2

(

∂

∂xi
x

(i)
l en1

, em1

)

0

für n1, m1 ∈ N, i = 1, . . . , n. Daher gilt

(

c(m) · ∇Iu, u
)

0,t
= −

1

2

(

∇I · c
(m)u, u

)

0,t
.

Aus (λl)l∈N ∈ l1(R), xl → 0 in W 1,∞(D) und yl → 0 in Xt folgt, dass

(c · ∇Iu, u)0,t = −
1

2
(∇I · cu, u)0,t .

(II): Wir müssen zeigen, dass
(i) die durch (33) definierte Bilinearform a und die durch (34) definierte
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Linearform b stetig sind und
(ii) a koerziv ist.
Zu (i):

|a(u, v)|

≤ ‖K∇Iu‖0,t‖∇Iv‖0,t + ‖c · ∇Iu‖0,t‖v‖0,t + ‖ru‖0,t‖v‖0,t

≤ C1‖∇Iu‖0,t‖∇Iv‖0,t + C2‖∇Iu‖0,t‖v‖0,t + C3‖u‖0,t‖v‖0,t (wegen (I))

≤ C1‖u‖1,t‖v‖1,t + C2‖u‖1,t‖v‖0,t + C3‖u‖0,t‖v‖0,t (Lemma 3.2(ii))

≤ (C1 + C2 + C3)‖u‖1,t‖v‖1,t (Lemma 3.2(i))

Es ist offensichtlich, dass b stetig ist.
Zu (ii):

a(u, u) = (K∇Iu,∇Iu)0,t + (c · ∇Iu, u)0,t + (ru, u)0,t

= (K∇Iu,∇Iu)0,t −
1

2
(∇I · cu, u)0,t + (ru, u)0,t (Lemma 3.6)

= (K∇Iu,∇Iu)0,t +

((

r −
1

2
∇I · c

)

u, u

)

0,t

≥ k0‖∇Iu‖
2
0,t (wegen (26) und (27))

≥
k0

c0
‖u‖2

1,t (Lemma 3.2(iii))

Bemerkung 3.7 (1) Mittels Lemma 2.16 kann man einfach zeigen, dass
L∞(D) ⊗π Xt  L∞(D,Xt). Außerdem gilt  L2(D) ⊗H Ht

∼= L2(D,Ht).
Hieraus läßt sich einfach ableiten, dass die Multiplikation von L∞(D) ⊗π Xt

und  L2(D) ⊗H Ht eine Einschränkung der punktweisen Multiplikation von
L∞(D,Xt) und L2(D,Ht) ist.
(2) In [3] beschäftigt sich Besold mit der Existenz und Eindeutigkeit von
Lösungen u ∈ H1

0 (D) ⊗H (Sp) der SPDE

−∇I · (K(x, ω)∇Iu(x, ω)) = f(x, ω), (x, ω) ∈ D × Ω,

u(x, ω) = 0, (x, ω) ∈ ∂D × Ω,

wobei

kij ∈ L∞(D) ⊗π (E)∞, i, j ∈ {1, . . . , n},

f ∈ H−1(D) ⊗H (S−p).

Hierbei bezeichnet (E)∞ die Vervollständigung der trigonometrischen Poly-
nomen bezüglich einer bestimmten Norm (siehe [3]).
(3) In [6] wird auf die Interpretation von (26) und (27) und den Zusammen-
hang zu den analogen Bedingungen im deterministischen Fall eingegangen.
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3.5 Verallgemeinerte Randbedingungen

Wir haben uns bisher auf homogene Dirichlet-Randbedinungen beschränkt.
In diesem Abschnitt wollen wir uns nun mit allgemeineren Randbedinun-
gen befassen. Genauer werden wir den Rand des Gebietes D in drei dis-
junkte Teile zerlegen und wir werden auf dem ersten Teil des Randes ho-
mogene Dirichlet-Randbedingungen stellen, auf dem zweiten inhomogene
Neumann-Randbediungen und auf dem dritten inhomogene gemischte Rand-
bedingungen. Später betrachten wir dann auch noch inhomogene Dirichlet-
Randbedingungen.

Sei D ⊂ Rn, n ≥ 2, ein beschränktes Gebiet, Γ1,Γ2,Γ3 eine disjunkte Zerle-
gung von ∂D, wobei Γ1 abgeschlossen sei, und sei f ∈ H−1(D)⊗HH−t, wobei
t ≥ 0. Außerdem sei K = (kij)i,j=1,...n, c = (ci)i=1,...n, kij , ci, r : D×Ω −→ R,
g1 : Γ1 × Ω −→ R, g2 : Γ2 × Ω −→ R, g3, α : Γ3 × Ω −→ R. Wir nennen
u = u(x, ω) ∈ H1(D) ⊗H Ht eine schwache Lösung der Gleichung

Lu(x, ω) = ∇I · (K(x, ω)∇Iu(x, ω)) + c(x, ω) · ∇Iu(x, ω)

+r(x, ω)u(x, ω)

= f(x, ω), (x, ω) ∈ D × Ω, (29)

u(x, ω) = g1, (x, ω) ∈ ∂Γ1 × Ω, (30)

K(x, ω)∇Iu(x, ω) · ν(x) = g2, (x, ω) ∈ ∂Γ2 × Ω, (31)

K(x, ω)∇Iu(x, ω) · ν(x) + αu = g3, (x, ω) ∈ ∂Γ3 × Ω, (32)

wenn folgendes gilt: Es existiert ein w ∈ H1(D)⊗HHt mit w|∂Γ1
= g1 und ein

u′ ∈ V := Vdet⊗H Ht, wobei Vdet := {v ∈ H1(D) : v|Γ1 = 0} und u = u′ +w,
so dass

a(u′, v) := (K∇Iu
′,∇Iv)0,t + (c · ∇Iu

′, v)0,t

+(ru′, v)0,t + (αu′, v)0,Γ3,t (33)

= b(v) − a(v, w) (34)

:= 〈f, v〉0,t + (g2, v)0,Γ2,t + (g3, v)0,Γ3,t − a(v, w) (35)

für alle v ∈ V gilt.

Bemerkung 3.8 Wir schreiben auch abkürzende statt (29) − (32)

Lu = f,

u|Γ1 = g1,

K∇Iu · ν|Γ2 = g2,

K∇Iu · ν + αu|Γ3 = g3.
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Analog zu ‖ · ‖0,t bzw. (·, ·)0,t definieren wir ‖ · ‖0,Γ,t := ‖ · ‖L2(Γ)⊗HHt
bzw.

(·, ·)0,Γ,t := (·, ·)L2(Γ)⊗HHt
, wobei Γ ⊂ ∂D.

Lemma 3.9 Sei u1, . . . , un, v ∈ H1
0 (D) ⊗H Ht. Dann gilt

(u,∇Iv)0,t = −(∇I · u, v)0,t + (νI · u, v)0,∂D,t.

Beweis: Der Beweis erfolgt analog zu Lemma 3.6.

Nun können wir eine Verallgemeinerung von Satz 3.5 angeben:

Satz 3.10 Sei D ⊂ Rn, n ≥ 2, ein beschränktes Gebiet. Sei

kij, ci,∇I · c, r ∈ L∞(D) ⊗π Xt, i, j ∈ {1, . . . , d},

f ∈ H−1(D) ⊗H H−t,

falls |Γ2 ∪ Γ3|n−1 > 0 : νI · c ∈ L∞(Γ2 ∪ Γ3) ⊗π Xt,
∑n

i,j=1 kij(x, ω)ξiξj ≥ k0|ξ|2 ∀x ∈ D,ω ∈ Ω, ξ ∈ Rn,

gj ∈ L2(Γj) ⊗H Ht, j = 2, 3, α ∈ L∞(Γ3) ⊗π Xt

Dann hat das Randwertproblem (29)-(32) mit g1 = 0 eine eindeutige schwa-
che Lösung u ∈ V , wenn

1. (r − 1
2
∇I · cu, u)0,t ≥ 0,

2. (νI · cu, u)0,Γ2,t ≥ 0,

3. (α + 1
2
νI · cu, u)0,Γ3,t ≥ 0.

für alle u ∈ H1(D) ⊗H Ht gilt.

Beweis: Wir müssen zeigen, dass
(i) die Bilinearform a und die Linearform b definiert durch (33) und (34)
stetig sind und
(ii) a koerziv ist.
Zu (i):

|a(u, v)|

≤ (|K∇Iu|, |∇Iv|)0,t + (|c||∇Iu|, |v|)0,t + (|r||u|, |v|)0,t + |(αu, v)0,Γ3,t|

≤ C1(|∇Iu|, |∇Iv|)0,t + C2(|∇Iu|, |v|)0,t

+C3(|u|, |v|)0,t + ‖αu‖0,Γ3,t‖v|Γ3‖0,Γ3,t

≤ C1‖∇Iu‖0,t‖∇Iv‖0,t + C2‖∇Iu‖0,t‖v‖0,t

+C3‖u‖0,t‖v‖0,t + C4‖u‖0,Γ3,t‖v|Γ3‖0,Γ3,t
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≤ C1‖u‖1,t‖v‖1,t + C2‖u‖1,t‖v‖0,t

+C3‖u‖0,t‖v‖0,t + C4‖u‖0,Γ3,t‖v|Γ3‖0,Γ3,t

≤ C‖u‖1,t‖v‖1,t

Auf dieselbe Weise zeigt man, dass b stetig ist.

Zu (ii):
Mittels Lemma 3.9 erhalten wir

(c · ∇Iu, u)0,t =
1

2
(c,∇Iu

2)0,t

= −
1

2
(∇I · cu, u)0,t +

1

2
(νI · cu, u)0,Γ2∪Γ3,t.

Daher gilt

a(u, u) = (K∇Iu,∇Iu)0,t + (c · ∇Iu, u)0,t + (ru, u)0,t + (αu, u)0,Γ3,t

= (K∇Iu,∇Iu)0,t −
1

2
(∇I · cu, u)0,t + (ru, u)0,t

+
1

2
(νI · cu, u)0,Γ2,t +

((

α +
1

2
νI · c

)

u, u

)

0,Γ3,t

≥ (K∇Iu,∇Iu)0,t +

((

r −
1

2

)

∇I · cu, u

)

0,t

≥ k0‖∇Iu‖
2
0,t

≥
k0

c0
‖u‖2

1,t.

Folgendes Korollar folgt unmittelbar aus dem gerade bewiesenen Satz.

Korollar 3.11 Sei D ⊂ Rn, n ≥ 2, ein beschränktes Gebiet. Sei

kij, ci,∇I · c, r ∈ L∞(D) ⊗π Xt, i, j ∈ {1, . . . , d},

f ∈ H−1(D) ⊗H H−t,

if |Γ2 ∪ Γ3|n−1 > 0 : νI · c ∈ L∞(Γ2 ∪ Γ3) ⊗π Xt,
∑n

i,j=1 kij(x, ω)ξiξj ≥ k0|ξ|2 ∀x ∈ D,ω ∈ Ω, ξ ∈ Rn,

gj ∈ L2(Γj) ⊗H Ht, j = 1, 2, 3, α ∈ L∞(Γ3) ⊗π Xt.

Es existiere ein w ∈ H1(D) mit w|Γ1 = g1. Dann hat das Randwertproblem
(29)-(32) eine schwache Lösung u ∈ V , wenn
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1. (r − 1
2
∇I · cu, u)0,t ≥ 0,

2. (νI · cu, u)0,Γ2,t ≥ 0,

3. (α + 1
2
νI · cu, u)0,Γ3,t ≥ 0.

für alle u ∈ H1(D) ⊗H Ht gilt.
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4 Numerik stochastischer partieller Differen-

tialgleichungen

In diesem Kapitel befassen wir uns mit dem numerischen Lösen von SPDEs
mittels FEM. Um die Notation einfach zu halten beschränken wir uns auf
die Gleichung

−∇I · (K(x, ω)∇Iu(x, ω)) = f(x, ω),

deren schwache Lösungen wir betrachten.

4.1 Zugrunde liegendes Modell

Wir gehen in unserem Modell davon aus, dass die stochastische Störung von
K unabhängig von der von f ist. Aufgrund der völlig verschiedenen Natur des
Diffusionskoeffizienten und des Quellterms in den Anwendungen von ellipti-
schen SPDEs, ist dies keine starke Einschränkung. Wir behandeln zunächst
die Störung von K.

Da im Regelfall in den Anwendungen davon auszugehen ist, dass die sto-
chastische Störung nahe beieinander liegender Punkte nicht unabhängig ist,
modellieren wir die Störung wie folgt: Wir überziehen das Gebiet D mit ei-
nem aus den Punkten p1, . . . , pM bestehenden Gitter, wie es in der folgenden
Abbildung dargestellt ist.

x x x x

x xx xx

x

x

x

x

x

x

x

1 2 3 4

5 6 7 8 9

10 11 12 13

14 15 16

x

D

Zu jedem Punkt pi, i = 1, . . . ,M , assoziieren wir eine reelle Zufallsvaria-
ble Xi, wobei X1, . . . , XM unabhängig identisch verteilt sind (ihre Vertei-
lung nennen wir µ). Wenn wir den Rand vernachlässigen, so liegt jedes
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x ∈ D in einem Dreieck. Die Störung am Punkt x berechnen wir mit-
tels baryzentrischer Koordinaten aus den Störungen bei den Eckpunkten
des Dreiecks, d.h. die Störung beim Punkt x in der Abbildung ist gleich
λ1(x)X1 + λ2(x)X2 + λ4(x)X4, wobei λ1(x), λ2(x), λ4(x) die baryzentrischen
Koordinaten von x sind.

Nennen wir ein Paar bestehend aus einem Gitter P = {p1, . . . , pM} und einer
Verteilung µ ein Störungsgitter, so läßt sich jedem Störungsgitter (P, µ) eine
Funktion SP,µ : D × Ω −→ R zuordnen, die eine stochastische Störung in
D beschreibt. Dabei ist Ω der zugrunde gelegte Wahrscheinlichkeitsraum.
Mittels eines solches Störungsgitter (P, µK) = ({p1, . . . , pM}, µK) modellieren
wir die Störungen SK := SP,µK von K. D.h. für den Diffusionskoeffizienten
gilt

K(x, ω) = Kdet(x) + SK(x, ω), (36)

wobei Kdet der deterministische Teil des Diffusionskoeffizienten ist. Auf die-
selbe Weise ließe sich auch die Störung des Konvektions- und des Reaktions-
terms modellieren, wenn wir sie betrachten würden.

Aufgrund des Distributionscharakters von f müssen wir für die Modellierung
der Störung von f einen modifizierten Ansatz wählen. Wir werden dazu die
Punkte eines Gitters nicht mit Zufallsvariablen, sondern mit stochastische
Distributionen assozieren, die aber genauso lokal wirken wie die Zufallsvaria-
blen im Falle der Störung des Diffusionskoeffizienten. Dazu müssen wir jetzt
auf die konkrete mathematische Realisierung, insbesondere von Ω eingehen.

Sei ({p1, . . . , pM}, µK) das Störungsgitter von K, wobei µK ein W-Maß auf
([c1, c2],B) mit c1, c2 ∈ R sei. Des weiteren sei q1, . . . , qN ein weiteres Gitter
(dies benutzen wir für die Störung von f). Des weiteren sei µf ein W-Maß
auf (R,B). Wir definieren Ω wie folgt:

Ω :=

(

M
∏

i=1

[c1, c2]

)

×RN .

Das linke Produkt wird für die Zufallsvariablen X1, . . . , XM genutzt, die die
Störung von K generieren. Um den im letzten Kapitel bewiesenen Existenz-
und Eindeutigkeitssatz benutzen zu können, müssen sie beschränkt sein. Aus
diesem Grund sind diese Zufallsvariablen [c1, c2]-wertig, wobei wir zur mögli-
chen Wahl von c1 und c2 gleich noch Angaben machen werden. Seien nun
D1, . . . , DN Elemente von W−r,2(R, µf). Wir setzen diese Distributionen zu

Elementen von W−r,2(RM , νf) fort, wobei νf =
∏M

i=1 µf und Di als Element
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von W−r,2(RM , νf) jeweils nur auf die i-te Koordinate eines Elementes aus
W r,2(RM , νf) wirkt. Wie bei K definieren wir nun die Störung Sf von f am
Punkt x als mittels der baryzentrischen Koordinaten gewichtete Summe aus
den drei Di1 , Di2, Di3 , die zu den Eckpunkten i1, i2, i3 des Dreiecks assoziiert
sind, in dem x liegt. Analog zu K gilt

f = fdet + Sf = fdet +

N
∑

n=1

κn(x)Dn,

wobei fdet ∈ H−1(D) der deterministische Teil des Quellterms ist und κn(x)
die baryzentrischen Koordinaten bezeichnet. Des weiteren gilt f ∈ H−1(D)⊗H

W−r,2(RM , νf). Die Störung SK in (36) läßt sich nun wie folgt ausdrücken:

K(x, ω) = Kdet(x) +
M
∑

m=1

λm(x)ωm.

Dabei ist ωm die m-te Koordinate von Ω.

Um nun Satz 3.5 anwenden zu können muss

kij, r ∈ L∞(D) ⊗π (E) i, j ∈ {1, . . . , n},

ci ∈W 1,∞(D) ⊗π (E) i ∈ {1, . . . , n},

f ∈ H−1(D) ⊗H W
−r,2(RM , νf)

und

((

r − 1
2
∇I · c

)

v, v
)

0,t
≥ 0

∑n
i,j=1 (kij(x, ω)vi, vj)0,t ≥ k0

∑n
i=1 ‖vi‖

2
0,t

für alle v, v1, . . . , vn ∈ L2(D) ⊗H W r,2(RM , νf ) gelten. Dies ist bei der Wahl
von c1 und c2 zu bedenken. Für weitere Details siehe [6].

4.2 Numerische Berechnung

Der Einfachheit halber beschränken wir uns im folgenden auf den Fall t = 0.
Wir werden am Ende des Abschnittes erläutern wie der Fall t > 0 zu behan-
deln ist.

Zur numerischen Lösung unserer SPDE betrachten wir das Galerkin-Verfahren,
das für den deterministischen Fall in den Abschnitten 2.10 und 2.11 beschrie-
ben ist. Im deterministischen Fall wird der Ansatzraum Vh für ein festes
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h von der Menge der Formfunktionen (ϕi)i=1,...,m erzeugt, den so genann-
ten Basisfunktionen. Wir werden nun als die unseren Ansatzraum erzeugen-
den Basisfunktionen die Produkte aus den deterministischen Basisfunktio-
nen (ϕi)i=1,...,l und einer passenden Menge von Funktionen (ψj)j=1,...,m aus
L2(RM , νf) wählen. D.h. unsere Basisfunktionen sind die (ϕiψj)i=1,...,l,j=1,...,m.

Die (ψj)j=1,...,m werden wie folgt konstruiert. Seien c1 = s1 < s2 < · · · < sp =
c2 aus [c1, c2] und −∞ = t1 < t2 < · · · < tq = ∞ aus R̄ so gewählt, dass

µK([si, si+1]) = µK([sj, sj+1])

für i, j ∈ {0, . . . , p− 1} und

µf([si, si+1]) = µf([sj, sj+1])

für i, j ∈ {0, . . . , q − 1}. Die (ψj)j bestehen aus allen Funktionen der Form

M
∏

u=1

1[siu ,siu+1](ωu)
N
∏

v=1

1[tjv ,tjv+1](ωM+u),

wobei i1, . . . , iM ∈ {1, . . . , p} und j1, . . . , jN ∈ {1, . . . , q}. Es handelt sich al-
so um Elementarfunktionen, wobei ihren Träger paarweise disjunkt sind und
die Vereinigung der Träger aller Funktionen Ω ist. Des weiteren ist für alle
ψj das Maß ihres Trägers bezüglich µ gleich.

Im Rahmen des Galerkin-Verfahrens ist es notwendig, Steifigkeitsmatrix und
Lastvektor (siehe (15) und (16)) zu berechnen. Für die Steifigkeitsmatrix
erhalten wir

a(ϕiψj , ϕkψl) =

∫

Ω

∫

D

K(x, ω)∇I(ϕiψj)∇I(ϕkψl)dxdµ(ω)

=

∫

Ω

∫

D

(

Kdet(x) +

M
∑

m=1

λm(x)ωm

)

∇ϕiψj∇ϕkψldxdµ(ω)

=
M
∑

m=1

(
∫

D

λm(x)∇ϕi∇ϕkdx

)(
∫

Ω

ωmψjψldµ(ω)

)

+

(
∫

D

Kdet(x)∇ϕi∇ϕkdx

)(
∫

Ω

ψjψldµ(ω)

)
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und für den Lastvektor

b(ϕiψj) =

〈

fdet +

N
∑

n=1

κn(x)Dn, ϕiψj

〉

= 〈fdet, ϕiψj〉 +

〈

N
∑

n=1

κn(x)Dn, ϕiψj

〉

= 〈fdet, ϕi〉

(
∫

Ω

ψjdµ(ω)

)

+

N
∑

n=1

(
∫

D

κn(x)ϕidx

)

〈Dn, ψj〉 .

Die Gleichung (14) hat dann die Form

∑

k,l

a(ϕiψj , ϕkψl)ξk,l = b(ϕiψj) ∀i, j.

Da die Träger von ψj und ψl für j 6= l einen leeren Schnitt haben gilt
a(ϕiψj , ϕkψl) = 0 für j 6= l. Somit läßt sich die vorherige Gleichung zu

∑

k

a(ϕiψj , ϕkψj)ξk,j = b(ϕiψj) ∀i, j

vereinfachen. Da die (ψj)j Elementarfunktionen mit Wertebereich {0, 1} sind
und ihr Träger das Maß p−Mq−N , gilt

a(ϕiψj , ϕkψj) =
M
∑

m=1

(
∫

D

λm(x)∇ϕi∇ϕkdx

)

(

∫

supp(ψj )

ωmdµ(ω)

)

+p−Mq−N
(
∫

D

Kdet(x)∇ϕi∇ϕkdx

)

und

b(ϕiψj) = p−Mq−N 〈fdet, ϕi〉 +

N
∑

n=1

(
∫

D

κn(x)ϕidx

)

〈Dn, ψj〉 .

Wir kommen nun zur Abschätzung des Rechenaufwandes im Vergleich zum
deterministischen Fall. Die Terme

∫

D

Kdet(x)∇ϕi∇ϕkdx

und
〈fdet, ϕi〉
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sind exakt die Ausdrücke, die man im deterministischen Fall zu berechnen
hat. Die Terme

∫

D

λm(x)∇ϕi∇ϕkdx

und
∫

D

κn(x)ϕidx

sind von von gleichem Rechenaufwand wie im deterministischen Fall. Des
weiteren hängen

∫

supp(ψj)

ωmdµ(ω)

und
〈Dn, ψj〉

nur von der m-ten bzw. n-ten Koordinate von ψj ab. Somit entspricht der Re-
chenaufwand in unserem Fall im wesentlichen (d.h. bis auf Konstanten) dem
Rechenaufwand des deterministischen Falls mit einer zusätzlichen Raumdi-
mension.

Bemerkung 4.1 Im Fall t > 0 können wir keine Indikatorfunktionen für
den stochastischen Teil der Formfunktionen wählen, sondern benötigen Funk-
tionen höherer Glattheit. Hier können dann ähnliche Funktionen wie beim
numerischen Lösen deterministischer PDEs gewählt werden. Im Fall t = 1
wären dies z.B. die allgemein bekannten Hütchenfunktionen.
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equations, In: Körezlioglu, H. et al., Stochastic analyisis and related
topics V: The Silivri workshop, 1994 (Birkhäuser Progress in Probabilty,
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5 Notationen und Abkürzungen

Ds : (verallgemeinerte) Ableitung nach s = (s1, . . . , sn)
∂i : Ableitung nach der i-ten Variablen
(E) : trigonometrische Polynome (siehe Def. 2.23, S. 15)
exp⋄[〈·, ξ〉] : Wick-Exponential (siehe Def. 2.22, S. 15)

Γ(A)φ : Γ(A)φ =
∑N

n=1 an exp⋄(i〈·, Aξn〉) für

φ =
∑N

n=1 an exp⋄(i〈·, ξn〉) (siehe S. 15)
Γ(H) : Fock-Raum über H (siehe Def. 2.27, S. 16)
ind limα∈AXα : induktiver Limes
l1 : Raum der Folgen (xn)n∈N reeller/komplexer

Zahlen, für die
∑∞

i=1 |xn| <∞ gilt
L : elliptischer Differentialoperator zweiter Ordnung
L(X;Y ) : Raum der stetigen linearen Abbildungen

von X nach Y
(Lp) : komplexer Lp(S∗(R),B, µ) (siehe S. 15)
N : {1, 2, 3, . . .}
N0 : {0, 1, 2, . . .}

‖∇u‖2
L2(D) :

∑n
i=1

∫

D

∣

∣

∣

∂
∂xi
u(x)

∣

∣

∣

2

dx

‖∇ ⊗H Id(u)‖ :
∑

i ‖
∂
∂xi

⊗H Id(u)‖

φ(p) : Fortsetzung von Γ(A)p auf (Sp) angewandt
auf φ (siehe S. ??)

φX : Fourier-Transformierte von X
∏

α∈AXα : direktes Produkt
proj limα∈AXα : projektiver Limes

S(Rd) : Schwartz-Raum
(Sp) : Vervollständigung von (E) bzgl. ‖φ‖2,p (siehe S. 15)
(S) : Hidascher Testfunktionenraum (siehe S. 16)
(S)∗ : Hidascher Distributionsraum (siehe S. 16)
⊕

α∈AXα : direkte Summe
Tr(f) : Spur von f (siehe Def. 2.25, S. 16)
u⊗ v : Tensorprodukt von u und v

(siehe Satz/Def. 2.15, S. 10)
u⊗ǫ v : Tensorprodukt von u und v fortgesetzt auf den bzgl.

der ǫ-Topologie vervollständigten
Tensorraum (siehe S. 11)

u⊗H v : Tensorprodukt von u und v fortgesetzt auf den bzgl.
der H.S.-Topologie vervollständigten
Tensorraum (siehe S. 11)
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H1
0 (D) : Sobolev-Raum (siehe Def. 2.31, S. 19)

H−1(D) : Dualraum des Sobolev-Raums (siehe S. 19)
x⊗ y : Tensorprodukt von x und y (siehe S. 9)
x⊗̂y : Symmetrisiertes Tensorprodukt von x und y

(siehe S. 9)
x⊗n : n-faches Tensorprodukt von x (siehe S. 9)
x⊗l y : Rechtskontraktion von x und y (siehe Def. 2.29, S. 17)
x⊗l y : Linkskontraktion von x und y (siehe S. 18)
x⊗̂ly : Symmetrisierte Rechtskontraktion von x und y

(siehe S. 18)
x⋄n : n-tes wickgeordnete Polynome (siehe Def. 2.26, S. 16)
X∗ : Dualraum von X
XC : Komplexifizierung des reellen Vektorraums X
X ⊗ Y : Tensorprodukt von X und Y (siehe Def. 2.11, S. 8)
X⊗n : n-faches Tensorprodukt von X (siehe S. 9)
X⊗̂Y : Symmetrisiertes Tensorprodukt von X und Y

(siehe S. 9)
X ⊗ǫ Y : Tensorprodukt von X und Y vervollständigt bzgl.

der ǫ-Topologie (siehe S. 11)
X ⊗H Y : Tensorprodukt von X und Y vervollständigt bzgl.

der H.S.-Topologie (siehe S. 11)
〈·, ·〉 : Dualprodukt oder Skalarprodukt
‖ · ‖2,p : (Sp)-Norm (siehe S. 15)
| · |p : |f |p = |(A⊗n)pf | (siehe Prop. ??, S. ??)
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