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1 Einleitung

Thema dieser Arbeit sind in erster Linie lineare elliptische stochastische par-
tielle Differentialgleichungen (SPDEs) der Form

Lu = f auf D, (1)
u = 0 aufdD, (2)

wobei
Lu= -V (K(z,w)Vu(z,w)) + c(z,w) - Vu(z,w) + r(z,w)u(z,w)
und D ein beschrianktes Gebiet ist.

Wiéhrend parabolische SPDEs in der Literatur intensiv behandelt wurden,
haben sich bisher nur sehr wenige Autoren mit dem elliptischen Fall beschéf-
tigt. Prinzipiell kann man natiirlich versuchen, die Transformationsmetho-
den von Dksendal, Holden, Ubge und Zhang zu verwenden. Jedoch muss bei
dieser Methode (siehe z.B. [11], [12], [13], [14], [15] und [16]) jede SPDE ein-
zeln betrachtet werden, d.h. allgemeine Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen
werden nicht erhalten. Des weiteren liegen die Losungen der SPDEs in einem
Raum von Funktionen, die stetig in der Raumvariablen sind. Dies erfordert
die Voraussetzung der Stetigkeit von f(z,w) in z. Vage war einer der ersten,
der elliptische SPDEs mit Hilfe von Variationmethoden fiir PDEs geltst hat
(siehe [24] und [25]). Sein Ansatz fiihrt zu allgemeineren Aussagen als mittels
der Transformationsmethoden von (Jksendal et al. Vage verwendet jedoch
Wick-Produkte, wohingegen wir von gewchnlichen Produkten Gebrauch ma-
chen, was bei einigen Anwendungen angemessener ist. Des Weiteren scheint
sein Ansatz weniger geeignet fiir die numerische Berechnung der Losungen
von SPDEs mittels Finite-Elemente-Methoden. Besold versuchte ebenfalls
mittels Variationsmethoden elliptische SPDEs zu lésen (siehe [3]) und in-
spirierte diese Arbeit (sieche Bemerkung 3.7(2) unten). Rozanov und Sanso
(siehe [20]) beschéftigten sich mit stochastischen Randwertproblemen fiir die
Laplace-Gleichung und l6sten sie in einem bestimmten Sobolevraum.

Wir behandeln zwei verschiedene, sich jedoch &hnelnde mathematische For-
mulierungen der Gleichung (1)-(2), wobei der erste vor allem von theoreti-
schem Interesse und der zweite auf die Anwendung im Bereich der numeri-
schen Berechnung der Losungen von SPDEs zugeschnitten ist.

Beim ersten, theoretischen Fall suchen wir schwache Losungen der Gleichung
(1)-(2) im Tensorproduktraum Hg (D) @ Sy, der aus dem reellwertigen So-
bolevraum HE (D) sowie einem den Kondratievriumen fhnelden stochasti-
schen Funktionenraum S; besteht und beziigliche der Hilbert-Schmidt-Norm
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vervollstandigt ist. Der Quellterm f ist ein Element des Dualraumes von
H}(D) ®g S, d.h. eine stochastische Distribution. Die Koeffizienten von L
sind Elemente des Tensorproduktraums, der aus L>(D) bzw. WH*(D) und
den trigonometrischen Polynomen (&) besteht und beziiglich der w-Topologie
vervollstandigt ist.

Im zweiten, numerischen Fall stammen die Losungen aus H}(D)®py
WH2(RF v), der Quellterm aus dem Dualraum von H{ (D) @y WH(R¥, v)
und die Koeffizienten aus L=(D) @, W-*(R* v), wobei v ein Ma$ auf R”
ist.

Fiir beide Fille wird ein Existenz- und Eindeutigkeitssatz bewiesen. Dazu
werden bei deterministischen PDEs iibliche Hilbertraummethoden (insbe-
sondere das Lemma von Lax-Milgram) auf unseren stochastischen Rahmen
iibertragen.

Im folgenden Kapitel 2 werden bekannte Definitionen und Aussagen zusam-
mengestellt, die wir nachfolgend benétigen: Wir gehen auf projektive und
induktive Limites, abzdhlbar-normierte Rdume und einige Sétze der Funk-
tionalanalysis ein, geben eine kurze Einfithrung in die Topologisierung von
Tensorproduktrdaumen und beschéftigen uns schlieflich mit White Noise Ana-
lysis, um die von uns benotigten stochastischen Funktionen- und Distributio-
nenrdume einfithren zu kénnen. In Kapitel 3 werden Existenz- und Eindeu-
tigkeitssitze fiir Losungen von SPDEs formuliert und bewiesen. Im letzten
Kapitel beschéftigen wir uns schliellich mit Fragen der numerischen Berech-
nung der Losung von SPDEs mittels Finite-Elemente-Methoden.
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2 Grundlagen

Inhalt dieses Kapitels sind Grundlagen aus den Bereichen topologische Vek-
torrdume, Funktionalanalysis, Tensorprodukte und White Noise Analysis, die
wir in den folgenden Kapiteln benotigen werden.

2.1 Topologische Vektorridume

Wir fithren zuerst einige grundlegende Begriffe ein und kommen dann zu
projektiven bzw. induktiven Limites und abz&hlbar-normierten Rdumen.

Definition 2.1 Sei X ein topologischer Vektorraum. Wir schreiben X* fiir
den Raum der linearen stetigen Funktionale auf X und (-,-) fiir das
Dualprodukt ({-,-) werden wir gelegentlich auch fiir das Skalarprodukt von
Hilbertraumen benutzen).
Mit X} bezeichnen wir die schwache Topologie auf X*, die von der Um-
gebungsbasis der Null

{z" € X" :sup|(z*,z)| <1}, B € X endlich

zeB

erzeugt wird (Wenn keine Verwechslungen moglich sind, schreiben wir X*
statt X¥).
Die starke Topologie auf X* erhélt man, indem man die Mengen

{z" € X" :sup (2", x)| <1}, B € X beschréinkt
zeB

als Umgebungsbasis der Null zu Grunde legt.

Definition 2.2 Sei X ein topologischer Vektorraum und {X,},c eine Fa-
milie topologischer Vektorrdume. Zu jedem o € A sei eine lineare Abbildung
0o : X — X, gegeben. Die projektive Topologie auf X ist die schwéchste
Topologie, so dass alle ¢, stetig sind.

Zur Einfiihrung des projektiven und des induktiven Limes benotigen wir
den Begriff des direkten Produkts, der direkten Summe und der gerichteten
Menge.

Definition 2.3 Sei { X, }aca eine Familie lokal konvexer Raume. Als direk-
tes Produkt bezeichnen wir den Raum

H Xo ={(Za)aca : To € Xo}
a€cA
ausgestattet mit der schwichsten lokal konvexen Topologie, so dass die ka-

nonischen Projektionen pg : [[,c4 Xo — Xj stetig fiir alle 5 € A sind.
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Existenz und Eindeutigkeit der in der letzten Definition erwéhnten ”schwéch-
sten lokal konvexen Topologie”, wird in [22] gezeigt. Gleiches gilt fiir die
"stirkste lokal konvexe Topologie” in der folgenden Definition.

Definition 2.4 Sei {X,},ca eine Familie lokal konvexer Raume. Als direk-
te Summe bezeichnen wir den Raum

@Xa = {(Ta)aca € H X, @ o # 0 fiir nur endlich viele a € A}

acA a€A

ausgestattet mit der stiarksten lokal konvexen Topologie, so dass die kanoni-

schen Injektionen ig : X3 — @, .4 Xao stetig fiir alle § € A sind.

Definition 2.5 Eine Menge A wird gerichtet genannt, falls auf ihr eine
reflexive, transitive, antisymmetrische Relation ”<” definiert ist, so dass es
fiir alle o, B € A ein v € A mit a <~ und § <~ gibt.

Nun kommen wir zur Definition des projektiven und des induktiven Limes.
Diese kompliziert anmutenden Definitionen sind im Rest der Arbeit nur inso-
fern von Relevanz, dass unter bestimmten Umstdnden der starke Dualraum
eines projektiven Limes ein induktiver Limes ist. Dies wird bei den in Ab-
schnitt 2.5 definierten Réumen (S) und (S)* benutzt.

Definition 2.6 Sei {X,}.ca eine Familie lokal konvexer Réume, wobei A
eine gerichtete Menge sei. Ist zu jedem Paar o, # € A mit o < /3 eine stetige
lineare Abbildung f. s : X3 — X, gegeben und gelte (i) foo =Idfira e A
und (i) fo, = fapfss fir @ < B <, so wird {X,, fa3} ein projektives
System genannt. Unter diesen Bedingungen wird

projlim := {(z4)aca € H Xo t fap(zg) = 2, fiir alle o < B}

aEA acA

ausgestattet mit der von [ ., X, induzierten relativen Topologie der pro-
jektive Limes von {X,, f, 3} genannt.

Satz und Definition 2.7 Sei {X,},ca eine Familie lokal konvexer Réume,
wobei A eine gerichtete Menge sei. Ist zu jedem Paar o, 8 € A mit
a > 3 eine stetige lineare Abbildung ¢, 3 : Xg — X, gegeben und gel-
te (i) goe = Id fir « € A und (ii) goy = Gapgs, fir a > G > 7,
so wird {X,, gas} ein induktives System genannt. Unter diesen Bedin-

gungen ist > . Im(is — iagaps) ein Unterraum von P, Xo. Wenn
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Za>ﬁ Im(ig — i09a,8) abgeschlossen ist, wird der mit der Quotiententopo-
logie ausgestattete, lokal konvexe Quotientenraum

1n(ielll4m X, = EBXO‘ /Z Im(ig — i09a,3)

acA o>

der induktive Limes von {X,, g, 3} genannt.
Beweis: Siehe [22]

Wir fithren nun die abzéhlbar-normierten Rdume ein. Diese Klasse von Rau-
men unterscheidet sich nur wenig von den klassischen normierten oder Banach-
Raumen, deren Theorie sich in recht weitem Umfang auf die allgemeinere
Klasse der abzédhlbar-normierten Rédume iibertragen 1at. Andererseits zeigen
Réaume dieser Klasse, die deutlich enger als die Klasse aller topologischen Vek-
torrdume ist, charakteristische Zusammmenhénge und Eigenschaften, welche
die unendlichdimensionalen normierten R&ume nicht besitzen. Die fiir uns
relevante Eigenschaft ist, dass der Satz von Bochner-Minlos (Satz 2.20, sie-
he Abschnitt 2.5) nur fiir eine bestimmte Klasse von abzéhlbar-normierten
R&umen gilt, nicht jedoch fiir allgemeine normierte Rdume.

Um die abzdhlbar-normierten Rdume zu definieren, benotigen wir die folgen-
de Definition:

Definition 2.8 Zwei Normen ||-[|; und |- |2 auf einem Vektorraum X heiflen
koordiniert, wenn jede Folge (x,),cn von Elementen aus X, die beziiglich
beider Normen eine Cauchyfolge ist und beziiglich einer Norm gegen Null
konvergiert, auch beziiglich der anderen Norm gegen Null konvergiert.

Seien nun ein Vektorraum X und ein abzéhlbares System von koordinierten
Normen || - [|1, || - ||2; - . . auf X gegeben. Mit Hilfe dieser Normen 148t sich in
X auf folgende Weise eine Topologie einfithren: Gegeben seien eine beliebige
natiirliche Zahl n und eine beliebige positive Zahl €. Sei U, . die Menge aller
x € X, fiir welche die n Ungleichungen

|zl <€ ||z <€ ...||z|]. <e€

gelten. Wir erhalten eine Topologie auf X, indem wir die Menge aller U, . als
Umgebungsbasis der Null wéhlen. Stattet man X mit dieser Topologie aus,
so ist X ein topologischer Vektorraum (siehe [7]).

Definition 2.9 Ein Vektorraum X, in dem mit Hilfe eines abzéhlbaren Sy-
stems paarweise koordinierter Normen auf die oben angegebene Weise eine
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Topologie eingefiihrt worden ist, wird abzdhlbar-normierter Raum ge-
nannt. Falls die Normen alle hilbertsch sind (d.h. fiir jede Norm ||z|| = (z, z)2
mit passendem Skalarprodukt gilt), so nennen wir X abzihlbar-hilbertsch.

Von einer gegebenen Folge von Normen darf stets vorausgesetzt werden, dass
sie nicht fallend ist, d.h. dass

el < flellz <. .
fiir jedes x € X gilt. Anderenfalls braucht man nur ||z||,, durch
;= max([[z]ly,. .., [[z]ln)

zu ersetzen. Die Folge der Normen ||z||/, ist nicht fallend, sie erzeugt in X
dieselbe Topologie und die neuen Normen sind ebenfalls koordiniert (siche

[7])-

2.2 Tensorprodukte

Wir werden uns in diesem Abschnitt vor allem mit der Topologisierung von
Tensorprodukten beschéiftigen. Aus diesem Grund definieren wir das Ten-
sorprodukt auf eine Weise, die von der allgemein iiblichen abweicht. Beide
Definitionen sind jedoch dquivalent. Fiir den Rest dieses Abschnittes sind
Vektorrdume stets C-Vektorrdume und alle Rdume seien hausdorffsch.

Definition 2.10 Seien X, Y und M Vektorrdume. Sei ® eine bilineare Ab-
bildung von X x Y nach M. Wir sagen, dass X und Y ®-linear disjunkt
sind, wenn folgendes gilt:

Sind z1,...,z, und yi,...,y, endliche Mengen aus X bzw. Y mit jen € N
Elementen, die die Gleichung

> @(wj,y;) =0
j=1

erfiillen. Dann gelten die beiden folgenden Implikationen:

Z1,...,%, linear unabhingig — y1=...=y,=0

Y1, -.,Yp linear unabhéngig — x;=...=2,=0

Definition 2.11 Seien X und Y Vektorrdume. Ein Tensorprodukt von X
und Y ist ein Paar (M, ®), wobei M ein Vektorraum ist und & eine bilineare
Abbildung von X x Y nach M, so dass ®(X x Y) den ganzen Raum M
aufspannt und X und Y ®-linear disjunkt sind.
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Man bezeichnet das Tensorprodukt (es ist bekanntlich eindeutig) von X und
Y normalerweise mit X ® Y und erwéhnt die Abbildung ® nicht. Wenn ein
Raum R gegeben ist, bei dem es sich um ein Tensorprodukt handelt, und auf
diese Rdume nicht explizit Bezug genommen wird, so spricht man bei R von
einem Tensorproduktraum. Man sagt also ” R ist das Tensorprodukt von

X und Y7, aber ” R ist ein Tensorproduktraum”.
Die kanonische Abbildung ® von X X Y nach X ® Y wird mit

(z,y) — @Y.

bezeichnet. Die Bilder x ® y werden als Tensorprodukte bezeichnet.

Bildet man das n-fache Tensorprodukt eines Raumes X, so schreibt man
X®" Das Bild von (z,...,x) unter der kanonischen Abbildung bezeichnet
man mit %",

Die Symmetrisierung von ; ® - -- ® z,, bezeichnen wir mit 2,® - - - ®z,,
oder Sym(z; ® - - - ® x,,). Sie ist wie folgt definiert:

. . 1
1R - Rxy, 1= ﬁ Z Zo(1) & - ®xo(n)7 (3)

UGSn

wobei S, die symmetrische Gruppe mit n Elementen sei.

Wir werden Tensorproduktraume auf zwei Arten topologisieren:

Erstens kénnen wir eine Seminorm-Topologie auf X ® Y unter Verwendung
von Seminorm-Topologien auf X und Y konstruieren, wozu X und Y lo-
kal konvex sein miissen (Die lokal konvexen topologischen Vektorrdume sind
gerade die topologischen Vektorrdume, deren Topologie sich mittels einer Fa-
milie von Seminormen definieren 148t).

Zweitens kann man, falls X und Y Hilbertraume sind, die Skalarprodukte
auf X und Y benutzen, um ein Skalarprodukt und somit eine Topologie auf
X ®Y zu erhalten.

1. Die erste Moglichkeit wird folgendermaflen realisiert:

Definition 2.12 Seien X und Y lokal konvexe topologische Vektorrdume.
Die stérkste lokal konvexe Topologie auf X ® Y, so dass die kanonische bi-
lineare Abbildung (z,y) — x ® y stetig ist, wird m-Topologie genannt.
Ausgestattet mit dieser Topologie und vervollstandigt beziiglich ihr, wird
der Raum X ® Y mit X ®, Y bezeichnet.

Diese Definition ist sinnvoll, da es genau eine stirkste lokal konvexe Topolo-
gie mit den geforderten Eigenschaften auf X ® Y gibt (siehe [23]).
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Die m-Topologie 148t sich mit Hilfe eines Tensorprodukts von Seminormen
beschreiben: Seien p und ¢ Seminormen auf X bzw. Y. Mit U, und V, seien die
abgeschlossenen Einheitskugeln beziiglich p bzw. ¢ in X bzw. Y bezeichnet.
Wir definieren W als die konvexe Hiille von U, ® V,, und das Tensorprodukt
von p und ¢ als

p®q() = /i)1>1£{p eR:0epW}.

Indem wir iiber die Seminormen, die die Topologie von X bzw. Y definieren,

variieren, erhalten wir eine Familie von Seminormen auf X ® Y, die die
m-Topologie induziert (siehe [23]). Folgende Proposition liefert eine besser
handhabbare Formel fiir p ® ¢:

Proposition 2.13 Seien X und Y lokal konvexe topologische Vektorraume
und p, ¢ Seminormen auf X bzw. Y. Dann gilt fiir jedes 0 € X ® YV

p®q() = infzp(l“j)Q(yj)

wobei das Infimum iiber alle Darstellungen von 6 der Form 6 = T ®Y;
gebildet wird. Desweiteren gilt p ® q(z ® y) = p(z)q(y) fir alle z € X und
yey.

Beweis: siehe [23]

2. Nun der Fall, dass X und Y Hilbertrdume sind:

Definition 2.14 Seien X und Y Hilbertraume mit Skalarprodukt (-,-)x
bzw. (-,-)y. Die mittels des Skalarprodukts

i=1 =1

i=1 j=1

definierte Topologie auf X ® Y wird Hilbert-Schmidt-Topologie
(H.S.-Topologie) genannt. Der mit der H.S.-Topologie versehene und beziiglich
dieser Topologie vervollsindigte Raum wird mit X ®p Y bezeichnet.

Wenn auf zwei topologischen Vektorrdumen je eine Abbildung gegeben ist,
so kann man das Tensorprodukt dieser Abbildungen auf kanonische Weise
definieren:

Satz und Definition 2.15 Seien X;, X5, Y7 und Y5 lokal konvexe topo-
logische Vektorraume und u : X7 — X,, v : Y7 — Y, stetige, lineare
Abbildungen. Dann gibt es eine eindeutige Abbildung v ® v von X; ® Y;
nach X, ® Y;, genannt das Tensorprodukt von u und v, so dass

u®v(r®y) = u(z) ®uv(y)
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fiir alle x € X und y € Y gilt. Des weiteren ist u ® v stetig, wenn X; ® ¥;
mit der 7- oder H.S.-Topologie versehen und beziiglich dieser vervollstandigt
wird (Die H.S.-Topologie zu verwenden ist natiirlich nur moglich, falls vor-
ausgesetzt wird, dass X, Xs, Y7 und Y, Hilbertraume sind).

Beweis: Siehe [23] und [19]

Wir werden die Vervollstdndigung des Tensorprodukts X ® Y bzgl. der
T-Topologie mit X ®, Y bezeichnen, wobei 7 entweder fiir 7 oder H steht.

Sind X und Y beides Fréchet-Réume, so 148t sich jedes Element aus X ®, Y
als Reihe darstellen, deren Summanden in einem bestimmten Sinne gegen
Null gehen. Dies driickt die folgende Proposition aus.

Proposition 2.16 Seien X und Y Fréchet-Radume. Dann 148t sich jedes Ele-
ment # € X ®, Y als absolut konvergente Reihe der Form

Gzi)\nxn@)yn

n=1

darstellen, wobei (x,),cn und (y,),eny Nullfolgen in X bzw. Y sind und
(An)nen eine Folge komplexer Zahlen aus [* ist.
Beweis: Siehe [23]

Des Weiteren werden wir folgende Proposition benétigen:

Proposition 2.17 Seien X und Y normierte R&ume. Dann ist X ®, Y ein
normierter Raum und seine Norm wird m-INorm genannt. Eine Norm auf X ®
Y ist kleiner oder gleich der 7-Norm, falls die kanonische bilineare Abbildung
von X XY nach X ®Y stetig ist und Operatornorm kleiner oder gleich Eins
hat.

Beweis: Siehe [23]

2.3 Nukleare Riume

Seien X und Y Banach-Raume. Wir betrachten X* ® Y als linearen Unter-
raum von L(X;Y), indem wir einem Element Zj i ®y; aus X' @Y die

Abbildung
T Z (x5, 2)y;
J

zuordnen. X* ® Y ist dann der Unterraum der Abbildungen mit endlichdi-

mensionalem Bild. Wir bezeichnen mit Ly(X;Y) den Raum L(X;Y) ver-
sehen mit der Topologie der beschrinkten Konvergenz, d.h. mit der
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Topologie definiert durch die Operatornorm

Jul = sup [u(z)]|
zeX,||z]|=1

Dieser Raum ist vollsténdig. Die kanonische bilineare Abbildung

(2%, y) = (z = (2", 7)y)

von X* x Y nach Ly(X;Y) ist stetig und hat Norm gleich Eins. Wir er-
halten daher aufgrund von Prop. 2.17, dafl die von L,(X;Y) auf X* ® Y
induzierte Norm kleiner oder gleich der m-Norm ist. Daher und aufgrund der
Vollsténdigkeit von L,(X;Y) kann die Injektion von X* ® Y nach Ly(X;Y)
zu einer stetigen linearen Abbildung von X* ®, Y nach Ly(X;Y) fortgesetzt
werden.

Definition 2.18 Seien X und Y Banach-Réume. Ein Element aus L(X,Y)
wird nukleare Abbildung genannt, wenn es im Bild von X ®, Y unter der
kanonischen Abbildung liegt.

Der Begriff "nuklear” riithrt daher, dafl bei der Konstruktion der nuklea-
ren Abbildungen diejenigen Elemente aus L(X;Y'), welche ein Bild endlicher
Dimension haben, von zentraler Bedeutung sind. Abbildungen mit endlich-
dimensionalem Bild kann man als ”Elementarbausteine” ansehen, d.h. als
"atomar” bzw. "nuklear”.

Sei X ein lokal konvexer topologischer Vektorraum und p eine stetige Semi-
norm auf X. Wir bezeichnen die Vervollstdndigung des normierten Raumes
X/ ker p mit X,,, wobei wir X/ ker p mit der Norm p/ ker p versehen. Aus der
Definition von X, folgt, da8 X, ein Banach-Raum ist.

Definition 2.19 Ein lokal konvexer topologischer Vektorraum X wird nu-
klearer Raum genannt, wenn zu jeder stetigen Seminorm p auf X eine
weitere stetige Seminorm ¢ auf X mit g > p existiert, so dafy die kanonische
Abbildung von X, nach X, nuklear ist.

Mit g > p ist gemeint, dafl ¢(z) > p(x) fir alle z € X gilt. Die kanonische
Abbildung von X, nach X, ist wie folgt definiert: Da ¢ > p, gilt ker p D kerg
und daher gibt es eine kanonische surjektive Abbildung von X/ ker ¢ nach
X/ ker p. Diese Abbildung ist stetig, wenn man die Rdume mit der Norm
q/ ker ¢ bzw. p/ ker p versieht.
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2.4 Hermite-Polynome und -Funktionen
Die Hermite-Polynome h,, : R — R sind definiert als

o dr

dx”e

ho(z) == (—1)"e —* neN,. (4)

Die ersten Hermite-Polynome sind

ho(x) = 1, hi(z) = 22, ho(z) = 42 — 2, hs(z) = 82° — 12z,
hy(x) = 162" — 482% + 12, ...

Die Hermite-Funktionen ¢, : R — R sind definiert als

Ea(@) i= (m22"nl) 262"

hn(x), n € N. (5)
Die wichtigsten Eigenschaften der Hermite-Funktionen sind die folgenden:
1. & € S(R) fiir alle n € Ny
2. Die Folge (&,),en ist eine Orthonormalbasis von L*(R).
3. Sei der Operator
Af(u) == —f"(u) + (u* + 1) f(u), uweR

auf S(R) definiert. A ist selbstadjungiert und hat das Spektrum
{2k+2, k € Ny}. Die Hermite-Funktionen sind Eigenfunktionen von A:

A& = (2k + 2)&.

Eine ausfiihrliche Liste von Eigenschaften der Hermite-Polynome und -Funk-
tionen findet man in [10] und [15].

2.5 Der Hidasche Testfunktionenraum und der Hida-
sche Distributionsraum

Um den Hidaschen Testfunktionenraum und den Hidaschen Distributions-
raum einzufiithren, benotigen wir den Satz von Bochner-Minlos:

Satz 2.20 (Bochner-Minlos) Sei A ein nuklearer, abzihlbar-hilbertscher
Raum und C' : N/ — C eine Abbildung mit folgenden Eigenschaften:
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(1) C ist stetig,
(2) C ist positiv definit, d.h.

> aa;Clni —n;) =20
ij=1
fir alle ay,...,, € C, ny,....,nn €N,
(3) C(0) =1.
Dann existiert ein eindeutiges Wahrscheinlichkeitsmafl p auf (NV*, B) (B die
Borelsche o-Algebra bzgl. der schwachen Topologie auf N™*), so dass gilt:

Bleaplitnlll = [ explitw,mlduts) = Co

Beweis: Siehe [9]
Aufgrund der folgenden Proposition kénnen wir A" = S(R?) wihlen.

Proposition 2.21 Der Schwartz-Raum S(R?) ist ein nuklearer, abzéhlbar-
hilbertscher Raum.
Beweis: Siehe [9]

Des Weiteren setzen wir C(n) = exp[—3||n||3]. Es ist leicht nachzurechnen,
dass diese Funktion die obigen Bedingungen (1)-(3) erfiillt. Wir erhalten so
den Wahrscheinlichkeitsraum

(S*(RY), B, p). (6)
Im Folgenden geben wir die wesentlichen Griinde fiir diese Wahl an:

1. S(R%) ist ein relativ einfacher Raum unter den nuklearen, abzihlbar-
hilbertschen Rdumen und auflerdem kann man gut analytisch mit ihm
arbeiten.

2. Fiir die Fourier-Transformierte ¢y einer N(ju, o?)-verteilten Zufallsva-
riable X gilt

, 1
ox(y) = expliny — 5y°0°], yeR.

Sei X, (w) := (w,n), w € N*. Wegen
ox,(0) = | explivX,(w)dule)
— [ explitw. ymdnte)

= C(yn)
1
= eXp[—§y2HnH§L yeER
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sind die Zufallsvariablen X, (w) N(0, ||n||3)-verteilt.

3. Durch
Btl ----- td(w) = <w7 1[07t1]><"'><[07td]>

ist eine d-parametrige Brownsche Bewegung definiert. Das Problem,
dass 1jg4]x-x[0,¢,] DUT in L2(Rd), nicht aber in S(Rd) liegt, 16st man,
indem man eine gegen 1o )x...x[0,s,] Konvergierende Folge von Elemen-
ten des S(R?) betrachtet und den Grenziibergang durchfiihrt (siche

[15]).

Wir schreiben (LP) fiir den komplexen LP(S*(R?%), B, ). Als niichstes fiihren
wir die als trigonometrische Polynome bezeichnete Algebra (€) ein.

Definition 2.22 Sein € Sc(R?). Wir definieren die als Wick-Exponential
bezeichnete Funktion exp®[(-,n)] wie folgt:

exp*[(w, )] = expl(w,m) — lnl], € 5*(RY)

Definition 2.23 Die von der Menge {exp®[i(-,n)] | 7 € S(R%)} erzeugte
Algebra (&) bezeichnen wir als trigonometrische Polynome.

Proposition 2.24 Fiir p € [1, 0] ist (€) eine dichte Untermenge von (LP).
Beweis: Siehe [10]

Wir fithren nun die Rdume (5), (5)* und (S,) ein. Es lafit sich einfach zeigen,
dass sich ein beliebiges Element ¢ aus (£) in der Form

¢ = Z ap expC[i(:, 7n)]
n=1

darstellen 148t. Wir definieren den Operator I'(A) : (£) — (&) (Zur Defini-
tion von A siehe Abschnitt 2.4), indem wir I'(A)¢ fiir ¢ in der obigen Form
angeben:

N
Ao =" a,exp®fi(-, An,)] (7)
n=1
Fiir p € Ny kénnen wir nun die folgende Norm auf (£) definieren:

[6]l2p = [[T(A)P¢ll2 = [[T(A”) |2 (8)

Man kann zeigen, dass || - ||2,, hilbertsch ist (siehe [18]). Somit ist die Ver-
vollstandigung von (&) bzgl. dieser Norm ein Hilbertraum. Wir bezeichnen



GRUNDLAGEN 16

diesen Hilbertraum mit (S,) und seinen Dualraum mit (S_,). Des weiteren
definieren wir (S) :=[1),5((5p). Versehen mit der projektiven Topologie bzgl.
der Einbettungen i, : (S) — (S,) wird dieser Raum Hidascher Testfunk-
tionenraum genannt. Der zu (5) duale, mit der starken Topologie versehene
Raum wird mit (S)* bezeichnet und wird Hidascher Distributionsraum
genannt.

2.6 Der Wiener-Ito-Segal-Isomorphismus

Wir wollen nun auf den Wiener-Ito-Segal-Isomorphismus eingehen. Er er-
moglicht uns, Elemente aus (L?) so darzustellen, dass Rechnungen mit ihnen
einfach durchzufithren sind. Dazu miissen wir die wickgeordneten Polynome
und den Fock-Raum einfiihren.

Definition 2.25 Sei f € S(R*). Dann wird das durch
Tr(f) := f(t, t)dt
Rd

definierte Element von S*(R??) als Spur bezeichnet.

Definition 2.26 Sei w € S*(R?) und n € Ny. Wir definieren die wickge-
ordneten Polynome w*" € S*(R™) per Induktion als

wOO = 1

ol W

= weWY — (n - 1)Trew*™?, n>2

on

Der Grund, warum man die wickgeorneten Polynome benotigt und nicht
einfach die Polynome der Form

w (W, () (w, ), we S*(Rd),

mit Ci,...,¢ € S(RY), benutzt, liegt darin, dass diese Polynome nicht
dieselben  Orthogonalitiitseigenschaften bzgl. des (L?)-Skalarprodukts
(o V)2 = Js- (B d(w)Y(w)du(w)) wie die wickgeordneten Polynome be-
sitzen (siehe [18]).

Definition 2.27 Sei H ein komplexer Hilbertraum mit Norm | - |.
Sei T'(H) der Raum aller Folgen f = (fu).en,, fo € H®"", so dass
oo ol ful? < 0o gilt. Versehen mit der Norm

|f||F(H : Z"'|fn|2
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wird I'(H) Fock-Raum iiber H genannt.
In [10] wird gezeigt, dass I'(H) ein Hilbertraum ist.

Satz 2.28 Sei ¢ € (L?). Dann existiert ein eindeutiges f = (fu)nen, aus
[(LZ(RY)), so dass

e}

S(w) =Y (W fo) p—fs (9)

n=0

gilt. Umgekehrt wird durch jedes f = (f,),en, € D(LZ(R?)) mittels (9) eine
Funktion in (L?) definiert. In diesem Fall gilt

oo

ol =D nllful® = 17 12 me)-

n=0

Kurz, es gilt folgende Isomorphie:
(1) & T(LA(RY)
Beweis: Siehe [18]

Wir wollen nun eine Formel angeben, mit der man aus den Wiener-Ito-Segal-
Entwicklungen von ¢, ¢ € (S) die Entwicklung von ¢ - ¢ berechnen kann.
Hierzu miissen wir uns mit der Kontraktion von Tensorprodukten beschéfti-
gen, genauer mit der Rechts- und Linkskontraktion und ihrer Symmetrisie-
rung.

Definition 2.29 Seien I, m, n € Ny. Weiterhin seien f € S(R**™) und
g € S(R™*™)), Dann wird

i

forg=> (Z(f, 1 ® 1) (g, e ® 77i>> 15 ® 7k

jk

die Rechtskontraktion von f und g genannt, wobei mit den Skalarpro-
dukten (-,-) das L2(R™ ™). bzw. L*(RY*™)-Skalarprodukt gemeint ist

und die Summation iiber i = (iy,...,4) € N, j = (j1,...,jm) € N™ und
k = (ki,...,k,) € N" erfolgt.

In [18] wird gezeigt, dass f ®; g ein wohldefiniertes Element aus S (R ™))
ist.
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Die Rechtskontraktion 148t sich auch in der Form
(f &1 g) (@1 o T s ) =
lf(sl,...,sl,xl,...,xm)g(sl,...,sl,yl,...,yn)dsl~-~dsl
R

schreiben.
Die Linkskontraktion wird als

i

felg:=>" (Z(f, i © 1)) (g, 7 @ m)) 5 © e (10)

j7k

definiert, im Folgenden jedoch nicht bené6tigt. Die Symmetrisierung von f®; g
wird mit f®;g bezeichnet. Analog verhilt es sich mit f ®' g.

Proposition 2.30 Seien ¢ € (S), ¥ € (S,), p > 0, wobei

[e.e]

o) = S fud,

m=0
oo

Yw) = D (" gn).

n=0
Dann gilt fiir die Wiener-1t6-Segal-Entwicklung von ¢ - ¢:
(60 ¥)w) =D (W )
1=0
mit

- m+k\ (n+k .

m—~+n=I[ k=0

T E )G

m~4n—2k=l,k<mAn
Beweis: Siehe [18]

2.7 Sobolevriaume

Wir fithren nun die Sobolevriaume in zwei verschiedenen Allgemeinheitsgra-
den ein:
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Definition 2.31 Sei D C R" offen, [ € N. Der Sobolev-Raum W%?(D) ist
die Menge aller Funktionen f € L?*(D), fiir welche die Distributionsableitun-
gen D*f fiir s = (s1,...,8,), |s| <t, wieder Elemente aus L?(D) sind:

W(D):={f € L*(D) : D*f € L*(D) fiir |s| <t}

Wir fithren auf W%%(D) ein Skalarprodukt durch

=Y /D D* f(2)Dg(x)da

ls<t

ein. Die abgeschlossene Hiille von C5° in W*2(D) nennen wir W*(D), d.h.

Wt,Q(D)

Wo*(D) = C5*(D)

Wir benétigen in dieser Arbeit von den soeben definierten Sobolevraumen
ausschlieflich H} (D) und den dazugehérigen Dualraum H (D).

Proposition 2.32 (1. Poincarésche Ungleichung) Sei D ein beschrank-
tes Gebiet im R". Dann existiert eine nur vom Durchmesser von D abhéngige
Konstante ¢, so dass fiir alle u € Hj(D) gilt:

2

dx

)
o, ()

lal o) < oVl = c0 3 /D
=1

Beweis: Siehe [206]

Wir kommen nun zu einer allgemeineren Formulierung des Begriffs des So-
bolevraums:

Definition 2.33 Sei k > 1,¢ > 0, p € [1, 00| und seien vy, . . . v, Wahrschein-
lichkeitsmafle auf (R, B). Dann wird

t
WP (R, v) = {f € WH(RY) 0 Y IV Fll ot snony < 00},

s=0

Sobolevraum genannt, wobei

Vof = o .
jr=1
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Wir schreiben W_, ,(R¥, v) fiir den Dualraum von W*?(R* v). Der Raum
WH2(RF v) ist ein Hilbertraum (siche [17], Satz V-2.1.4 fiir den Beweis eines
Spezialfalls dieser Aussage).

Sei D C R", n > 2, ein Gebiet. Wir werden die folgenden Abkiirzungen
benutzen: || - [lo := [/ - [[2(p) | - [1 :== || - |z (p)- Dieselbe Notation benuzten
wir bei Skalarprodukten.

2.8 Die Riume S; und S_;

Wir fithren nun die Rdume S; und S_; ein:

Definition 2.34 Sei P der Raum der Funktionen der Form
N

D (W™ fa), NeN

n=0

und ¢t > 0. Der Raum &; wird als die Vervollstandigung von P beziiglich der
Norm

N N
1D @ fadllze = Y (14 n)nl|fal”
n=0 n=0

definiert und S_; als sein Dualraum.

Mmoo > QXn;
<w ) ®i=0§i >

bilden eine Orthogonalbasis von &; und von (L?). Offensichtlich gilt

Die Funktionen

L.CSC...c&CS S =IHCcS cSy,Cc...c8,C...

2.9 Elliptische Diffentialgleichungen

Die folgenden drei Abschnitte iiber elliptische Differentialgleichungen, Trian-
gulierung, Finite Elemente und die Methode der Finiten Elemente wurden
freundlicherweise von Richard Sachsenhausen zur Verfiigung gestellt. Es wur-
de nur kleinere Anpassungen beziiglich der Notation gemacht.

Im nun folgenden Abschnitt sollen einige der wesentlichen Erkenntnisse der
Theorie elliptischer, partieller Diffentialgleichungen rekapituliert werden. Ei-
ne umfassende Einfithrung in die Theorie der partiellen Differentialgleichun-
gen findet sich z.B. in [21], [26].

Zunéchst sollen in den folgenden Definitionen die verschiedenen Klassen von
Diffentialgleichungen bzw. -operatoren vorgestellt werden.
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Definition 2.35 (Differentialoperator, Diffentialgleichung, Ordnung)

Sei D C R" ein Gebiet, X ein Raum reellwertiger Funktionen iiber D, kK € N

nkt1_q s Y

und F: DxR %1 — R eine Abbildung. Ein Operator L : Dx X »1  —
X
Lu := F(z,u(x), D" u(x))

mit Multiindizes |ay,,| = 1,1 = 1,...,k, m = 0, ..., n! heifit Differentialoperator
der Ordnung k. Eine Gleichung

Lu=f

mit einer Abbildung f : D — R heif3t Differentialgleichung der Ordnung k.

Ein spezieller Typ von Differentialoperatoren, der im folgenden untersucht
werden soll, wird nun ausgezeichnet.

Definition 2.36 (Linearer elliptischer Differentialoperator 2. Ord-
nung)
Ein Differentialoperator L der Ordnung 2 heifit linear, falls er von der Form

Lu—kaax 8xu—l—ZcZ U+ TU

i,j=1

mit geeigneten Koeffizienten k;j,¢;,7 : D — R ist. Er heifit elliptisch, falls
alle Eigenwerte der Matrix A = (k;;);';—; von 0 verschieden und von gleichem
Vorzeichen sind.

Ein typischer Unterschied zwischen partiellen und gewohnlichen Differential-
gleichungen besteht darin, dass bei ersteren der Typ des zugehérigen Opera-
tors eine wichtige Rolle spielt. Man zeichnet gewisse Klassen von Differential-
operatoren aus, die dhnliches Losungsverhalten haben. So existieren neben
den elliptischen Differentialoperatoren noch weitere Klassen, etwa paraboli-
sche und hyperbolische Operatoren. Fiir Differentialoperatoren 2. Ordnung
ist diese Einteilung bereits erschopfend.

Wie bei gewohnlichen Differentialgleichungen ist im Allgemeinen eine Losung
einer partiellen Differentialgleichung (falls sie iberhaupt existiert) nicht ein-
deutig bestimmt. Eine gewthnliche Differentialgleichung der Ordnung £ be-
notigt i. A. die Angabe von k£ Anfangs- oder Randwerten. Dabei spielt je-
doch die Art der Vorgaben keine Rolle, lediglich ihre Anzahl ist festgelegt.
Bei partiellen Differentialgleichungen ist dies anders.

Hier ist der Typ des Operators fiir die Art der Vorgabewerte verantwortlich,
d.h. je nach Art des Operators ist eine andere Vorgabe erforderlich, um ein
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wohlgestelltes Problem (im Sinne von Hadamard) zu erhalten. Fiir elliptische
Operatoren der Ordnung 2k schreibt man die Funktions- und Ableitungswer-
te bis zur Ordnung k£ — 1 auf dem Rand 0D des betrachteten Gebietes vor,
es werden also nur Randbedingungen gestellt.

Die Randbedingungen koénnen in verschiedene Klassen eingeteilt werden.
Man betrachte z.B. einen elliptischen Operator der 2. Ordnung. So genannte
Dirichlet-Bedingungen liegen vor, wenn Funktionswerte auf dem Rand vorge-
schrieben sind; man spricht von Neumann-Bedingungen, wenn die Werte der
Normalenableitungen (oder Konormalenableitungen) auf dem Rand gegeben
sind. Schliefllich nennt man Randbedingungen, die eine Linearkombination
der beiden vorigen Typen sind, Robin-Bedingungen oder gemischte Rand-
bedingungen. Die Randbedingungen kénnen natiirlich auch auf Teilen des
Randes in verschiedener Form gestellt sein.

Es soll hier das Standardbeispiele eines linearen elliptischen Operators 2. Ord-
nung, die Poissongleichung, betrachtet werden. Es ist u die gesuchte Funkti-
on, die auf einem beschrankten Gebiet D C R™ mit Lipschitz-stetigem Rand
betrachtet sei.

Beispiel 2.37 (Poissongleichung)
Die Gleichung
—Au=f

ist linear, von zweiter Ordnung und vom elliptischen Typ. Sie spielt eine Rolle
in der Elektrodynamik, wo sie als so genannte Potentialgleichung etwa das
Grundproblem der Elektrostatik darstellt.

Ob ein gegebenes Problem eine Losung besitzt, und ob diese ggf. eindeutig
ist, ist eine i. A. nicht einfach zu beantwortende Frage. Fiir die Zwecke dieser
Arbeit ist jedoch die Losbarkeitsaussage des folgenden Lemmas ausreichend.

Lemma 2.38 (Lemma von Lax / Milgram)
Sei V ein Hilbertraum, a : V x V — R eine stetige und strikt V-koerzive
Bilinearform, f : V' — R eine stetige Linearform, d.h. es gelte:

(1) 3C1 >0+ a(u,v)| < Cifullvllvlly Vu,v eV,
(2) Je>0: a(v,v) > c||v]| Vv eV und
(3)3C, >0 |f(v)] < Cyllv]lv Yo e V.

Dann besitzt die Variationsgleichung
a(u,v) = f(v) Yv € V (11)

eine eindeutige Losung u € V.
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Beweis: siche etwa [2], Satz 4.7.

O

Das Lemma von Lax-Milgram bezieht sich auf Variationsprobleme, wihrend
man doch eigentlich an der Losung einer partiellen Differentialgleichung in-
teressiert ist. Anhand der Poissongleichung aus Beispiel 2.37 soll der Zu-
sammenhang zwischen den beiden Aufgaben erlautert werden. Dies wird auf
einen neuen Losbarkeitsbegriff fithren.
Schon einfache Beispiele zeigen, dass die Losbarkeit im klassischen Sinne (al-
so u € C?(D) N C(D) fiir die Poissongleichung) einer PDE nur unter sehr
starken Anforderungen an die Koeffizienten der PDE und die Glattheit des
Gebietes sicherzustellen ist. Meist schwécht man daher den Losungsbegriff
ab. So fordert man etwa, dass die PDE nicht punktweise zu erfiillen ist, son-
dern nur im Sinne des L2 Von dieser Idee ausgehend kommt man zu besser
angepassten Losungsbegriffen.
Es seien der Einfachheit wegen nun homogene Dirichlet- Randbedingungen,
also

upp = 0,

betrachtet. Nimmt man nun an, dass eine Funktion u € H?*(D) die Pois-
songleichung im Sinne des L? erfiillt, so gilt die Gleichheit sicherlich noch
immer nach der Skalarmultiplikation beider Seiten mit einer Testfunktion
v € C*(D). Partielle Integration der linken Seite liefert dann (wobei die
Randintegrale aufgrund der homogenen Dirichlet- Bedingungen verschwin-
den) die Variationsgleichung

(Vu, Vo)g = (f,v)o.

Diese Beziehung gilt fiir alle v € C*°(D) und durch einen Dichteschluss kann
man dies auf

v € HY(D) erweitern. Man sieht, dass nur erste Ableitungen von u in der
Variationsgleichung auftreten. Deshalb wird man eine Funktion v € H'(D),
die die Variationsgleichung erfullt, als eine verallgemeinerte Losung der Dif-
ferentialgleichung auffassen.

Diese Vorgehensweise - Skalarmultiplikation mit einer Testfunktion, parti-
elle Integration, Einarbeiten der Randbedingungen, Dichteschluss und Ab-
schwichen der Glattheitsforderung an die Losung - 148t sich auch auf an-
dere PDEs iibertragen. Dadurch wird die Differentialgleichung in ein Varia-
tionsproblem iiberfithrt. Man nennt eine Losung der Variationsformulierung
schwache Lésung. Eine schwache Losung, die die Differentiagleichung im Sin-
ne des L*(D) erfullt, heifit starke Ldsung.
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Bemerkung 2.39 (Randwerte fiir L?-Funktionen)

Es stellt sich natiirlich die Frage, wie Randwerte fiir Funktionenv € H'(D) C
L*(D) uberhaupt zu verstehen sind. Eine L*-Funktion ist schlieflich nur bis
auf Nullmengen festgelegt und der Rand eines Gebietes ist eine Nullmenge.

Fur stetige Funktionen v € C(D) ist der Operator

T:C(D)— C(0OD), Tv:=vpp

wohldefiniert. Mit Hilfe des Satzes von Hahn/Banach kann man nun zeigen
(vgl. etwa [26]), dass dieser Operator eine stetige Fortsezung

Tr: HY(D) — L*(0D)

besitzt. Im Sinne dieses so erkldrten Spuroperators sind nun alle Randwert-
vorgaben fiir schwache bzw. starke Ldsungen von partiellen Differentialglei-
chungen zu verstehen.

Es sei noch angemerkt, dass

Im(Tr) # L*(0D)

ist. Daher ist bei der Vorgabe von Randwerten zu beachten, dass diese im Bild
des Spuroperators liegen sollen. Fur die homogenen Dirichlet- Randbedingungen
ist dies der Fall. Niheres zu diesem Thema findet man etwa in [26].

Beispiel 2.40 (Schwache Losbarkeit der Poissongleichung)

Fur die Poissongleichung mit homogenen Dirichletrandbedingungen ergibt sich
die eindeutige, schwache Lisbarkeit unter der Vorraussetzung f € L*(D) mit
dem Lemma von Lax-Milgram. Die zugehdrige Bilinearform

a(u,v) := (Vu, Vv)g

ist nach der Poincare-Unlgeichung stetig und strikt H'-koerziv. Die Stetigkeit
der Linearform

f(U) = <f7 'U>O
st aufgrund der Stetigkeit des Skalarproduktes ebenfalls klar und so liefert
das Lemma 2.38 die gewiinschten Aussagen.

2.10 Triangulierungen, Finite Elemente

In diesem Abschnitt werden die Grundbegriffe der Finiten-Elemente-Methode
erklédrt. Dazu zahlt neben dem Begriff des Finiten Elementes auch die Trian-
gulierung eines Gebietes. Einige Beispiele Finiter Elemente bilden den Ab-
schluss dieses Abschnittes. Eine detailliertere Betrachtung der Grundbegriffe
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der FEM findet sich in [1], [4], [5] und [§].

Sei D C R™ nun ein polygonal berandetes Gebiet, d.h. ein Gebiet, des-
sen Rand durch einen geschlossenen Streckenzug gegeben ist. Dabei sei jetzt
und im Folgenden der R"™ stets mit der natiirlichen Topologie ausgestattet
und alle auftretenden Mafle seien Lebesgue-Mafle; wobei natiirlich stets das
transformierte, k-dimensionale Maf3 auf einer k-dimensionalen Untermannig-
faltigkeit der R™ gemeint ist, falls eine solche betrachtet wird.

Definition 2.41 (Triangulierung)
Ein endliches System von Teilmengen 7 := {T; C D} heit Triangulierung
(von D), falls gilt:

e VT €T : T ist nichtleer und ein Lipschitzgebiet;
o D= Urer T:
e Fur Tl, T € T, T 7é Ts ist Ty N1y leer.

Eine Zerlegung heiflt zuldssig, falls der Schnitt des Abschlusses zweier ver-
schiedener Teilgebiete T1, T, € T stets entweder eine vollstéindige, k-dimensionale
Randmannigfaltigkeit (0 < k < n) von 77 und 75 oder leer ist.

Eine Zerlegung heift simplizial, falls sie zuléssig ist und der Abschluss jedes
Element T € T ein n-Simplex ist.

Fur die spétere Analysis reicht die Forderung der Zuléssigkeit einer Triangu-
lierung noch nicht aus. In der folgenden Definition werden deshalb weitere
Bedingungen gestellt.

Definition 2.42 (Quasiuniforme Zerlegung)

Sei D C R" ein polygonal berandetes Gebiet. Sei J eine abzdhlbare Index-
menge und sei {7;};c; eine Familie zuléssiger Triangulierungen von D mit
der folgenden Eigenschaft:

Es gibt Konstanten ¢y, c; > 0, so dass jedes T' € 7} fiir alle 7; € {7;},c; das
Element T stets in eine Kugel mit Radius c¢;h eingeschrieben werden kann
und stets eine Kugel mit Radius coh enthalt.

Eine solche Zerlegung heifit quasiuniform. Es sei zu einer gegebenen Trian-
gulierung 7 bzw. einem Element 7' € 7

hy = diam(7T),

h := maxhry.
TeT
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Dabei heiflt hr Elementdurchmesser und h Feinheit der Zerlegung. Das Sym-
bol

{Z0}n

bezeichnet im Folgenden stets eine Familie von Triangulierungen, die durch
die Feinheit parametrisiert seien. Diese wird dabei 0.B.d.A. als fiir jede Tri-
angulierung verschieden angenommen.

Im Folgenden sei vorausgesetzt, dass sich die Zerlegung als vertréaglich mit den
Randbedingungen des Problems erweist. Es sollen also folgende Situationen
ausgeschlossen sein:

e Falls verschiedene Randbedingungen auf Teilstiicken I'; C 9D gestellt
sind, so soll jeder Punkt z € I';NT'; fiir 7 # j Eckpunkt eines Elementes
der Triangulierung sein;

e Kein Element moge nur Eckpunkte besitzen, die zugleich Randpunkte
sind, d.h. mindestens ein Freiheitsgrad jedes Elementes muss im Inneren
des Gebietes lokalisiert sein.

Auf die Problematik bei Verletzung dieser Annahmen und auf die Approxi-
mation krummliniger Rédnder durch so genannte isoparametrische Elemente
soll hier nicht weiter eingegangen werden. Néaheres zu diesem Thema findet
sich etwa in [4].

Definition 2.43 (Finites Element)
Ein Tripel (T, P, Y), bestehend aus:

e cinem Lipschitz-Gebiet T' € R";

e cinem endlichdimensionalen Funktionenraum P iiber 7" mit Dimension
m < oo, genannt Raum der Formfunktionen;

e Einer Menge ¥ = {Ny, ..., N;,,} von m linear unabhéngigen, reellwerti-
gen Funktionalen iiber P, genannt Menge der Freiheitsgrade. Man kann
>’ mit einer Basis des algebraischen Duals von P identifizieren;

heilt Finites Flement.

Werden als Freiheitsgerade nur Funktionswerte benutzt, spricht man von
Lagrange-Elementen, treten auch Werte der ersten Ableitungen auf, von
Hermite-Elementen. Des Weiteren heiit eine Basis {¢1, ..., ¢} von P no-
dale Basis, falls fiir alle 1 < 4,7 < m gilt: N;(¢;) = ;.
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Ein Finites Element besteht also neben einem Gebiet auch aus einem Funk-
tionenraum und einer Menge von Funktionalen auf diesem. Trotzdem wird
im Folgenden ein Finites Element durch die Angabe des Gebietes bezeich-
net, wobei der zugehorige Funktionenraum (stets ein Raum von Polynomen
tiber diesem Gebiet) und die Formfunktionen jeweils als bekannt angesehen
werden.

Nach der formalen Definition des Finiten Elementes, sollen nun zwei Beispiele
den Begriff des Finiten Elementes illustrieren.

Beispiel 2.44 (P1-Element im Simplex)

Sein =2 und T ein Dreieck. Sei Pr der Raum der Polynome von hichstens
erstem Grad tber T. Die Ecken des Dreiecks seien 0.B.d.A. mit 1, 2, 3
nummeriert. Wenn X\; die tblichen baryzentrischen Koordinaten bezeichnet
dann wird zu

D=A{Ni: T = R,N,(f) = f(i)li € {1,2,3}}
eine nodale Basis gegeben durch:
{6:: T — R, ¢i(x) = Ni(2)]i € {1,2,3}}.
Die Verallgemeinerung auf den dreidimensionalen Fall ist offensichtlich.

Beispiel 2.45 (Q1-Element im Quader)

Sein = 2 und T das Einheitsquadrat. Sei Pr der Raum von Funktionen,
die Produkt zweier hichstens linearer Polynome tiber T sind. Die Ecken des
Rechtecks seien 0.B.d.A. mit 1, 2, 3, 4/ nummeriert. Zu

S={N;:T —R,N,(f) = f(i)]i € {1,2,3,4}}

eine nodale Basis gegeben durch:

¢1(2,y) T,
pa(z,y) = v,
¢3(xr,y) = 1—x,
¢a(z,y) = 1—y.

Verallgemeinerungen auf Rechtecke in allgemeiner Lage und den dreidimen-
stonalen Fall sind natirlich ohne weiteres maglich.
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2.11 Die Methode der Finiten Elemente

Der Begriff der schwachen Losung einer Differentialgleichung wurde zuvor
iiber die Variationsformulierung eingefiihrt. Diese bietet auch eine einfache
Moglichkeit zur Bestimmung einer Naherungslosung, wie in folgendem Ver-
fahren vorgestellt und im Anschluss daran begriindet wird.

Methode 2.46 (Galerkin-Verfahren)

Sei V' ein Hilbertraum, a : V x V — R eine stetige und strikt V-koerzive
Bilinearform, b : V' — R eine stetige Linearform. Sei V;, C V ein endlichdi-
mensionaler Teilraum. Sei mit a;, bzw. F}, die Einschrinkung von a bzw. b
auf Vj, bezeichnet. Dann heifit das Verfahren

tug € Vit ap(ug,v) = by(v) Yo € V,
zur ndherungsweisen Bestimmung der Losung von
tu eV :a(u,v) =blv) Vv eV
Galerkin- Verfahren.

Bemerkung 2.47 (Losbarkeit des Galerkin-Verfahrens)

Unter den gemachten Voraussetzungen besitzt das in Verfahren 2.46 genannte
Variationsproblem eine eindeutige Liosung, wie aus dem Lemma 2.38 wvon
Laz-Milgram folgt. Es lisst sich sogar zeigen, dass fir h — 0 (und somit
dimV}, — oo) die Folge der Lisungen ug des Galerkin-Verfahrens gegen die
kontinuierliche Losung u konvergiert.

Die Grundidee der FEM besteht nun in der Anwendung des Galerkin-Verfahrens
2.46 auf die Variationsformulierung des kontinuierlichen Problems mit einem
speziellen Ansatzraum V},, der aus den Funktionsrdumen der einzelnen Fini-
ten Elemente einer Triangulierung aufgebaut ist. Diese Idee soll nun konkre-
tisiert werden.

Sei in diesem Abschnitt

L:=-V- -(Kx)V)+c(z) - V+r(z)

mit symmetrischer Matrix K (z) = (kij)1<ij<n, K € L>®(D)™", ¢ € L*®(D)<,
r € L®(D) ein formaler, linearer, elliptischer Differentialoperator 2. Ord-
nung. Der Hauptteil liegt also in Divergenzform vor, die Eigenwerte von
K sind reell, von Null verschieden und von gleichem Vorzeichen. Zur Ver-
einfachung seien fiir das zugehorige Randwertproblem homogene Dirichlet-
Bedingungen gefordert, d.h. es ist eine Losung des folgenden Problems ge-
sucht:

w:lu = f inD (12)
u = 0 autdD
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Die Dirichlet-Bedingung kann als wesentliche Randbedingung bei der Uber-
fiihrung dieses Problems mit in den Ansatzraum aufgenommen werden, so-
dass die Variationsformulierung lautet:

tu €V :alu,v)=F) YveV (13)

a(u,v) = Z /Dk:”(x)aixlu(:p)%v(x)dx+

1<ij<n

Z/ v(:c)cj(x)iu(:c)d:c —i—/ r(z)u(z)v(x)de
1D Ou; D

und b(v) := [, f(z)v(x)dz. Es soll sich hier und im Folgenden auf so ge-
nannte konforme Finite- Elemente-Methoden beschrankt werden, d.h. auf die
Betrachtung endlichdimensionaler Ansatzraume V;, C V. Zu ndheren Infor-
mationen iiber nichtkonforme FEM vgl. z.B. [4], [5]. Sei 7 eine simpliziale
Triangulierung von D und zu jedem T' € 7 ein Finites Element (T, Pr, ¥r)
gegeben. Zur Vereinfachung der Darstellung seien die Funktionenrdume {iber
T jeweils gegeben durch Pp := PYT), d.h. der Menge der Polynome vom
maximalen Grad [ € N, und seien die Elemente jeweils vom Lagrange-Typ.

Hl” ) Sei X = {N7, ..., NI}

und {® ... ®T 1 die zugehérige nodale Basis.
Man setze nun fiir die Testfunktionen v, und die Losung u;, der FEM an:

Die Dimension eines jeden Pr ist M := (

M
vnr = Yy Of

j=1

und
M

upr =y _ A @7

J=1

Da die Form ay(-, -) linear bzgl. des zweiten Argumentes ist und die Identitét
fiir alle Testfunktionen besteht, kann man /,L;‘-F = 1 wéhlen und sich auf Be-
trachtung der Basisfunktionen als Testfunktionen beschréanken. Nun ist noch
zu beachten, dass die Gewichte in den Freiheitsgraden, die auf Kanten der
Elemente lokalisiert sind, nicht in den sich diese Kante teilenden Elemen-
ten unabhéngig voneinander gewahlt werden konnen, sondern gekoppelt sein
miissen. Dadurch wird die hinreichende Differenzierbarkeit (bzw. Stetigkeit)
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der Funktion u auf ganz D gesichert, wodurch u € V' gewéhrleistet wird.
Man erhilt aus dieser Konstruktion den Ansatzraum der FEM zu

Vi, ={feCD)| fr e P(T) VT €T} CV=H;(D).

Setzt man nun die Ansétze fiir v, und wy, in die Variationsformulierung ein,
so ist das Galerkin-Verfahren dquivalent zu einem linearen Gleichungssystem

GA = R, (14)

wobei mit n := dimV}, gilt: G € R™", A, R € R". Die Matrix GG entsteht
dabei aus folgenden Auswertungen:

Gij = (l(q)j,q)i), (15)

der Vektor R aus

Man bezeichnet G als Steifigkeitsmatriz und R als Lastvektor.

Aufgrund der Wahl des Ansatzraumes hat die Steifigkeitsmatrix G eine ganz
spezielle Struktur. Der tiberwiegende Teil der Eintrége (zumindest bei hin-
reichend groBem n) ist 0, also ist G diinn besetzt. Diese Eigenschaft wird man
sich bei der Losung des algebraischen Gleichungssystems natiirlich zu Nutze
machen wollen.

In der Praxis scheidet ein direktes Losungsverfahren aus, da der Rechenauf-
wand zu rasch mit der Gréfle von m ansteigt. Man wird deshalb iterative
Losungsverfahren einsetzen, die speziell die Struktur der Steifigkeitsmatrix
ausnutzen. Neben den klassischen Iterationsverfahren wie etwa SOR sind eine
Reihe von spezielleren Verfahren in Gebrauch. Die Auswahl eines Verfahrens
und die wichtige Vorkonditionierung sind ein sehr bedeutender Punkt in der
Entwicklung eines Finite-Elemente-Programms. Néheres zu diesem Thema
findet sich etwa in [4] und [5], eine umfassendere Ubersicht bietet [1], Kap. 5.
Nach Losung des Gleichungssystems ist eine Approximation an die konti-
nuierliche Losung kontruiert. Die Werte von A legen eine Funktion in allen
Freiheitsgraden fest, also sind die Koeffizienten der Funktion fiir alle Basis-
funktionen des Ansatzraumes Vj;, bekannt. Wenn die Néherungsloésung nun
hinreichend genau ist, so kann der Prozess beendet werden, sollte sie jedoch
noch zu stark von der kontinuierlichen Losung abweichen, so muss eine neue,
verbesserte Losung gesucht werden. Die Giite der Approximation kann ver-
bessert werden, in dem zu einer feineren Triangulierung iibergegangen wird
(so genannte h-Methode) oder durch Erhchen des Ansatzgrades der Finiten
Elemente (p-Methode). Die in der Praxis besten Ergebnisse erzielt man oft
durch eine Kombination dieser beiden Verfahren (hp-Methode).
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Man benoétigt in jedem Falle ein Maf fiir den Fehler zwischen Galerkinappro-
ximation und der echten Losung. In einem adaptiven Algorithmus wird man
nach diesem Maf} entscheiden, wo - und im Falle von hp-Methoden auch wie
- die Approximation zu verbessern ist. Dies geschieht durch Fehlerschétzung.
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3 Existenz und Eindeutigkeit von Loésungen
stochastischer partieller Differentialgleichun-
gen

Ziel dieses Kapitels ist es, einen Satz iiber die Existenz und Eindeutigkeit
von schwachen Losungen der Gleichung

Lu = =V - (K(z,w)Vu(r,w))+ c(z,w) - Viu(zr,w) + r(z, w)u(z,w)
= f(z,w) (17)

zu beweisen. Dabei werden wir zwei verschiedene Losungsrdume verwenden:
Zum einen betrachten wir den Fall, dass die Losung u ein Element des Raum-
es H} (D) ®y S, ist, zum anderen den Fall, dass u aus H} (D) @y WH(RF v)
ist. Der erste Fall ist von theoretischem Interesse, der zweite ist eine Vorbe-
reitung fiir das in Kapitel 4 erlduterte Verfahren zum Losen von SPDEs mit-
tels FEM. Um Redundanz zu vermeiden steht im folgenden H; im ersten Fall
(spéter theoretischer Fall genannt) fiir S; und im zweiten Fall (spéter numeri-
scher Fall genannt) W%2(R*, v). Analoges gilt fiir H_;, S_, und W52(R*, v).
Da wir nur reellwertige Losungen u betrachten wollen, bezeichne S; im Zu-
sammenhang mit SPDEs den reellwertigen S;, d.h. vom Bild eines Elements
aus S; wird nur der reelle Teil betrachtet.

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels definieren wir, was wir unter einer schwa-
chen Losung von (17) verstehen wollen. Der zweite Abschnitt dient dem Be-
weis verschiedener Ungleichungen. Im dritten Abschnitt behandeln wir die
Multiplikationsabbildung

Y— 00, e

mit ¢ € (£). Um das Lemma von Lax-Milgram zum Beweis der Existenz
und Eindeutigkeit von schwachen Loésungen benutzen zu kénnen, miissen wir
nachweisen, dass diese Multiplikationsabbildung stetig ist.

|- Mo =1l - HL?(D)@HWM(R’C,V) und [| - [J1¢ = || - HH&(D)@HWM(MV)
3.1 Schwache Lésungen
Wir definieren eine schwache Losung von (17) wie folgt:

Definition 3.1 Sei D C R", n > 2 ein beschrinktes Gebiet und f €
H_l(D) Qg H_y, t > 0. Sei K = (kz‘j)z‘,jzl,...m c = (Cz‘)izl,...na kz’j70i77’ :
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D x Q — R. Wir nennen v = u(z,w) € H}(D) ®g H; eine schwache
Losung der Gleichung

Lu(z,w) = =V (K(z,w)V5u(z,w))+c(z,w) - Viu(r,w)
+r(z,w)u(r,w)
= f(z,w), (z,w)€ D xQ, (18)
u(z,w) = 0, (x,w)edD xQ, (19)
a(u,v) = (KViu, Vﬂ))w + (¢- Vyu, U)O,t + (ru, U)O7t (20)
= W)= (f0) 1)

fiir alle v € H}(D) @y H,.

Es ist natiirlich zu zeigen, dass die Multiplikation der Losung u mit den
Koeffizienten K, ¢ und r wohldefiniert ist, so dass das Randwertproblem
(29)-(30) wohldefiniert ist. Dies geschieht im Beweis des Hauptsatzes.

3.2 Verschiedene Ungleichungen

In diesem Abschnitt beweisen wir verschiedene Ungleichungen, die fiir den
Beweis des Hauptsatzes dieses Kapitels notwendig sind. Zum einen iibertra-
gen wir zwei Normungleichungen auf den von uns betrachteten stochastischen
Fall, zum anderen die erste Poincarésche Ungleichung .

Lemma 3.2 Sei D C R", n > 2 ein beschrianktes Gebiet. Sei ¢ > 0 und
u € H}(D) @y Hy. Dann gilt:

(@) lulle = [lullos
(i) Nullie = [IVrullog,

(133) co||Vrullos > ||u|l1e, wobei ¢y > 0.

Beweis: Sei

u= Y anen, ® fo, € Hy(D)®y H,

n=(n1,n2)eN?

wobei (€, )nyen, (fng)nsen Orthonormalbasen von Hi (D) bzw. H; sind und
an € R fiir n € N? gilt.
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Zu (i):
2
”u”it = Z (Z O‘n€n1> ® [
n2 1 1,t
2
= Z (Zaneru) ®fn2
n2 1 1,t

2

= 2 || 2= e
ni

n2

1

Hier haben wir benutzt, dass die f,, orthogonal sind (zweiter Schritt) und
Norm 1 haben (letzter Schritt). Analog erhalten wir

> (z ) o o
no n1

> anen,

ni

I3,

2
0,t

2
n2 0

Mittels ||ul]; > |Jul|o folgt (i).
Die Behauptungen (ii) und (iii) werden dhnlich bewiesen, wobei fiir (iii) die
erste Poincarésche Ungleichung benutzt wird. ]

3.3 Mulitiplikationabbildungen in &;
Um zu beweisen, dass die Multiplikationsabbildung

Y— 00, e

fiir ¢ € (&) stetig ist, benotigen wir folgendes Lemma:

Lemma 3.3 Sei A > 0. Dann existiert ein Cy > 0, so dass

Z C(mo, l, )\) < CO Vmo € NQ,

1>0
1=mo(2)

2
C(mo,l,A).:m—O!< > A (k)(n_k)! .
n > 0,n gerade

0<k<mgogAn
l=mo+n—2k

wobei
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Beweis: Sei mg € Ny, A > 0, £ € L*(R?), wobei ||€]]s = 1. Sei

oo o 097

n

n=0

und

¥ = (@, €™,
Dann gilt

k!
¢ . 77[) — Z )\nﬁ <77]::0> (Z) (_1)n/2(w®mo+n—2k’ €®mo+n—2k)

n > 0,n gerade
0<k<mgAn

. nk:' m n n— mo+n— mo+n—
LD DR <k:) <k)<—1>< /2 Ematn=2k gomatn-2k)

n > 0,n ungerade
0<k<moAn

und ||9||2 = my!. Daher gilt

[Re ¢ - 4|3
10113
=SB B () (1) e
T Ly, AW AV
>0 n > 0,n gerade
0<k<mopAn

l=mg+n—2k

{! mo\ (—1)"/2 i mo+n—2k||2
= 2 m—ol< 2 A"(k)fn_)k)!> feomotn=2¥|

>0 n > 0,n gerade
1 =mo(2) 0<k<mgAn
l=mgo+n—2k
= E C(mo,l,)\).
>0
I =mo(2)

Da die Multiplikation mit einem Element aus (L*°) eine stetige Abbildung
auf (L?) definiert, existiert ein Cy > 0, so dass

Z C(mo,l,)\) <Cyp VYVmyeN

>0
lEmo(Q)

gilt. ]
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Satz 3.4 Sei ¢ € (£). Dann definiert
vV—0-9, eSs
eine stetige Abbildung auf &;.
Beweis: Wir betrachten zuerst den Fall, dass ¢ und ¢ von der Form

6= 3w, 2T, 2)

~ 00

o Smo ®n;
’QZ) - (w ’®i10§i )7
wobei & € L*(R?) mit ||£]|; = 1 und A > 0, und zeigen, dass

- ¥
1>

beschrankt ist: Aus

k! s
v = X (P aora@ e

n >0
0<k<mgogAn

_ nk' Mo n n/2(, . @mo+n—2k ~&n S >N n;
s ) (s o @

n > 0,n gerade
0<k<mgAn

. nk' m n n— mo+n— n S > n;
+1 Z A _< kO) (k)(_l)( 1)/2(w® otn—2k (@ ®k®i:0§? D)

n > 0,n ungerade
0<k<mgAn

folgt
[Re ¢ - ¥
3|2
(14! k! (mo\ (n ~ T .
— N T A= -1 n/2|| c@n ®n; (2
> gm0 () enrerad, s
1>0 n > 0,n gerade
l=mo(2) 0<k<mgAn
< Y o e IR P
1=mo(2)
1+1 1+1
- 3 T —Clmo,1, ) + > T L Cmo, 1)
0<1< jomo Mo I > jomo Mo
= m0(2) = m0(2)

= Sl(mo,jo,)\) +52<m07j07)\)



Ex. uNnD EIND. DER LOSUNGEN VON SPDES 37

Aufgrund von Lemma 3.3 ist S;(my, jo, A) nach oben durch j,Cy beschrénkt.
Wir versuchen nun eine obere Schranke fiir Sa(my,jo, A) zu finden. Dazu
benutzen wir

2
_ [! — l—mo+2k [ 700 (—l)k

k=0

fiir [ > mg. Wir behandeln nun die Félle mg = 0, mg = 1 und mg > 2. Im
folgenden wird [ immer so grofl gewéhlt, dass die benutzten Ungleichungen

gelten.
Fall 1: mg =0
AUS l )\2l )\2!
1+
—_— INN=1+D)—=<(C——
10O EN = e = O,
erhalten wir -
S5(0, 7o, A) < ——C(0,I,\) <
2( Jo ) 12%01“’ ( )

fiir jo hinreichend grofs.
Fall 2: myg =1
Aufgrund von

141 L4/ AL NN
LC(LZ,)\) - (1+10) —
1+1 21 (I —1)! {!
(1 + l>!)\2l—2<l _ )\2)2
- 2112
)\2l

< -
s Cam

gilt
1+1
1,79 < —C(1
S2( 7]07)\)— Z 1+OC< 7[,)\)<OO

1>jomo

fiir jo hinreichend grof.
Fall 3: mg > 2
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Aus
1+
C [
1 + mO (m07 )
| mo k 2
= M Z \L—mo+2k mo &
mo!(1 4 mo) k=0 k) (l—mo+k)
< (1 + l) A\l+mo9gmo 2
= (1 +mo)! \ (I —mp)!
(1 + l)' N\2+2mo gmo
T (T mo)l (1= mg)P?
_ KGVrm(L 4 (A + D elrmo - AZRmoqmo [ mo)
< 21 (1 + mo) (1 + mg ) +moelt+ 2 (1 — mg) (I — mg)2U=mo)
= 2m(1 4 my)3/2+mo (1 — myg)2U—mo)+l
folgt, dass
(G+1mo—1 141
Z 1 + C<m07l)
1> jmo Mo
l=mo(2)
. (j+1)zm0_1 el=mo (1 4 [)3/2+ \2l+2mo gmo f4
a 1> jmo 27T(1 + m0>3/2+m0 (l — mO)Q(l*mo)Jrl
1 =mo(2)
- c (J+1Zmo 1 ]mo((j + 1)m0>(j+1)m0+1/2)\21+2m04m0
- S (Lmg)P2mo (G — 1)my)2=2)mo
1 =mo(2)
. (]+1Zm0 1 eimo (j 4 1)(j+2)m0méj+2)m0)\2(j+2)m0
B 1> jmo (j — 1)(2j_2)m0m823_2)m0
I =mo(2)
(F+1)mo—1 1
<C >
—4)m,
I > jmo m(()] o
I =mo(2)
Mo
< C
- j—4)m,
m(()] )mo
1
< ¢ (—5)mo
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Daher gilt

(J+1)mo—1 147
S m07j07 Z Z 1+mOC(m07l) <0

j>jo 1> jmo
= m0(2)

fiir jo hinreichend groff. Wir haben somit gezeigt, dass

[Re ¢ - |
1>

beschrénkt ist. Analog zeigt man, dass

[Tm ¢ - |2
9112

beschrankt ist. Daraus folgt dann die zu zeigende Beschranktheit von

lo-vl*
[0

Aus der Definition von &; folgt, dass fiir ¢ der Form (22)
v—0-v, Pes

eine stetige Abbildung auf & ist. Aus der Definition von (£) folgt nun, die
Behauptung. [ ]

Der Beweis, dass fiir ¢ € (&)

vV— 09, YeS
eine stetige Abbildung auf S; definiert, erfolgt analog.

3.4 Hauptsatz

Aus denselben Griinden, aus denen wir H; bzw. H_; eingefiihrt haben, fiihren
wir nun X, ein. So wie der Raum H, fiir den stochastischen Teil des Losungs-
raumes und H_,; fiir den stochastischen Teil des Raumes, aus dem der Quell-
term stammt, benutzt wird, benutzen wir X, fiir den stochastischen Teil der
Réume, aus denen die Koeffizienten stammen. Im theoretischen Fall ist X; =
(£) (d.h. X, ist unabhingig von t), im numerischen Fall ist X, = W5 (R*, v).
Die wichtigste Eigenschaft von X; ist, dass

Yp—0-0, PeX
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eine stetige Abbildung auf H; definiert. Fiir den theoretischen Fall wurde
dies im letzten Abschnitt bewiesen, fiir den numerischen Fall ist dies leicht
ersichtlich.

Ziel dieses Abschnittes ist es, den Hauptsatz dieses Kapitels zu beweisen:

Satz 3.5 Seit > 0 und

kijir € L¥(D) @ Xy 4,5 €{1,...,n}, (23)
GeW (D)o, X, ie{l,... n), (24)
feH (D)o Ho. (25)
Sei
((T—%V['C)U,U)Otzo (26)
> (ki w)vi, vy)g, > Ko 325 llvill5, (27)

fiir alle v, vy, ..., v, € L*(D)®g H;. Dann ist das Randwertproblem (29)-(30)
wohldefiniert und hat eine eindeutige schwache Losung u € Hy (D) @ H;

Beweis: Zuerst zeigen wir, dass wir die Multiplikation
ur—a-u, u¢cL*D)®yH,

fiir festes a € L (D) ®, X; so definieren kénnen, dass sie eine stetige Abbil-
dung in L?(D) @ H; ist. Daraus folgt, dass unter den Annahmen (23)-(27)
das Randwertproblem (29)-(30) wohldefiniert ist. Dann zeigen wir, dass das
Lemma von Lax-Milgram anwendbar ist und daher eine eindeutige schwache
Losung existiert.

(I): Sei a € L*(D) @, X; beliebig. Da L>*°(D) und X; Fréchet-Rédume sind,
ergibt sich mit Lemma 2.16, dass es Folgen (x,,)nen aus L>(D), (Yn)nen aus
Xi, und (M) nen € IH(R) gibt, so dass x,, — 0 in L>=(D), y, — 0 in X; und

a= Z AZn @ Yp. (28)
n=1
Wir definieren nun die Operatorfolge (T}, )men auf L?*(D) @y Hy durch

Tou = Z)\nxn QY U, UE L2(D) ®u H;

n=1
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und den Operator T durch T := lim,, .o, T;,, wobei der Limes punktweise zu
verstehen ist. Wir miissen folgendes zeigen

(i) T ist eine stetige Abbildung auf L*(D) ®y H; und

(ii) die Definition des Operators T hdngt nicht von der Darstellung von a in
(28) ab.

Zu (i): Da die Multiplikation mit einem Element aus L*°(D) eine stetige
Abbildung auf L?(D) definiert und die Multiplikation mit einem Element aus
X, eine stetige Abbildung auf H, definiert, sind die Operatoren T,, stetig. Der
Limes T = lim,,, o, T}, existiert aufgrund der Tatsache, dass (\,)nen € I1(R),
x, — 0in L>®°(D) und y,, — 0 in X;. Da T der punktweise Limes von stetigen
Operatoren ist, ist T stetig.

u (ii): Sei
:Z)\l) (1) @ 4 Z)\2) @) @y
n=1

und die Operatoren T, T2 (T,S1 ))meN und (T,S1 ))meN seien auf dieselbe Wei-
se definiert wie 7' und (7}, )men- Seien u € L*(D) @ Hy und € > 0 beliebig.
Dann gilt

ITOu=T®ullo, < |Tu—TPullo,+ 1T 0= TP ullo,+ |17 0w =T ullo,,

wobei m € N. Aufgrund von (Aﬁf))neN e I'(R), 2 = 0in L>(D), g 0
in X; und

ITOu = TDullog < D 1 An@n © Yo - oy
n=m+1

gilt || 7Oy — T,Sf)uHo’t < e fiir m hinreichend grof}; wobei i = 1, 2.

Sei
Z)\(l 1)®y Z)\(Z (2) ®y

Fiir m hinreichend groﬁ gllt

1bml= < €/ [lullo.

Wegen Lemma 2.16 existieren Z,...,2; und 91,..., %, so dass
!
b = Y @
n=1
und

S leallzmcoy lnllx, < 26/l
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Daher gilt
1T u = TPulloe = lbmullos
!
< D lzallzeo) gallx. ullo,
< 2

Somit erhalten wir |TMwu — T@ ||y, < 4e und aus diesem Grund hingt die
Definition von 7 nicht von der Darstellung von a in (28) ab.

Zum Beweis von (II) zeigen wir folgendes Lemma:

Lemma 3.6 Sei u € H} (D) ®y H; und ¢y, ..., ¢, € WH*(D) ®, X;. Dann
gilt
1
(c-Viu,u)y, = -3 (Vr-cu,u)y, -

Beweis: Sei

u = E Oén€n1®fn2,
n

wobei (e, )n,en bZW. (fn,)npen Orthonormalbasen von H{ (D) bzw. H; sind
und a,, € R fiir n = (ny,ny) € N? gilt. Sei

ZA(Z Doy i=1,...n,

wobeit ()\l(i))leN e I'(R), :cl(i) — 0 in W°(D) und yl(i) — 0 in X, for i =
1,...,n (cf. Lemma 2.16). Sei m € N und

(Z)\(lxl 2y, . ,Z)\" '@y )
=1
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Dann gilt

(c(m) -Vru, u)o

= (Z (Z)\ Il ®yl2> (ai X Id) Zanem &® an,ZOémeml ® fmz)
BB o)

=1 nm \i=1
— Z Zanam <Z A 20 em R Y fry, €my ® fm2>
=1 nm 0.t
- Zzanamz)\(z < ' —€n17€m1> (yl(i)fnzafm2>X
=1 nm 0 t

Analog erhalten wir

(9, ¢ u),,

= 2 S cunm A (gt enem ) (),
0 t

=1 nm

Aus
1
(& Vi, i)y = —5(V-ei,0), &€W'(D), i€ Hy(D),

(cf. [1], p. 96) folgt

:L‘(Z) 4 €nisCm = —1 4 :L‘(Z)en , Em
! a 17 1 o 2 695, l 1 1 o

fiir ny,my € Nyi=1,...,n. Daher gilt

1
(c(m) . Vlu,u)m5 —3 (V; ™y, u)o’t.
Aus (N)ieny € IH(R), 2y — 0 in WH=(D) und y; — 0 in X; folgt, dass
1
(c-Viu,u)y, = ~3 (Vi cu,u)y,

(IT): Wir miissen zeigen, dass

43

0,t

0,t

(i) die durch (33) definierte Bilinearform a und die durch (34) definierte
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Linearform b stetig sind und
(ii) a koerziv ist.

Zu (i):
|a(u, v)]
< [EVrullodlVivllos + lle - Viullogllvllos + [[rulloelvlo
< GillVrullod|Vivllos + Col| Viulfol[vllos + Callullolvllos  (wegen (I))
< Cillulliellvllie + Collulliellvflos + Csllullogllvllos  (Lemma 3.2(ii))
< (Cr+ Co+ C3)lulveflv]l1,e  (Lemma 3.2(1))

Es ist offensichtlich, dass b stetig ist.
Zu (ii):

a(u,u) = (KViu,Viu)y, + (- Viu,u)g, + (ru,u)y,

1
= (KVu,Viu),, — B (Vr-cu,u)y, + (ru,u),, (Lemma 3.6)

1
(KViu,Viu)y, + ((r — §VI : c) u,u)
0.t

> kollVyull§, (wegen (26) und (27))
k

> “lullf, (Lemma 3.2(iii))
0

Bemerkung 3.7 (1) Mittels Lemma 2.16 kann man einfach zeigen, dass
L>*(D) ®, X; ¢ L*(D,X;). AuBerdem gilt L*(D) @y H; = L*(D, H,).
Hieraus 148t sich einfach ableiten, dass die Multiplikation von L*(D) ®, X,
und L*(D) ®y H, eine Einschréinkung der punktweisen Multiplikation von
L>(D, X;) und L*(D, Hy) ist.

(2) In [3] beschaftigt sich Besold mit der Existenz und Eindeutigkeit von
Losungen u € H} (D) ®y (S,) der SPDE

Vi (K(z,w)Vuu(r,w) = f(r,w), (z,w)€DxQ,
u(z,w) = 0, (x,w)€dD xQ,

wobel

kij ELOO<D) (o (5)007 Z,j € {1,...,7’1,},
feH (D)@ (S-p).

Hierbei bezeichnet (&), die Vervollstandigung der trigonometrischen Poly-
nomen beziiglich einer bestimmten Norm (siehe [3]).

(3) In [6] wird auf die Interpretation von (26) und (27) und den Zusammen-
hang zu den analogen Bedingungen im deterministischen Fall eingegangen.
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3.5 Verallgemeinerte Randbedingungen

Wir haben uns bisher auf homogene Dirichlet-Randbedinungen beschrénkt.
In diesem Abschnitt wollen wir uns nun mit allgemeineren Randbedinun-
gen befassen. Genauer werden wir den Rand des Gebietes D in drei dis-
junkte Teile zerlegen und wir werden auf dem ersten Teil des Randes ho-
mogene Dirichlet-Randbedingungen stellen, auf dem zweiten inhomogene
Neumann-Randbediungen und auf dem dritten inhomogene gemischte Rand-
bedingungen. Spéter betrachten wir dann auch noch inhomogene Dirichlet-
Randbedingungen.

Sei D C R", n > 2, ein beschrianktes Gebiet, I'1, 's, '3 eine disjunkte Zerle-
gung von 9D, wobei I'; abgeschlossen sei, und sei f € H1(D)®g H_;, wobei
t > 0. AuBlerdem sei K = (kij)ij=1,.n, ¢ = (¢i)i=1,.n, Kij. ci,7 1 D x Q@ — R,
g1 xQ — R, g : Ty xQ — R, g3, : '3 x Q — R. Wir nennen
u=u(r,w) € HY(D) ®y H; eine schwache Loésung der Gleichung

Lu(z,w) = Vi - (K(z,w)Viu(z,w))+ c(z,w) - Viu(z,w)

+r(z, w)u(x,w)

= f(z,w), (r,w)€ D xQ, (29)

u(r,w) =g, (r,w)edly xQ, (30)
K(z,w)Viu(z,w) - v(x) =gy, (z,w) € Iy x Q, (31)
K(z,w)V5iu(z,w) - v(z) + ou = g3, (r,w) € o'y x (32)

wenn folgendes gilt: Es existiert ein w € H'(D)®py H; mit w|sr, = g; und ein
W €V =V @5 Hy, wobei Vi := {v e HY(D) : v|T'y = 0} und u = v’ + w,
so dass

a(u',v) = (KVu',Viv)os+ (¢ Viu',v)o,
+(ru',v)os + (@', v)o s (33)
= b(v) —a(v,w) (34)

o
ot
S—

= ([,v)os + (92, v)o,ra + (93, V)ors e — alv, w) (
fiir alle v € V gilt.
Bemerkung 3.8 Wir schreiben auch abkiirzende statt (29) — (32)

Lu = f,
ull'y = g1,
KVu-v|ly = g,
KVu-v+ aull's = gs.
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Analog zu || - [jo; bzw. (-, -)o,¢ definieren wir || - [ors := || - (|22 m, D2W.
(. )ort := () 2@y H,» WObel I' C 0D,

Lemma 3.9 Sei uy,...,u,,v € H}(D) ®y H;. Dann gilt
(u, Viv)or = =(Vi-u,v)o¢ + (V1 - 4, 0)00D,1-

Beweis: Der Beweis erfolgt analog zu Lemma 3.6.

Nun koénnen wir eine Verallgemeinerung von Satz 3.5 angeben:
Satz 3.10 Sei D C R", n > 2, ein beschrianktes Gebiet. Sei

kij,ci,Vi-c,r € L®(D)®, Xy, 4,5 €{1,...,d},
fe HYD)®g H_,
falls [To UT3|,01 >0: vy-ce LTy Ul3) ®, X,
EZ]’:I kij(z,w)&&; > kol€]*> Vz € D,w € Q,€ € R,

g; € L’(Ty) @y Hy, j=2,3, acL®I3) @ X,

Dann hat das Randwertproblem (29)-(32) mit g; = 0 eine eindeutige schwa-
che Losung u € V', wenn

L. (T - %VI : Cuvu)o,t > 07
2. (VI : Cu7u>0,F2,t > 07
3. (a+ivr-cu,w)or,: > 0.
fiir alle w € H'(D) @y H,; gilt.
Beweis: Wir miissen zeigen, dass
(i) die Bilinearform a und die Linearform b definiert durch (33) und (34)
stetig sind und

(ii) a koerziv ist.

Zu (i):

|a(u,v)]

([EVrul, [Viol)or + (|c][Vrul, [v])os + (Ir]lul, [v])o + [(au, v)ors
Ci(IVrul, [Viv])os + Co[Vrul, [v])os

+Cs3(|ul, [v])os + [lowllory el[v[Ts][o,rs ¢

CillVrullod[Vivllos + Col[Viufloelvlo,

+Csllullollvllos + CallullorsellvTsllo,rs e

IA A

VAN
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IN

Cillullrellvlle + Collullellolog
+Csllullogllvllos + Callulloraellv|Tsllors e

Clluflellvlle

VAN

Auf dieselbe Weise zeigt man, dass b stetig ist.

Zu (ii):
Mittels Lemma 3.9 erhalten wir
1
(c-Viu, u)O,t = 5(07 VIUQ)O,t
1 1
= —§(V1 U, U)ot + 5(1/1 © CU, U)0,TUT's 1
Daher gilt
a(u, u) = (KV[U, VIU)(M -+ (C . VIU7 U)O,t + (ru, U)O,t + (au, u)OTS,t

1
= (KV[U, Vlu)(),t — a(V[ - CU, U)Qt + (Tu, U)Qt

1 1
+—(vr - cu,u)ory s + a+-vr-clu,u
2 2 0,03t
3L 3y

1
> (KViu,Viu)o: + (('r’ — —) \R cu,u)
2 0.t
> kol Vrullg,
ko :
P — .
> D,

Folgendes Korollar folgt unmittelbar aus dem gerade bewiesenen Satz.
Korollar 3.11 Sei D C R", n > 2, ein beschrinktes Gebiet. Sei

kij,ci,Vi-c,r € L®(D)®, Xy, i,j€{l,...,d},
feH D)oy H,
if ToUTl3),01>0: vy-ce L®(TUls) ®, Xy,
>y ki, w)&&s > kol§]? Vo € D,w € Q.6 € R,

g; € LQ(F]) ®g Hy, J=123 «ac LOO(F?’) Qr X

Es existiere ein w € H'(D) mit w|l'; = g;. Dann hat das Randwertproblem
(29)-(32) eine schwache Losung v € V', wenn
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1. (r— %VI cu, ) > 0,
2. (vr-cu,u)or,: >0,
3. (a+ivr-cu,u)or,: > 0.

fiir alle uw € H'(D) @y H,; gilt.

48
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4 Numerik stochastischer partieller Differen-
tialgleichungen

In diesem Kapitel befassen wir uns mit dem numerischen Losen von SPDEs
mittels FEM. Um die Notation einfach zu halten beschrianken wir uns auf
die Gleichung

—Vi- (K(z,w)V5u(r,w)) = f(z,w),

deren schwache Losungen wir betrachten.

4.1 Zugrunde liegendes Modell

Wir gehen in unserem Modell davon aus, dass die stochastische Storung von
K unabhéngig von der von f ist. Aufgrund der véllig verschiedenen Natur des
Diffusionskoeffizienten und des Quellterms in den Anwendungen von ellipti-
schen SPDEs; ist dies keine starke Einschrénkung. Wir behandeln zunéchst
die Storung von K.

Da im Regelfall in den Anwendungen davon auszugehen ist, dass die sto-
chastische Storung nahe beieinander liegender Punkte nicht unabhéngig ist,
modellieren wir die Storung wie folgt: Wir iiberziechen das Gebiet D mit ei-
nem aus den Punkten py, ..., py bestehenden Gitter, wie es in der folgenden
Abbildung dargestellt ist.

Zu jedem Punkt p;, ¢ = 1,..., M, assoziieren wir eine reelle Zufallsvaria-
ble X;, wobei Xj,..., X unabhingig identisch verteilt sind (ihre Vertei-
lung nennen wir p). Wenn wir den Rand vernachlissigen, so liegt jedes
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x € D in einem Dreieck. Die Storung am Punkt x berechnen wir mit-
tels baryzentrischer Koordinaten aus den Storungen bei den Eckpunkten
des Dreiecks, d.h. die Storung beim Punkt x in der Abbildung ist gleich
M (2) X7 + Ao ()Xo + Ay(2) Xy, wobei Aj(z), Ae(z), Ay(z) die baryzentrischen
Koordinaten von z sind.

Nennen wir ein Paar bestehend aus einem Gitter P = {p1,...,py} und einer
Verteilung p ein Storungsgitter, so 148t sich jedem Storungsgitter (P, p) eine
Funktion Sp, : D x 2 — R zuordnen, die eine stochastische Stérung in
D beschreibt. Dabei ist 2 der zugrunde gelegte Wahrscheinlichkeitsraum.
Mittels eines solches Stérungsgitter (P, ) = ({p1,...,pm}, u*) modellieren
wir die Storungen S¥ = S pux von K. D.h. fiir den Diffusionskoeffizienten
gilt

K(z,w) = Kget(x) + S5 (,w), (36)

wobel K4.; der deterministische Teil des Diffusionskoeffizienten ist. Auf die-
selbe Weise liefe sich auch die Storung des Konvektions- und des Reaktions-
terms modellieren, wenn wir sie betrachten wiirden.

Aufgrund des Distributionscharakters von f miissen wir fiir die Modellierung
der Storung von f einen modifizierten Ansatz wihlen. Wir werden dazu die
Punkte eines Gitters nicht mit Zufallsvariablen, sondern mit stochastische
Distributionen assozieren, die aber genauso lokal wirken wie die Zufallsvaria-
blen im Falle der Stérung des Diffusionskoeffizienten. Dazu miissen wir jetzt
auf die konkrete mathematische Realisierung, insbesondere von €2 eingehen.

Sei ({p1,...,pu}, u™) das Stoérungsgitter von K, wobei u® ein W-Maf auf
([e1, e2], B) mit ¢1, ¢y € R sei. Des weiteren sei ¢y, ..., gy €in weiteres Gitter
(dies benutzen wir fiir die Stérung von f). Des weiteren sei pf ein W-Maf}
auf (R, B). Wir definieren Q) wie folgt:

0= (H[cl,cg]> x RY.

i=1

Das linke Produkt wird fiir die Zufallsvariablen X7, ..., X, genutzt, die die
Storung von K generieren. Um den im letzten Kapitel bewiesenen Existenz-
und Eindeutigkeitssatz benutzen zu konnen, miissen sie beschrankt sein. Aus
diesem Grund sind diese Zufallsvariablen [cy, co]-wertig, wobei wir zur mogli-
chen Wahl von ¢; und ¢y gleich noch Angaben machen werden. Seien nun
Dy, ..., Dy Elemente von W™"2(R, 7). Wir setzen diese Distributionen zu
Elementen von W"2(RM ;) fort, wobei v; = [[, iy und D; als Element
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von W2(RM v;) jeweils nur auf die i-te Koordinate eines Elementes aus
Wr2(RM v;) wirkt. Wie bei K definieren wir nun die Stérung SY von f am
Punkt x als mittels der baryzentrischen Koordinaten gewichtete Summe aus

den drei D;,, D;,, D;,, die zu den Eckpunkten i1, 79, 73 des Dreiecks assoziiert

sind, in dem x liegt. Analog zu K gilt

N
f=faer + 5 = faer + Z Kn(2)D
n=1

wobei fg € H™ (D) der deterministische Teil des Quellterms ist und r,,(z)
die baryzentrischen Koordinaten bezeichnet. Des weiteren gilt f € H 1(D)®y
W=2(RM vs). Die Stérung SX in (36) 1Bt sich nun wie folgt ausdriicken:

K(z,w) = Kgt() + Z Am

Dabei ist w,, die m-te Koordinate von {.

Um nun Satz 3.5 anwenden zu konnen muss

kij,r € L¥(D) @, () i,j€{1,...,n},
c; EWh(D)®, (£) 1€{l,...,n},
feH YD)y WTARM vy)

und

((T——V[ c) ) >0

0,6 —

ZZ]‘zl (ki (, w)vz,v]) > koD iy ||Ui||g,t

fiir alle v, vy, ..., v, € L*(D) @x W3R v;) gelten. Dies ist bei der Wahl
von ¢; und ¢ zu bedenken. Fiir weitere Details siche [6].

4.2 Numerische Berechnung

Der Einfachheit halber beschrinken wir uns im folgenden auf den Fall ¢ = 0.
Wir werden am Ende des Abschnittes erldutern wie der Fall ¢ > 0 zu behan-
deln ist.

Zur numerischen Losung unserer SPDE betrachten wir das Galerkin-Verfahren,
das fiir den deterministischen Fall in den Abschnitten 2.10 und 2.11 beschrie-
ben ist. Im deterministischen Fall wird der Ansatzraum V} fiir ein festes
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h von der Menge der Formfunktionen (¢;);—1,. ., erzeugt, den so genann-
ten Basisfunktionen. Wir werden nun als die unseren Ansatzraum erzeugen-
den Basisfunktionen die Produkte aus den deterministischen Basisfunktio-

.....

...........

Die () =1,..m werden wie folgt konstruiert. Seien ¢; = s1 < 59 < --- <5, =
¢ aus [c1,c) und —oo =t <ty < --- < t, = oo aus R so gew&hlt, dass

5 (50, 5ia]) = 1 ([55, 5541])
fird,j €{0,...,p— 1} und
p ([s55i01]) = 1/ ([s;, 5501))

fiur 4,57 € {0,...,¢ — 1}. Die (¢;); bestehen aus allen Funktionen der Form

M N
H 1[S¢u,8iu+1](WU) H 1[tj,u tip+1] (WM—f—u)a
u=1 v=1

wobei iy, ...,iy € {1,...,p} und j1,...,jn € {1,...,q}. Es handelt sich al-
so um Elementarfunktionen, wobei ihren Tréager paarweise disjunkt sind und
die Vereinigung der Trager aller Funktionen (2 ist. Des weiteren ist fiir alle
; das Maf3 ihres Trégers beziiglich p gleich.

Im Rahmen des Galerkin-Verfahrens ist es notwendig, Steifigkeitsmatrix und

Lastvektor (siehe (15) und (16)) zu berechnen. Fiir die Steifigkeitsmatrix
erhalten wir

alpiy, prth) = /Q /D K (,0) V(i) Vs (puthy)ddpa(w)
— /Q/D<Kdet(a:)+2)\m(:c)wm> Vi, Vophdrdu(w)

= > (/D )\m(:p)chNgokdx) (/Q wm@/)ﬂ/)zd#(w))

m=1

n ( /D Kdet(x)Vgongokdx) ( /Q @Z)j@bzdu(w))
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und fiir den Lastvektor

N
blpi;) = <fdet + Z Kin () D, <Pi¢j>
= <fdet7 (pzw] <Z H" ”’ (‘021/}3>

= (faet, i) (/Q Vjdp(w ) +i (/ wzdx) (Dn, ¥5) -

Die Gleichung (14) hat dann die Form
> alpiby, o) = blpithy) Vi, .
Kl

Da die Tréager von ¢; und ¢, fiir 7 # [ einen leeren Schnitt haben gilt
a(pivj, i) = 0 fiir j # 1. Somit 148t sich die vorherige Gleichung zu

Z a(piy, 1)k = blpitdy) Vi, j
K

vereinfachen. Da die (¢;); Elementarfunktionen mit Wertebereich {0, 1} sind
und ihr Triger das Mal p~M¢=%, gilt

alpiy, ort;) = i( /D A7n(l°)Vs0N<pkciw) < /Suppwj)wmdﬂ(w)>

+p Mg (/ Kdet(x)V%Vgokda:)
D

und

b(pitdy) = p~ M q™" (faers i) + Z (/ %d$> (D, 5) -

Wir kommen nun zur Abschétzung des Rechenaufwandes im Vergleich zum
deterministischen Fall. Die Terme

/ Kot () Vi Viprda
D

und

<fdet7 901>
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sind exakt die Ausdriicke, die man im deterministischen Fall zu berechnen
hat. Die Terme

/ An(2) Vi Vrda
D

/D Kn(2)pide

sind von von gleichem Rechenaufwand wie im deterministischen Fall. Des

weiteren hingen
/ wndp(w)
supp(¢;)

<Dn7 w]>

nur von der m-ten bzw. n-ten Koordinate von 1; ab. Somit entspricht der Re-
chenaufwand in unserem Fall im wesentlichen (d.h. bis auf Konstanten) dem
Rechenaufwand des deterministischen Falls mit einer zusétzlichen Raumdi-
mension.

und

und

Bemerkung 4.1 Im Fall ¢ > 0 konnen wir keine Indikatorfunktionen fiir
den stochastischen Teil der Formfunktionen wéhlen, sondern benotigen Funk-
tionen hoherer Glattheit. Hier konnen dann &dhnliche Funktionen wie beim
numerischen Losen deterministischer PDEs gewéhlt werden. Im Fall ¢ = 1
wiren dies z.B. die allgemein bekannten Hiitchenfunktionen.
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5 Notationen und Abkiirzungen

DS

0;

(€)
exp°[(-, )]
I'(A)o

I'(H)
ind lim,ea X,
ll

L
L(X:Y)

HaGA Xa
projlim,c 4, Xo
S(RY

(Sp)

(5)

(5)*

@QEA Xa
Tr(f)

U QU

U Qe V

URg v

(verallgemeinerte) Ableitung nach s = (sy,...,s,)
Ableitung nach der i-ten Variablen
trigonometrische Polynome (siehe Def. 2.23, S. 15)
Wick-Exponential (siehe Def. 2.22, S. 15)
D(A)p = 30,1, an exp®(i(:, AE,)) fiir
¢ =" a,exp?(i(-,&,)) (siehe S. 15)
Fock-Raum tiber H (siehe Def. 2.27, S. 16)
induktiver Limes
Raum der Folgen (z,,),cn reeller/komplexer
Zahlen, fir die Y .7, |z, < oo gilt
elliptischer Differentialoperator zweiter Ordnung
Raum der stetigen linearen Abbildungen
von X nach Y
komplexer LP(S*(R), B, i) (siehe S. 15)
{1,2,3,..}
{0,1,2,..}

2
S Jp |l da
1 0 1d(u)]
Fortsetzung von I'(A)P auf (S,) angewandt
auf ¢ (sieche S. 77)
Fourier-Transformierte von X
direktes Produkt
projektiver Limes
Schwartz-Raum
Vervollstandigung von (£) bzgl. ||¢|2, (siehe S. 15)
Hidascher Testfunktionenraum (siehe S. 16)
Hidascher Distributionsraum (siehe S. 16)
direkte Summe
Spur von f (siehe Def. 2.25, S. 16)
Tensorprodukt von u und v
(siche Satz/Def. 2.15, S. 10)
Tensorprodukt von u und v fortgesetzt auf den bzgl.
der e-Topologie vervollstdndigten
Tensorraum (siehe S. 11)
Tensorprodukt von u und v fortgesetzt auf den bzgl.
der H.S.-Topologie vervollsténdigten
Tensorraum (siehe S. 11)
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Hy(D)
H~Y(D)
T @ Y
QY
x&m
TRy
z @ Y
IE®1?/

Sobolev-Raum (sieche Def. 2.31, S. 19)

Dualraum des Sobolev-Raums (siehe S. 19)
Tensorprodukt von x und y (siehe S. 9)
Symmetrisiertes Tensorprodukt von x und y

(siehe S. 9)

n-faches Tensorprodukt von x (siehe S. 9)
Rechtskontraktion von z und y (siehe Def. 2.29, S. 17)
Linkskontraktion von z und y (siehe S. 18)
Symmetrisierte Rechtskontraktion von x und y
(siehe S. 18)

n-tes wickgeordnete Polynome (siehe Def. 2.26, S. 16)
Dualraum von X

Komplexifizierung des reellen Vektorraums X
Tensorprodukt von X und Y (siehe Def. 2.11, S. 8)
n-faches Tensorprodukt von X (siehe S. 9)
Symmetrisiertes Tensorprodukt von X und Y
(siehe S. 9)

Tensorprodukt von X und Y vervollsténdigt bzgl.
der e-Topologie (siehe S. 11)

Tensorprodukt von X und Y vervollstédndigt bzgl.
der H.S.-Topologie (siehe S. 11)

Dualprodukt oder Skalarprodukt

(S,)-Norm (siehe S. 15)

|flp = [(A®™)P f| (siehe Prop. 77, S. 77?)
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